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Vorrede. 


In  Fortführung  meiner  Gesamtdarstellung  der  Zafalentheorie 
übergebe  ich  hiermit  den  fünften  Teil  derselben  ^  welcher  die 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen  zum  Gegenstande  hat,  dem 
Leser,  wohl  entgegen  seiner  Erwartung,  da  er  berechtigt  wäre, 
zunächst  meine  Arithmetik  der  quadratischen  Formen  beendet 
zu  sehen.  Aber  zu  mancherlei  Ghründen,  die  mich  an'  der  Aus- 
arbeitung des  zweiten  Teiles  der  letzteren  noch  immer  behin- 
dert, gesellte  sich  der  Wunsch,  dasjenige  Gebiet  der  Zahlen- 
theorie, welches  als  ihre  höchste  bisher  erreichte  Spitze  und 
zugleich  als  ihr  eigentlicher  Grundstock  bezeichnet  werden 
darf  und  welches  mit  Rücksicht  auf  die  moderne  zahlentheo- 
retische  Forschung  das  aktuellste  Interesse  darbietet,  möglichst 
bald  einem  größeren  Leserkreise  in  leicht  verständlicher  Dar- 
stellung zugänglich  zu  machen.  So  entschloß  ich  mich,  zu- 
nächst wenigstens  die  allgemeine  Arithmetik  der  Zahlen- 
körper zu  veröffentlichen,  diejenige  spezieller  Zahlenkörper 
einem  späteren  Bande  vorbehaltend. 

Die  Geschichte  dieser  Disziplin  geht  auf  Gauß  zurück, 
der  mit  seiner  „Erweiterung  des  Feldes  der  Arithmetik'^  durch 
Einführung    der    komplexen    ganzen    Zahlen    von    der    Form 

a  +  6 )/—  1  den  Grrund  zu  ihr  legte.  In  der  Folge  namentlich 
durch  Kummer  weiter  entwickelt  und  durch  dessen  geniale 
Schöpfung  der  idealen  Zahlen  zu  voller  Entfaltung  erst  eigent- 
lich befruchtet,  erhielt  sie  ihre  allgemeine  Ausgestaltung  vor- 
nehmlich durch  zwei  Forscher,  R.  Dedekind  und  KEronecker, 
die  ganz  unabhängig  voneinander  und  auf  den  verschiedensten 
Wegen  dies  Ziel  erreichten.  Der  Erstere  hat  teils  in  einem 
Supplemente  zu  den  von  ihm  herausgegebenen  Dirichl  et  sehen 


Vin  Vorrede. 

Yorlesungen  über  Zahlentheorie,  teils  in  einer  Reihe  besonderer 
Arbeiten  seine  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  mit  gleich 
bewundernswertem  Scharfsinn  wie  systematischem  Aufbau  ent- 
wickelt;  Kronecker  die  seinige  leider  nur  in  einer  lücken- 
haften Skizzierung  ihrer  Grundzüge*)  in  der  „Festschrift  zu 
Herrn  E.  E.  Kummers  Doktor- Jubiläum  10.  Sept.  1881", 
gleichwohl  aber  mit  einer  großartigen  Erfassung  des  gesamten 
Gebietes  der  algebraischen  Größen  und  somit  weit  über 
Dedekinds  Betrachtungen  hinausgehend,  obwohl  auch  diese 
(s.  seine  gemeinsam  mit  Weber  yeröffentlichte  Arbeit  über 
algebraische  Funktionen**))  weiterer  Ausdehnung  fähig  sind, 
ursprünglich  war  es  meine  Absicht,  in  meinem  Werk  eine 
Art  synoptischer  Darstellung  der  Theorieen  dieser  beiden  For- 
-scher  zu  yersuchen,  sie,  wo  sie  nicht  zu  yerschmelzen  sind, 
<doch  vergleichend  nebeneinander  zu  stellen.***)  Wenn  ich 
nun  hiervon  abstand  und,  zwischen  beiden  Theorieen  wählend, 
mich  prinzipiell  für  diejenige  Dedekinds  entschied,  so  be- 
stimmte mich  dazu  der  Gedanke,  daß  es  für  mein  an  sich 
schon  so  umfängliches  Werk  geraten  sei,  die  Grenzen  der 
reinen  Zahlentheorie  womöglich  nicht  zu  überschreiten.  Bei 
der  aus  dieser  Erwägung  folgenden  Beschränkung  auf  die 
algebraischen  Zahlen  erschien  es  dann  aber  mir  sachgemäßer, 
Dedekinds  rein  arithmetischen  Gesichtspunkten,  so  weit  sie 
reichen,  zu  folgen;  dünkt  mich  doch  in  der  Tat  alsdann  sein 
wissenschaftlicher  Standpunkt  korrekt,  auf  welchem  ihm  „das 
methodische  Hilfsmittel  der  unbestimmten  Koef&zienten"  und 
„die  Einmischui^  der  Funktionen  von  Variabeln  ein  der  Sache 
fremdes  Hilfsmittel  erscheint",  mit  dem  er  sich  nicht  befreunden 


*)  Neuerdings  hat  J.  König  in  seiner  Einleitung  in  die  allgemeine 
Theorie  der  algebraischen  Größen  (aus  dem  Ungarischen  übertragen  vom 
Verfasser)  Lpzg.  1903  eine  Bearbeitung  der  Er onecker sehen  Theorie 
veröffentlicht  und  damit  einem  schon  von  Dedekind  (in  der  Vorrede 
zur  4.  Auflage  von  Dirichlets  Vorlesungen  über  Zahlen theorie)  ge- 
äußerten Wunsche  in  sehr  gründlicher  Weise  entsprochen. 

**)  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen,  im 
Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  92,  p.  181. 

••*)  Eine  sehr  glückliche  Vermittlung  zwischen  beiden  Theorieen  gab 
H.  Weber  in  seinem  Lehrbuch  der  Algebra,  2.  Aufl.,  1898/99,  2.  Bd., 
4.  Buch. 


Vorrede.  IX 

könne,  während  die  rein  arithmetischen  GrondTorsteUungen 
Dedekinds,  die  Moduln ,  die  Ideale,  so  abstrakt  sie  sind, 
gleichwohl,  auf  die  einfachste  Weise  aus  ganzen  Zahlen  des 
betrachteten  Körpers  gebildet,  wahrhaft  ursprünglichen  Charakter 
an  sich  tragen  und  ihn  in  der  Theorie  erweisen.  Indem  ich 
so  im  Aufbau  meines  Werkes  vorzüglich  auf  Dedekinds 
Forschungen  gefußt  habe,  war  ich  doch,  um  mit  seinen  Re- 
sultaten auch  diejenigen  anderer  Forscher  yerschmelzen  zu 
können,  die  teilweise  über  jene  hinausgehen  und  mit  den 
Hilfsmitteln  Dedekinds  nicht  oder  doch  nur  viel  umständ- 
licher erreicht  werden  können,  genötigt,  in  geringem  Umfange 
auch  Eroneckersche  Gesichtspunkte  zu  berühren  und  jenes 
Hilfsmittel  der  unbestimmten  Koeffizienten  heranzuziehen.  Zur 
ersteren  Kategorie  zählt  der  Henselsche  Nachweis  von  der 
allgemeinen  Verwendbarkeit  der  höheren  Kongruenzen  zur  Zer- 
legung der  reellen  ganzen  Zahlen  in  Primidealfaktoren;  hier 
bedarf  es,  um  „den  Gesetzen  der  Teilbarkeit  wiederum  Raum 
zur  voUen  Wirksamkeit  zu  schaffen^'*),  nämlich  um  die  for- 
male Gleichmäßigkeit  der  Zerlegimg  in  allen  Fällen  zu 
sichern,  notwendig  der  „Assoziation  der  Unbestimmten''  durch 
die  Benutzimg  der  Fundamentalform.  Zur  zweiten  Kategorie 
rechnen  u.  a.  Dedekinds  Sätze  über  die  Teiler  der  Diskrimi- 
nante,  welche  Hensel  nach  Kronecker  sehr  viel  einfacher 
aus  seiner  Theorie  der  Fundamentalgleichung  gewann.  Doch 
ist  eben  hier  jenes  Kroneckersche  Hilfsmittel  nur  ein  be- 
quemes, nicht  aber  erforderliches,  wie  denn  jene  Sätze  durch 
Hensel  von  seiner  neuesten  Auffassung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Zahlen  aus  durch  einen  noch  präziser  gefaßten  ersetzt 
worden  sind.  Von  dieser  Hensel  sehen  Theorie  soll  anhangs- 
weise dem  Leser  wenigstens  noch  soviel  mitgeteilt  werden,  als 
notwendig  ist,  um  diese  genauere  Fassung  zu  erläutern  und 
zu  begründen. 

Grroße  Förderung  bei  der  Ausarbeitung  meines  Werks 
verdanke  ich  dem  vortrefiFlichen  Berichte  Hilberts  über  „die 
Theorie  der  algebraischen  Zahlkörper''  im  Jahresberichte  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  y.  J.  1894/95;  insbeson- 

*)  Eronecker,  Festschrift,  p.  48. 


X  Vorrede. 

dere  habe  ich  denselben  dem  Schlußkapitel  über  den  Galois- 
sehen  Zahlenkörper  in  wesentlichen  Teilen  zugrunde  gelegt. 
Dieser  Körper,  obwohl  er  schon  ein  Körper  speziellen  Cha- 
rakters ist  und  sonach  der  yorbehaltenen  Fortsetzung  dieses 
Werkes  zuzuweisen  sein  sollte,  mußte  hier  schon  zur  Be- 
trachtung kommen  kraft  seiner  eigentümlichen  Stellung,  nach 
der  er  andererseits  wieder  als  jeden  beliebigen  Körper  in  sich 
enthaltend  angesehen  werden  kann;  so  bildet  das  ihn  behan- 
delnde Kapitel  zugleich  den  Abschluß  des  gegenwärtigen  und 
den  Übergang  zu  dem  geplanten  zukünftigen  Werke,  dem  ich 
auch  die  Hilb er t sehen  Untersuchungen  über  relativ-zyklische 
und  andere  Köi*per  trotz  ihres  allgemeineren  Charakters  als 
solche  über  spezielle  Körper  zuweise. 

Möchte  es  mir  gelungen  sein,  die  Arithmetik  der  Zahlen- 
körper, von  der  mit  ebenso  schönen  wie  zutreffenden  Worten 
Dedekind  rühmt,  daß  die  Erkenntnis,  die  sie  liefert,  zu  sehen^ 
wie  die  ganze  Mannigfaltigkeit  aller  möglichen  Zahleukörper 
von  eben  denselben,  allgemeingültigen  einfachen  Gesetzen  be- 
herrscht werde,  wie  die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen,  einen 
hohen  Grad  nicht  nur  theoretischen,  sondern  geradezu  ästheti- 
schen Interesses  gewähre*)  —  möchte  es  mir  gelungen  sein,  sie 
klar  und  leicht  faßlich  zu  gestalten  und  so  recht  Vielen  den 
Genuß  jener  Erkenntnis  zu  vermitteln.  Vielleicht  daß  ich  den 
rechten  Weg  traf,  „ohne  der  Systematik  etwas  zu  vergeben, 
eine  gemischte  Methode  als  historisches,  heuristisches  und  ver- 
gleichendes Prinzip  mit  gutem  Erfolge  zur  Anwendung  zu 
bringen."**) 

Weimar,  den  21.  Juli  1904. 

*)  Dedekind,  sur  la  thdoxie  des  nombres  entiers  alg^briques, 
Paris  1877,  p.  104. 

♦^  F.  Meyer,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Physik  1895,  hiBtor.-litex.  Abt.  p.  91. 
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Erstes  Kapitel 
Die  ZahlenkSrper. 

1.  Die  Orundlage  jeder  Reclmung  ist  die  Reihe  der  natür- 
liehen^  d.  L  der  positiven  ganzen  Zahlen,  denen  jedoch  schon, 
um  in  allen  Fällen  die  Subtraktion  zu  ermöglichen,  die  Null 
und  die  negativen  ganzen  Zahlen  hinzuzuf&gen  sind.  Weiter 
aber  nötigen  bereits  die  einfachsten  Probleme,  nämlich  die 
Auflosung  von  Gleichungen  ersten  örades  dazu,  auch  die  ge- 
brochenen Zahlen  in  die  Bechnui^  zuzulassen,  welche  dann  zu- 
sammen mit  den  ganzen  das  Gebiet  der  rationalen  Zahlen 
ausmachen.  Doch  auch  diese  reichen  für  die  höheren  Bedürf- 
nisse der  Rechnung  nicht  aus.  Vielmehr  führt  die  Auflösung 
der  Gleichung  zweiten  Grades  mit  beliebigen  rationalen  Koeffi- 
zienten, d.  i.  der  Gleichung 

mittels  der  Formel 

—  6  +  1/6«  —  ^äc 

X  s«    ! — ^ 

2a 
wieder  zwei  neue  Gattungen  von  Zahlen  herbei,  so  oft  die 
Zahl  d  =  fc*  —  Aac  keine  Quadratzahl  ist.  Wenn  nämlich  in 
dieser  Voraussetzung  d  positiv  ist,  so  ist  der  Ausdruck  Yd 
keiner  rationalen  Zahl  gleich  also  irrational,  und  kann  dann 
arithmetisch  vermittels  des  Ghrenzbegriffs,  etwa  als  gemein-» 
samer  Grenzwert  zweier  unbegrenzter,  gegen  einander  konvergie- 
render Reihen  rationaler  Werte  erfaßt  werden;  derselbe  Grenz- 
begriff ermöglicht  femer  die  Feststellung  des  Gebietes  der 
reellen  Werte,  welches  4ie  sämtlichen  rationalen  und  irra- 
tionalen Zahlen  umschließt.  Ist  dagegen  d  »  —  d  eine  negative 
Zahl,  so  findet  sich  nicht  einmal  in  diesem  erweiterten  Zahlen- 
gebiete eine  der  Quadratwurzel  aus  d  gleiche  Zahl,  da  ihm  viel- 

Baohmann,  Zahlentheorie.    V.  1 
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mehr  nur  Yd  angehört,  und  man  findet  ]/d  —  i  •  y^d,  wo 
i  —  y  —  1  die  sogenannte  imaginäre  Einheit  ist,  und  wird 
auf  solche  Weise  in  das  Gebiet  der  imaginären  und  noch 
allgemeiner  in  dasjenige  der  komplexen  Zahlen  geführt^ 
welche,  aus  einem  reellen  und  einem  imaginären  Bestand- 
teile zusammengesetzt,  von  der  Form  a  +  ßi  sind.  Daß  hier- 
bei dem  Zeichen  Y—  1  eine  reale,  anschauliche  Bedeutung  bei- 
gelegt werden  kann,  hat  zuerst  Gauß  in  genialer  Weise  er- 
kannt; aber  auch  ein  rein  arithmetischer  Sinn  läßt  sich  mit 
ihm  verbinden,  indem  man  jede  Beziehung  zwischen  kom- 
plexen Zahlen  als  eine  Kongruenz  auf&ssen  darf,  die  aus  ihr 
hervorgeht,  wenn  man  darin  }/-*-  1  durch  eine  Unbestimmte 
u  ersetzt  und  u*  +  1  zum  Modulus  wählt  (Krone ck er). 

Geht  man  nun  weiter  zu  den  allgemeinen  Gleichungen 
drittel  und  vierten  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten,  deren 
algebraische  Auflösbarkeit  Cardano  und  Ferrari  gelehrt 
haben,  so  geben  deren  Wnrzelausdrücke  keinen  Anlaß  zur  Ein- 
ftlhmng  neuer  Zahlengattungen.  Auch  die  Wurzeln  binomischer 
Gleichungen  beliebiger  Grade,  insonderheit  die  Wurzeln  der 
Gleichung  a:"  —  1,  nämlich  die  Werte 

X  =«  cos h  ^  sm  - — 

n  n 

gehören  dem  Gebiete  der  komplexen  Zahlen  an.  Die  nicht  bino- 
mischen Gleichungen  höheren  als  des  vierten  Grades,  d.  h.  die 
Gleichungen  von  der  Form 

(1)        af  +  o^a;"-*  +  a^af-^  +  . . .  +  a^_^x  +  a^^O, 

(n>4), 

WO  der  Koeffizient  des  höchsten  Gliedes  stets  als  Eins  gedacht 
werden  darf  und  soll,  während  f&r  die  übrigen  beliebige 
rationale  Werte  vorausgesetzt  werden,  sind  zwar,  wie  Abel  ge- 
zeigt hat,  nicht  mehr  immer  algebraisch  auflösbar;  aber  wir 
verdanken  wieder  Gauß  den  ersten  strengen  Nachweis  der 
Tatsache,  daß  auch  eine  jede  solche  Gleichung  im  Gebiete 
der  komplexen  Zahlen  eine  Wurzel  besitzt  und  daß  somit  die 
ganze  Funktion,  welche  ihre  linke  Seite  bildet,  in  n  Linear- 
faktoren zerfällt  werden  kann: 
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(2)  ar"  +  a^af-^+  ..•  +  «»  =  (a?  —  a) (x  —  d^^) •  •  •  •  (rc - «('»- *)), 

während   a,  «',•••«<""*)   endliche  komplexe  Zahlen  bedeuten. 
Ans  solcher  Identität  ergeben  sich  unmittelbar  die  Beziehungen: 

a  +  «(*)  +  «<*)  H h  a<"-*>  =  -  «1 , 


(3) 


aa(i)a(«)...  «(«-!)  =  (-.l)»a„, 


nach  denen  die  einfachsten  symmetrischen  ganzen  Funktionen 
von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  den  mit  passenden  Vor- 
zeichen genommenen  Koeffizienten  der  letzteren  gleich  sind. 

Dieser  G  au  B  sehe  Fundamentalsatz  ^)  bildet  —  neben  den 
elementarsten  Sätzen  der  Determinantentheorie  —  die  einzige 
aber  auch  unentbehrliche  algebraische  Grundlage  der  folgenden 
Betrachtungen,  insofern  erst  durch  ihn  deren  reale  Bedeutung, 
nämlich  die  Existenz  der  Großen,  deren  Theorie  wir  zu  ent- 
wickehi  unternehmen,  gewährleistet  wird. 

Wir  bezeichnen  nämlich  jetzt  jede  Wurzel  einer 
Gleichung  beliebigen  Grades  n  von  der  Form  (1)  mit 
rationalen  Koeffizienten  als  eine  algebraische  Zahl, 
und  werden  die  Eigenschaften  der  so  definierten  Zahlen  unter- 
suchen. Sind  insbesondere  die  Koeffizienten  der  Gleichung 
ganze  Zahlen,  so  werden  die  durch  sie  definierten  alge- 
braischen Zahlen  auch  ganze  algebraische  Zahlen,  oder,  wo 
kein  Mißverständnis  zu  befürchten  ist,  kurz  ganze  Zahlen 
genannt  werden;  bei  solcher  abgekürzten  Bezeichnung  sind 
dann  aber  die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen,  welche  die  ein- 
fachste Art  jener  Zahlen  bilden,  zum  Unterschiede  deutlicher 
als  rationale  ganze  Zahlen  zu  kennzeichnen. 

2.  Das  Erste,  was  hier  festgestellt  werden  soll,  ist  der 
folgende  Satz: 

Sind  a,  ß  zwei  (identische  oder  verschiedene)  al 

gebraische  Zahlen,  so  sind  auch  oc  +  ß,  a  — /J,  a«/J, -|- 

d.  i.  Summe,  Differenz,  Produkt  und  Quotient  der- 
selben, falls   in   letzterem   der  Nenner   von  Null   ver* 

1)  Der  übrigenB  auch  fOr  beliebige  komplexe  a^  gilt. 

1* 
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«chieden  ist^  algebraische  Zahlen.^)  In  der  Tat,  sind 
a,  ß  ÜB  Warzeln  der  beiden  Gleichungen 

+  Ä^x^-^+A^x^'^  +  . . .  +  ^„  -  0 
+  B.af'^  +  B^yf"-^  +  •    •  +  2?«  -  0 

resp.,  deren  Koeffizienten  rationale  Zahlen  sind,  bestimmt ,  so 
setze  man  mn^p  und  bezeichne  mit  (Oj^  fl>sy  *  **>  G>p  die  p  Pro- 
dukte c^/}%  welche  den  Exponenten 

|A  =.  0,  1,  2, .  •  .,  w  -  1;     V  -  0,  1,  2, .    .,  »  -  1 

entsprechen.  Dann  läßt  sich,  wenn  unter  m  zunächst  eine  der 
Zahlen  tc  +  ß^  ^  '^  ßy  ^  *  ß  verstanden  wird,  jedes  der  Pro- 
dukte aa&^y  (0(0^,  • '  •,  iO(Oj,y  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  in 
der  Form 

(5)  7*1  cji  +  ÄjOjj  H +  ApOp 

mit  rationalen  Koeffizienten  h^  darstellen.  Um  dies  z.  B.  für 
<o^a  +  ß  zu  erkennen,  bemerke  man  zunächst  die  Gleichimg 

(6)  («  +  /')•  ^^ß'  =*  «^+^/J^  +  a•*'j3*+^ 

Wäre  hier  ft<m--l,  i/<n—  1,  so  gehorten  beide  Sum- 
manden der  Reihe  o^,  «»sr  ";  ^p  ^  ^^^  ^^  Form  (5)  wäre  bestätigt. 
Wäre  /i  »  m  —  1,  v  <  «  —  1,  so  ließe  sich  der  erste  Summande 
mittels  der  Identität 

a"*  +  ^1«"»-^  H h  ^«  =  0 

durch 

ersetzen  und  man  käme  wieder  auf  die  Form  (5)  zurück.  Wäre 
im  Gegenteil  ft<w-— 1,  i/  =  n  —  1,  so  gelänge  das  Gleiche 
mit  Hilfe  der  Identität 

und,  wenn  endlich  zugleich  ft  =  w  —  1,  i/  =  n— 1  wäre,  so 
hätte  man  offenbar  zu  demselben  Zwecke  nur  beide  Identitäten 
in  Anspruch  zu  nehmen.   Was  aber  so  für  a  +  ß  bewiesen,  gilt 

1)  Die  Yon  Dedekind  herrühfenden  Beweise  der  S&tze  in  dieser 
und  in  der  folgenden  Nnmmer  findet  man  bereits  in  des  Verfassers  ^iVor- 
lesungen  über  die  Natnr  der  Irrationalzalilen*^  Eoip.  2;  wegen  der 
grundlegenden  Bedeutung  der  S&tze  sind  sie  bier  reprodusiert. 
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ersickÜich  gleichermaßen  auch  fOr  a  —  ß  und  a  *  /};  und  somit 
kann  man  in  allen  drei  Fällen  p  Gleichungen  aufstellen: 


(7) 


+  V^'p^ 


00^  =  hj^f^a^  +  Äj^*»)©,  H h  V^^i»' 


in   denen  die  Koeffizienten  rationale  Zahlen  sind.     Gibt  man 
diesen  aber  die  Gestalt: 

0  =•  (V  —  ^)  ^i  +  V®»  +' f-  V^p' 

(8)  ^  ""  *'"^*  "^  ^'*^"  -  cd)  cDj  +  . . .  +  A/cj^, 


und  bedenkt^  daß  unter  den  Zahlen  cd^,  Og^  *  •  *  o^  auch  die 
Ton  NuU  yerschiedene  Zahl  a^/3^  »  1  vorkommt,  so  schließt 
man  daraus  notwendig  das  Verschwinden  ihrer  Determinante: 


(9) 


Ä/  —  0),  7j,', ,hj 


ÄjW,         »j 


(rt. 


•,  7tW  _  c 


0, 


eine  Gleichung,  der  man  durch  Entwicklimg  nach  den  Potenzen 
von  o  die  Gestalt 

(10)  0^  +  1^10)^-^  + J3;a)^-*H h-ffp  =  0 

geben  kann,  wo  die  Koeffizienten  H^  als  ganze,  ganzzahlige 
Funktionen  der  rationalen  Zahlen  A^'^  selbst  rationale  Zahlen 
sein  werden.    Somit  ist  o  eine  algebraische  Zahl. 

Es  sei  hier  sofort  hervorgehoben,  daß  zugleich  mit  den 
Koeffizienten  A^,  B^  offenbar  auch  die  Koeffizienten  h^^  also 
endlich  auch  die  Koeffizienten  H^  rationale  ganze  Zahlen  sein 
werden;  aus  dieser  Bemerkung  aber  ergibt  sich  der  überaus 
wichtige  Zusatz:  die  Summe,  die  Differenz  und  das 
Produkt  von  zwei  ganzen  algebraischen  Zahlen  ist 
stets  wieder  eine  ganze  algebraische  Zahl. 

Ist  nun  ferner  die  algebraische  Zahl  /3  von  Null  verschie- 
den, so  darf  auch  das  Gleiche  vom  Koeffizienten  B^  angenommen 
werden,  da  sonst  ß  Wurzel  einer  Gleichung  geringeren  Grades  als 
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n  sein  würde,  die  dann  statt  der  Gleichung  n^^  Oi*ades  der 
Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  werden  könnte.  Da  somit  die  ß 
bestimmende  Gleichung  sich  schreiben  läßt,  wie  folgt: 


80  ist  -g  *^1b  Wurzel  der  Gleichung 


n  n  n 


mit   rationalen   Koeffizienten;   zugleich   aber   auch   nach   dem 
bereits  Bewiesenen  -j  eine  algebraische  ZahL 

Der  auf  solche  Weise  bewiesene  Satz  kann  folgendermaßen 
verallgemeinert  werden:  Jede  rationale  Funktion  einer 
oder  mehrerer  algebraischer  Zahlen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten,  d.  i.  jeder  aus  einer  oder  mehreren  al- 
gebraischen Zahlen  und  ganzen  Zahlen  auf  rationale 
Weise  gebildete  Ausdruck  ist  wieder  eine  algebraische 
Zahl;  denn  jeder  Ausdruck  dieser  Art  entsteht  aus  den  ge- 
gebenen algebraischen  Zahlen  durch  eine  endliche  Folge  der 
betrachteten  vier  Grundoperationen. 

Insbesondere  gilt  hier  wieder  der  wichtige  Zusatz,  wel- 
cher den  früheren  verallgemeinert: 

Jede  ganze  ganzzahlige  Funktion  von  einer  oder 
mehreren  ganzen  algebraischen  Zahlen  ist  auch  eine 
solche  Zahl. 

3.  Es  besteht  ein  noch  allgemeinerer  Satz,  der  sich  ganz 
auf  die  gleiche  Weise  begründen  läßt.  Ist  nämlich  co  Wurzel 
einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Koeffizienten 
algebraische  Zahlen  sind,  so  ist  (o  selbst  eine  alge- 
braische Zahl. 

In  der  Tat,  bestehen  zugleich  mit  der  Gleichung 

aj*»  +  ao)"-^  +  /5g}«-*  H h  y  =  0 

die  folgenden  Identitäten: 

a^'  +  A^a/'-^-^ h  A^^O 


y+c,r-'  +  '"  +  c,-o, 
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in  denen  die  Koeffizienten  rationale^Zahlen  sind,  nnd  bezeichnet 
man  jetzt  mit  p  das  Produkt  nah  -  -  •  c,  mit  od^,  a^, '  *  >  ^^ 
aber  die  sämtlichen  Produkte 

für 

»  =  0,  1,  2,  •  •■,  n  —  1, 

a'  =  0,  1,  2,  ...,a-l, 
V^O,  1,2,. ..,6-1, 


c'«0,  1,  2,...,c-l, 

so  überzeugt  man  sich  genau,  wie  bei  dem  vorigen  Beweise, 
daß  durch  bloße  Verwendung  jener  Identitäten  jedes  der 
Produkte  oco^,  (D(d^,  *  *  -,  oo^  auf  die  Form 

^bracht  werden  kann,  in  welcher  die  Koeffizienten  h,  aus  den 
A^f  Bi,  *  *  -,  (7|  nur  durch  Additionen,  Subtraktionen  und  Multi- 
plikationen entstehen,  also  rational  sind.  So  erhält  man  wieder^ 
Gleichungen  Yon  der  Form  (7)  und  aus  ihnen  zuletzt  eine 
Gleichung  Ton  der  Form  (10),  von  deren  Koeffizienten  das 
Gleiche  gilt,  wie  von  den  Koeffizienten  7i^,  und  somit  ist  o 
eine  algebraische  Zahl. 

Zusatz:  Sind  insbesondere  a,  ß,  •  -  ,  y  gange  alge- 
braische Zahlen,  so  ist  auch  cd  eine  ganze  algebraische 
ZahL  Deim  in  dieser  Voraussetzung  sind  die  Ä^y  JB^,  -  -  •,  C^ 
Tationale  ganze  Zahlen,  womit  dann  auch  die  Koeffizienten  h^ 
und  endlich  auch  die  Koeffizienten  H^  der  Gleichung  (10), 
welcher  cd  genügt,  zu  ganzen  Zahlen  werden. 

Hiemach   wird   z.  B.,  so   oft   a    eine  ganze    algebraische 

Zahl  ist,  Y^i  welche  positiven  ganzen  Zahlen  imter  r,  s  auch 
verstanden  werden,  als  Wurzel  der  Gleichung 

eine  ganze  algebraische  Zahl. 

4.  Den  Sätzen  der  Nr.  2  zufolge  bilden  die  sämtlichen 
algebraischen  Zahlen  eine  Gesamtheit  7on  Zahlen  von 
der  ausgezeichneten  Eigenschaft,  daß  jede  rationale 
ganzzahlige  Funktion  von  einer  oder  mehreren  Zahlen 
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der  Gesamtheit  wieder  zu  derselben  gehört.  Eine 
solche  Gesamtheit  von  Zahlen  nennt  man  nach  dem 
Vorgänge  von  Dedekind  einen  Zahlenkörper  oder  kurz 
einen  Körper, 

Alle  algebraischen  Zahlen  bilden  also  einen  Körper. 

Solcher  Körper  gibt  es  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit. 
Der  einfachste  Yon  allen  wird  nur  von  einer  einzigen  Zahl^  der 
Null,  gebildet;  doch  soll  in  der  Folge  von  diesem  nur  uneigent- 
lichen Körper  vollständig  abgesehen  oder  stets  vorausgesetzt 
werden,  daß  nicht  sämtliche  Zahlen  des  Körpers  Null  seien. 
Dann  wird  der  elementarste  von  allen  übrigen  der  Körper  R 
der  rationalen  Zahlen  sein,  deren  Gesamtheit  offenbar  die 
charakteristische  Eigenschaft  eines  Zahlenkörpers  besitzt.  Man 
darf  ihn  als  den  elementarsten  bezeichnen,  da  er,  wie 
leicht  zu  erkennen,  in  jedem  möglichen  andern  Zahlenkörper 
enthalten  ist,  selbst  also  keinen  Zahlenkörper  mehr  (außer  der 
NuU)  in  sich  enthalt.  In  der  Tat,  jeder  mögliche  von  Null 
verschiedene  Körper  enthalt  mindestens  eine  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  a,  folglich   auch   die  Zahl  —  »  1    und   daher 

auch  die  Gesamtheit  aller  rationalen  Zahlen. 

Allgemein  wird  ein  Körper,  dessen  samtliche  Zahlen  auch 
in  einem  andern  Körper  enthalten  sind,  ein  Teiler  des  letztem 
oder  auch  ein  Unterkörper  desselben,  dieser  ein  Ober* 
körper  des  erstem  genannt.  Der  Körper  R  der  ratio- 
nalen Zahlen  ist  also  Teiler  jedes  möglichen  Körpers. 

Sind  andererseits  ^,  Sf'  irgend  zwei  gegebene  Zahlenkörper, 
so  bildet  ersichtlich  die  Gesamtheit  aller  Zahlen,  welche  auf 
rationale  Weise  aus  Zahlen  dieser  Körper  und  ganzen  Zahlen 
gebildet  werden  können,  wieder  einen  Zahlenkörper  $,  in 
welchem  die  gegebenen  Körper  ^',  ^"  als  Teiler  enthalten  sind. 
Dieser  Körper  ^  ist  zugleich  von  allen  Körpern,  die  sie  beide 
enthalten,  der  kleinste,  denn  zugleich  mit  ihren  Zahlen  müßte 
jeder  andere  von  diesen  Zahlenkörpem  auch  alle  aus  solchen 
Zahlen  auf  rationale  Weise  gebildeten  Zahlen,  d.  h.  die  Zahlen 
des  Körpers  ^  in  sich  enthalten.  Man  nennt  daher  den  Körper 
^  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  oder  auch  das 
Produkt   der   Körper  Ä',  fi"   oder   sagt:   fi   sei  aus 
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zuBammengeßetzt,  und  bezeichnet  diesen  Umstand  durch  die 
Gleichung 

Offenbar  besteht  für  jeden  Körper  $  die  Beziehung 

(11)  ßr-rft  =  Ä, 

so  oft  S!  ein  Teiler  von  jif;  insbesondere  ist  also  immer 

(12)  ÄJi  -  BÄ  -  ft; 

und  auch  umgekehrt  ist  aus  der  Beziehung  (11),  wenn  sie  statt- 
findet, ^  als  ein  Teiler  von  ^  zu  erschliefien. 

Auch  die  Gesamtheit  aller  Zahlen,  welche  zwei  gegebenen 
Zahlenkörpem  ^,  ^^  gemeinsam  sind,  zu  welcher  nach  dem 
Gesagten  die  rationalen  Zahlen  immer  gehören,  bildet  ersicht- 
lich einen  Körper,  da,  wenn  a,  ß  zwei  Zahlen   bedeuten,   die 

ihr   angehören,   auch   a  +  j9,  cc  —  ß,  a-ß,  -j,  die  sowohl  zu 

r  als  zu  ^'  gehören,  in  der  gedachten  Gesamtheit  enthalten 
sein  werden.  Der  so  gebildete  Körper  kann  der  größte 
gemeinsame  Teiler  von  £',  ft"  genannt  werden,  da  offenbar 
jeder  ihnen  gemeinsame  Körper  ein  Unterkörper  desselben 
sein  muß. 

Um  andere  Körper,  als  die  bisher  erkannten,  zu  bilden^ 
denke  man  sich  eine  endliche  Anzahl  irgend  welcher  Größen 
91",  91'',  •  •  •  gegeben;  diese  Größen  mögen  bestimmte  alge- 
braische Zahlen  oder  auch  unbestimmte  oder  veränderliche 
Grrößen  u,  Vy  w,  -  •  -  oder  auch  teilweise  das  eine,  teilweise 
das  andere  sein.  Dann  bildet  die  Gesamtheit  aller  Größen, 
welche  aus  9t',  W,  •  -  -  und  ganzen  Zahlen  oder,  was  das- 
selbe sagt,  welche  aus 

(13)  1,  W,  9i",  .  • . 

auf  rationale  Weise  gebildet  werden  können,  ersicht- 
lich einen  Körper,  welchen  wir  mit  Kronecker^)  den 
Rationalitätsbereich 


1)  L.  Kronecker,  Festschrift  zu  Herrn  E.  E.  Kummers  Doktor- 
Jnbil&um,  10.  September  1881,  abgedrackt  im  J.  f.  Ilath.  92,  p.  1.  Der 
RationalilAtsbereich  fH  bildet  nicht  immer,  nämlidi  nur  dann  einen 
Zahlenkörper  in  dem  zuvor  definierten  Sinne,  wenn  die  Elemente  (18) 
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<i4)  m  =  («', «", . . .) 

nennen  wollen.  Er  wird,  wenn  die  Reihe  (13)  sich  auf  ihr 
Anfangsglied  reduziert,  zum  Körper  R  aller  rationalen  Zahlen, 
kommt,  wenn  91',  91^',  •  •  •  nur  Unbestimmte  bezeichnen,  mit 
der  Gesamtheit  aller  rationalen  ganzzahligen  Funktionen  dieser 
unbestimmten,  z.  B.  mit  der  Gesamtheit  aller  solcher  Funk- 
tionen einer  Veränderlichen  z  überein,  falls  die  Reihe  (13)  auf 
die  zwei  Glieder  1,  z  sich  beschränkt.  Werden  aus  dem  Ratio- 
nalitatsbereiche  9t  diejenigen  Großen  ausgesondert,  welche  ganze, 
ganzzahlige  Funktionen  von  91',  91^',  •  •  -  sind,  d.  h.  aus  den 
Größen  (13)  nur  mittels  Additionen,  Subtraktionen  und  Multi- 
plikationen gebildet  werden  können,  so  wird  deren  Gesamtheit 
nach  Eronecker  der  Integritätsbereich  von  91  genannt 

Die  so  gewonnene  allgemeine  Vorstellung  eines  bestimmten 
Rationalitätsbereiches  gestattet  uns  vor  allem,  die  in  den  vorigen 
Nummern  aufgestellten  Sätze  sehr  erheblich  zu  verallgemeinem. 
Man  denke  sich  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (1) 
als  solche,  die  dem  Rationalitätsbereiche  91  oder  sei- 
nem Integritätsbereiche  angehören,  so  wollen  wir  jede 
Wurzel  der  Gleichung  als  eine  algebraische  bezw.  ganze 
algebraische  Funktion  von  9t',  9t'',  •  •  •  oder  auch  als 
eine  in  9t  algebraische  bezw.  ganze  algebraische  Zahl^) 
bezeichnen.  Werden  nun  die  Koeffizienten  ^,  ß^  in  den 
Gleichungen  (4),  desgleichen  die  in  Nr.  3  mit  -4,,  B^,  •  •  •,  C^ 
bezeichneten  Koeffizienten  als  zu  9t  gehörig  vorausgesetzt,  so 
übersieht  man,  unter  dieser  Voraussetzung  die  dort  angestellten 
Betrachtungen  wiederholend,  sofort,  daß  auch  die  Größen  h^) 
sowie  endlich  die  Größen  H^  demselben  Rationalitätsbereiche  9t 
angehören  müssen;  sind  insbesondere  jene  Koeffizienten  Glieder 
des    zu   9t   gehörigen   Integrilxltsbereiches,    so   wird   von   den 

selbst  Zahlen  sind,  andernfalls,  wenn  n&mlich  unter  ihnen  sich  Ver- 
änderliche oder  Unbestimmte  finden,  hildet  er  eine  Gesamtheit  von 
Größen  allgemeinerer  Art,  welche  die  charakteristische  Eigenschaft 
des  Zahlenkörpers  teilt.  Da  wir  später  ausschließlich  von  dem  Falle 
zu  handeln  haben,  wo  9i  nur  ans  Zahlen  besteht,  so  werden  von  Tom- 
herein  die  im  Körper  enthaltenen  Größen  auch  wohl  als  Zahlen 
bezeichnet  werden. 

1)  Man  beachte  die  vorige  Anmerkung. 
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Koe£ßzienten  H^  ersichtlich  das  Gleiche  gelten.  So  erhält  man 
die  folgenden  allgemeineren  Sätze: 

Sind  ay  ß  zwei  identische  oder  verschiedene  in  9i 
algebraische  Zahlen,  so  sind  es  auch  cc  +  ß,  a  —  ß,  cc  -  ß^ 

^,   letztere  Zahl   wenigstens  dann,   wenn   ß  von  Null 

yerschieden  ist;  die  Gesamtheit  aller  in  9ft  algebrai- 
schen Zahlen  ist  demnach  ein  Körper.  Sind  insbeson- 
dere a,  ß  zwei  in  9t  ganze  algebraische  Zahlen,  so  gilt 
Yon  €c  +  ßj  cc  —  ß,  a-ß  dasselbe. 

In  entsprechender  Weise  yerallgemeinem  sich  die  Sätze 
in  Nr  3. 

5.  Wir  wenden  uns  jetzt  der  Voraussetzung  zu,  daß  der 
Beihe  (13)  noch  eine  in  91  algebraische  Zahl  a  hinzugefügt 
oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  adjungiert  wird;  der  aus 
dieser  Annahme  entstehende  umfassendere  Rationalitätsbereich 
oder  Körper,  welcher  fR  in  sich  enthält,  soll  K(cc]  9t)  genannt 
und  zunächst  seine  allgemeine  Gestalt  ermittelt  werden.  Die 
den  Körper  K(a]  9t)  erzeugende  Zahl  a  genügt  als  eine  in 
9t  algebraische  Zahl  einer  Gleichung  mit  Koeffizienten,  welche 
in  9t  enthalten  sind;  da  es  aber  möglich  ist,  daß  sie  mehr 
als  einer  solchen  Gleichung  Genüge  leistet,  wählen  wir  eine 
derjenigen  Ton  ihnen  aus,  deren  Grad  möglichst  klein  ist,  und 
bezeichnen  sie  mit 

(15)  a"  +  a^af'^  +  a^x"-^  H ^  a,  —  0, 

sodaß  identisch 

(16)  a"  +  a^c^'^  +  o^a""*  H h  a«  =  0 

ist.  Der  Gleichung  (15)  kommt  eine  Eigenschaft  zu, 
die  wir  vor  allem  hervorheben  müssen.  Um  sie  kurz 
aussprechen  zu  können,  setzen  wir  einen  wichtigen  Begriff  fest 
durch  folgende  Definition'):  Ist 

eine  ganze  Funktion  von  x,  deren  Koeffizienten  einem 
gegebenen  Rationalitätsbereiche  9t  angehören,  so  soll 
diese   Funktion    in   9t    irreduhtibel    heißen,    wenn   sie 


1)  Vgl.  zu  den  folgenden  Betrachtangen  Kap.  8  Nr.  1. 
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nicht  in  zwei  Faktoren  geringeren,  aber  von  Null  ver- 
schiedenen Grades  zerlegt  werden  kann,  deren  Eoeffi-* 
zienten  demselben  Rationalitätsbereiche  91  angehörig 
sind.    Zugleich  heiße  dann  die  Gleichung 

eine  in  9ft  irreduktible.  Ist  insbesondere  9t  der  Be- 
reich 12  aller  rationalen  Zahlen,  so  heißt  dann  die 
gedachte  Funktion  bezw.  Gleichung  schlechthin  irre- 
duktibeL  Dementsprechend  düifen  wir  sagen:  die  Glei- 
chung (15)  sei  in  91  irreduktibel;  denn,  zerfiele  ihre  linke 
Seite,  welche  kurz  f(x)  heiße,  in  zwei  Faktoren  geringeren 
Grades  mit  gleichfalls  in  91  enthaltenen  Eoe£ßzienten, 

f{x)  «  ^{x)  •  ^(a:), 

so  müßte  die  Zahl  a  wenigstens  einer  der  beiden  Gleichungen 

9(a;)-0,    if{x)^0 

Genüge  leisten,  was  der  Bedeutung  der  Funktion  f{x)  wider- 
spricht. 

Nun  gelten  bezüglich  irreduktibler  Funktionen  und  Glei- 
chungen einige  allgemeine  Sätze,  die  zunächst  hergeleitet  wer- 
den mögen. 

1)  Ist  f(x)=^0  eine  in  9t  irreduktible  Gleichung 
und  F(x)  =  0  eine  andere  Gleichung,  deren  Koeffi- 
zienten gleichfalls  dem  Bereiche  91  angehören,  so 
haben  die  beiden  Gleichungen  entweder  keine  Wurzel 
gemeinsam,  oder  alle  Wurzeln  der  ersteren  Gleichung 
genügen  auch  der  zweiten. 

Man   leite  nämlich,   indem  man  zunächst  f{x),  F(x)  als 

zwei   ganz   beliebige   ganze  Funktionen  mit  Koeffizienten  aus 

dem  Bereiche  9t  voraussetzt,  ganz  analog  dem  Euklidischen 

Algorithmus  zur  Bestimmung  des  größten  gemeinsamen  TeUers 

zweier   ganzen  Zahlen   durch   algebraische  Divisionen   für  die 

gedachten   Funktionen   eine   Reihe  von  Gleichungen   her   von 

der  Form: 

F{x)  =  q{x)-f{x)+f,{x) 

/■(«)  -«i(«)-/i(a;)+/i(a;) 


in  welchen  die  Zeichen  qix),  qi(x),  •  •  •,  fi{x),  fi{x),  •  •  •  lauter 
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ganze  Funktionen  mit  in  SR  enthaltenen  Koeffizienten  bedeuten, 
und  zwar  die  letztgenannten  Funktionen  solche  yon  absteigen- 
den Ghraden;  aus  diesem  Ghrande  wird  der  Algorithmus  auf 
«ine  letzte  Gleichung  derselben  Gestalt  f&hren,  welche 

heißC;  während  nun  bei  Fortsetzung  der  Dirision  eich 

und  demnach  fi^x(oo)  sich  als  ein  gemeinsamer  Teiler  aller 
Yorhergehenden  Funktionen  /)(a?),  /i_i(ic),  •  •  v  endlich  auch 
Yon  f{x)  ergibt.  Aus  der  Reihe  dieser  Gleichungen  erschließt 
man  ohne  Mühe  eine  Beziehung  yon  der  Gestalt: 

(17)  F{x)  .  P{x)  +  f{x)  .  Q{x)  -  /;+,(«), 

in  welcher  P{x)y  Q{x)  ganze  Funktionen  von  x  sind,  deren 
Koeffizienten  gleich  wie  diejenigen  Ton  fi^^ix)  zum  Bationa- 
litätsbereiehe  9i  gehören.  —  Wird  nun  die  Funktion  f{x)  als 
in  91  irreduktibel  vorausgesetzt,  so  kann,  weil  sie  keine  Funk- 
tion geringeren  Grades  zum  Teiler  hat,  welche  in  9i  ratio- 
nale Koeffizienten  besitzt, '/*^^i(a;)  nur  entweder  eine  in  9i 
enthaltene,  von  Null  verschiedene  Zahl  0,  oder  bis  auf  einen 
aolchen  Faktor  C  gleich  /*(a;)  sein.  Im  erstem  Falle  bestände 
eine  Gleichung 

(18)  F{x)-F{x)+f{x).Q{x)'^C, 

im  andern  Falle  reduzierte  sich  die  ganze  Reihe  der  Gleichungen 
auf  die  erste  von  ihnen  und  diese  auf  die  Gestalt 

(18')  F(x)~'qix)-nx). 

In  jenem  Falle  haben  also  die  Gleichungen 

f{x)^0,    ^(«)-0 

keine  gemeinsame  Wurzel,  denn  für  eine  solche  ergäbe  die 
Gleichung  (18)  den  Widerspruch  0  =»  C;  in  diesem  Falle  ist 
F{x)  teilbar  durch  f{x)  und  demnach  jede  Wurzel  der  ersten 
Gleichung  auch  eine  solche  der  zweiten. 

Da  dieser  zweite  Fall  gewiB  nicht  stattfindet,  wenn  F{x) 
geringeren  Grades  ist  als  f{po)j  so  folgt  der  weitere  Satz: 

2)  Eine  irreduktible  Gleichung  hat  mit  einer  Glei- 
chung geringeren  Grades,  deren  Koeffizienten  zu  dem- 


14  Erstes  Kapitel. 

selben  Rationalitätsbereiche  gehören  wie  die  ihrigen, 
keine  Wurzel  gemeinsam. 

3)  Die  Wnrzeln  jeder  irreduktiblen  Gleichung  sind 
Ton  einander  rerschieden.  Denn,  wäre  a  eine  mehrfache 
Wurzel  einer  irreduktibeln  Gleichung 

(19)  af  +'aiaf-i  +  a^af"^  -\ \.a„^0, 

so  müßte  sie  bekanntlich  auch  der  abgeleiteten  Gleichung 

(20)  naf"^  +  (n  -  i)a^af''*  H hl-  a^-i  ="  ^ 

Genüge  leisten,  deren  Koeffizienten  demselben  Rationalitats- 
bereiche  angehören ,  wie  die  der  ersteren,  deren  Grad  aber  ge- 
ringer ist,  als  der  ihrige,  was  nicht  sein  kann. 

4)  Hat  die  in  9t  rationale  Gleichung  F(x)='0  eine 
Wurzel  mit  der  in  demselben  Bationalitätsbereiche 
irreduktiblen  Gleichung  f(x)  ^  0  gemeinsam,  hat  sie 
also  alle  ihre  Wurzeln,  zugleich  aber  keine  anderen, 
als  sie,  so  ist  F(x)  bis  auf  einen  konstanten  zu  9t  ge- 
hörigen Faktor  eine  Potenz  von  f(x).  Denn  in  diesem  Falle 
besteht  die  Gleichung  (18*),  in  ihr  aber  hätte  der  Faktor  q{x),, 
wenn  er  Ton  einer  in  9t  enthaltenen  Eonstanten  yerschieden 
ist,  eine  Wurzel  mit  f(x)  gemeinsam,  wäre  also  wieder  teilbar 
durch  f(x)  usw. 

6.  Aus  diesen  Sätzen  erschließt  man  sogleich,  daß  die 
von  der  Zahl  a  befriedigte  in  9t  rationale  Gleichung 
(15)  niedrigsten  Grades  TöUig  eindeutig  bestimmt  ist. 
Wäre  nämlich  F(x)  ^0  eine  andere  in  9t  rationale  Gleichung 
desselben  Grades,  der  a  genügt,  so  könnte  F(x),  da  f{x) 
irreduktibel  ist,  Yon  f(x)  nur  um  einen  konstanten  Faktor 
unterschieden  und  auch  dieser  nur  gleich  1,  mithin  F(x)'^f(x) 
sein,  wenn,  wie  wir  übereinkamen  immer  zu  tun,  der  Koeffi- 
zient des  höchsten  Gliedes  der  Gleichungen  als  Eins  gedacht 
wird.  Da  mit  der  Gleichung  (15)  zugleich  auch  ihr  Grad  n 
Yöllig  eindeutig  bestimmt,  der  Zahl  a  also  charakteristisch 
ist,  soll  diese  Zahl  dann  eine  in  9t  algebraische  Zahl 
«****  Grades  genannt  werden. 

Nun  ist  jede  im  Körper  iC(a;  9t)  enthaltene  Größe,  d.  i. 
jeder  aus  den  Elementen 

a,  i,9r,  9t",... 
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rational  gebildete  Ansdrack  entweder  eine  ganze  Funktion  Yon 
a  mit  Koeffizienten  aus  dem  Bereiche  91  oder  der  Quotient 
zweier  solcher  Funktionen: 

(21)  lt> 

dessen  Nenner  von  Null  yerschieden;  aus  diesem  Gfrunde  kann 
F{pc)  nicht  durch  f{x)  teilbar  sein,  mithin  besteht  eine  Glei- 
chung von  der  Form  (18),  aus  welcher  für  x^  a  sich 

F(a)  ""     C    ' 

d.  h.  als  eine  ganze  Funktion  yon  a  ergibt^  deren  Koeffizienten 
wieder  zu  9t  gehören;  demnach  liefie  auch  der  Quotient  (21) 
also  allgemein  jede  in  f  (a;  91)  enthaltene  Gfröße  sich  als  eino 
ganze  Funktion  derselben  Art  darstellen,  deren  Grad  nun, 
ohne  daß  die  Koeffizienten  aufhörten  zu  91  zu  gehören,  mittele 
der  Identiföt  (16)  unter  den  n^^  erniedrigt  werden  kann.  So- 
mit ergibt  sich,  daß  jede  in  K(a]  9i)  enthaltene  Größe  (  sich 
in  die  Gestalt 

(22)  S  =»  r^  +  r^a  +  r,a«  +  . . .  +  r,.!««-^ 

bringen  laßt,  in  welcher  die  Koeffizienten  r^  dem  gegebenen 
Rationalitatsbereiche  9t  angehörig  sind.  Da  aber  auch  um- 
gekehrt dieser  Ausdruck  (22),  welche  zu  9t  gehörigen  Werte 
den  Koeffizienten  r,.  auch  beigelegt  werden,  eine  Größe  des 
Körpers  K(a]^)  sein  wird,  i^o  repräsentiert  der  mit  g  be- 
zeichnete Ausdruck  den  gedachten  Körper,  d.  h.  er 
liefert  sämtliche  Größen  desselben  und  nur  solche,, 
wenn  darin  für  die  Koeffizienten  r^  alle  möglichen 
Zahlen  des  Kationalitätsbereiches  9t  gewählt  werden. 

Er  liefert  aber  zudem  jede  Größe  des  Körpers  auch 
nur  einmal.  Denn  wegen  der  Irreduktibilität  der  Gleichung 
(15)  können  zwei  Ausdrücke  von  der  Gestalt  (22)  einander  nur 
gleich  sein,  wenn  sie  identisch,  nämlich  die  entsprechenden 
Koeffizienten  r,  einander  gleich  sind. 

Somit  stellt  der  Ausdruck  (22)  die  in  K(a]  9t)  gewiß  ent- 
haltene Zahl  Null  nur  dann  dar,  wenn  sämtliche  Koeffizienten  r^ 
der  Null  gleich  gewählt  werden. 

7.  Dies  führt  uns  natürlicherweise  zu  einer  neuen  all- 
gemeinen Begriffsbildung. 
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Man  nennt  eine  Anzahl  gegebener  Größen  o^,  ci^, 
j  19,    bezüglich   9t   von  einander  unabhängig,  wenn 
die  Beziehung 
(23)  (>iCOi  -i-  (>,(D,  +  •    •  +  9^(0^  -  0 

für  kein  System  von  Zahlen  q^  des  Bereiches  91  statt- 
findet, außer  für 

Qi^9% ==  P-  =^  0; 

andernfalls  heißen  jene  Größen  bezüglich  91  von  ein- 
ander abhängig. 

Dementsprechend  wären  die  zuvor  betrachteten  Potenzen 

n  bezüglich  91  von  einander  unabhängige  Zahlen. 

Bildet    man    vermittels    solcher   n    unabhängigen 
Größen  d^,  d,,  •••,  m^  ebensoviel  lineare  Ausdrücke 


(24) 


O,    =  Qi     ©1  +  Ps     o,  + 


+  p 


ff 
CD 


deren  Koeffizienten  p;^<^  zu  9i  gehören,  so  werden  die 
n  Größen  tOi,»<o^',  *  •  -,  <d/  bezüglich  9i  von  einander  ab- 
hängig oder  unabhängig  sein,  jenachdem  die  Deter- 
minante der  Gleichungen  (24): 

Qi    9i    •    •  9n 

ff        tr  ff 

Qi    9i     •••  Qn 


(25) 


P- 


(fi^'W^  ■  ■  •  <»J"> 


gleich  Null  oder  von  Null  verschieden  ist.  Um  dies  zu 
beweisen,  schicken  wir  einen  Hilfssatz  voraus,  der  uns  nebst 
seinen  Verallgemeinerungen  in  der  Folge  vielfach  von  Nutzen 
sein  wird. 

Hilfssatz.     Ist  die  aus  lauter  in  9t  rationalen,  näm- 
lich zu  9i  gehörigen  Zahlen  c^^  gebildete  Determinante 


(26) 


C  = 


'nl 


'nt 


<^ln<^in  '"^nn 
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•••,  x^,  die 


gleich  Null,  so  lassen  sich  n  Zahlen  x^,  x^f 

nicht  sämtlich  gleich  Null  sind,  in  9t  so  wählen,  daB 

die  n  Gleichungen 

(27)  c.^x^  +  c,^x^  +  '"  +  Ci^x^  «  0 

(/  =  1,  8,  ...,  n) 

erfüllt  sind.  Dies  leuchtet  von  selbst  ein,  wenn  die  sämt- 
lichen Elemente  c^j^  der  Determinante  gleich  Null  sind.  Ent- 
gegengesetzten Falls  gibt  es  mindestens  eine  Unterdeterminante 
von  C,  welche  nicht  gleich  Null  ist,  während  alle  Unterdeter- 
minanten höheren  Grades  —  nämlich  äußersten  Falles  die 
Determinante  C  selbst  —  gleich  Null  sind;  um  die  Begriffe 
zu  fixieren,  sei  etwa 


C- 


'11 


'81 


^18     ^8 


ml 


'm8 


^Im   ^m  •  •  •  ^mm 

eine  solche  Unterdeterminante.  Entwickelt  man  dann  die  Deter- 
minante 


C"  = 


^8 


^1 


'ml 


'wi8 


U, 


Uc 


^l,wi  +  l^»,  m  +  1  "  *  •  ^m,  m  +  l**m  +  l 


daß 


nach  den  Elementen  der  letzten  Yertikalreihe,  so  daß 

C"  =.  «iC;  +  «,C,  +  •  ■  •  +  M„C„  +  «„+,(7„^, 

und    hierin   C^+i'^  ±  C    ist,    so    erkennt   man   sofort, 
dieser  Ausdruck  gleich  Null  wird,  sobald  man 

Wi  =  C^i,  U^  ^  0^27  •  •  'f  ^m  +  1  =  ^*,m+l 

(.•==  1,  8,     •.,  «) 

einsetzt,  da  so  C"  entweder,  wenn  i  ^  m,  zwei  gleiche  Vertikal- 
reihen  hätte,  oder  andernfalls  eine  der  Unterdeterminanten 
m  +  1*^  Grades  von  C  würde,  der  Annahme  gemäß  also  ver- 
schwände. Daher  werden  offenbar  die  Gleichungen  (27)  erfüllt 
sein,  wenn  man  den  Größen  x^  die  Werte  gibt: 

^1  =  (^17  ^i  =  C„  . . .,  x^^i  =  C/„^.i,  x^^^  =  0,  . . .,  rr^  =  0, 
welche  zu  91  gehören,  aber  nicht  sämtlich  gleich  Null  sind, 
da  C^+i  =  ±  C  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  ist. 

Bftohm&zin,  Zahlentheoiie     V.  2 
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Sind  insbesondere  die  Elemente  c^j^  der  Determinante  G 
Größen  des  zu  91  gehörigen  Integritätsbereiches^  so  zeigt  diese 
Bestimmung  der  Größen  x^,  daß  auch  sie  dem  Integritats- 
bereiche  entnommen  werden  können.  So  werden  sie  als 
rationale  ganze  Zahlen  bestimmbar  seiU;  wenn  die  c^^ 
sämtlich  rationale  ganze  Zahlen  sind. 

Man  übersieht  femer  sofort^  daß  in  diesem  Falle  die  an- 
gestellte Betrachtung  und  somit  der  Satz  auch  gültig  bleibt, 
wenn  überall  statt  der  Gleichheit  die  Kongruenz  nach 
einem  beliebigen  ganzzahligen  Modulus  gesetzt  wird. 

Wären  andererseits  die  Elemente  c^j^  der  Determinante  C> 
statt  ganze  Zahlen  zu  sein,  ganze  ganzzahlige  Funktionen 
von  beliebig  viel  Unbestimmten  w,  v,  •  •  •,  so  würde  auch  die 
Determinante  C  eine  solche  Funktion,  das  von  uns  angestellte 
Räsonnement  sich  aber  auch  auf  diese  Voraussetzung  sofort 
übertragen  lassen;  man  gewinnt  also  noch  eine  weitere  Yer- 
aUgemeinerung  des  HUfssatees,  die  wir  folgendermaßen  aus- 
sprechen können: 

Ist  die  aus  lauter  ganzen  ganzzahligen  Funktionen 
der  Unbestimmten  u,  <;,  •  •  •  gebildete  Determinante  C, 
nämlich  jeder  Koeffizient  der  ihr  gleichen  Funktion 
von  w,  t?,  •  •  •  gleich  bezw.  nach  einem  beliebig  gegebe- 
nen ganzzahligen  Modulus  kongruent  Null,  so  lassen 
sich  n  ganze  ganzzahlige  Funktionen  x^,  x^^  ' '  '9  ^n  ^^^' 
Unbestimmten  ti,  t;,  ••*,  die  nicht  sämtlich  gleich  bezw. 
kongruentNuU  sind,  so  bestimmen,  daß  die  n  Ausdrücke 

(28)  c,^x^  +  c,^x^  +  •  •  •  +  c^^x^ 

(/  =  1,  2,  •     • ,  n) 

gleich  bezw.  kongruent  Null  werden. 

Auf  Grund  dieses  Hilfssatzes  erkennt  man  nun  sogleich^ 
daß,  wenn  die  Determinante  P  gleich  Null  ist,  sich  n  zu  91 
gehörige  Zahlen  (^i^  ^2;  * '  *;  Pn  angeben  lassen,  die  nicht  sämt- 
lich verschwinden,  derart,  daß  die  n  Gleichungen: 

(29)  ^^p;  +  ^,p/'  +  ...  +  p^p/«)  =  0 

(/  =  1,  8,  .■.,n) 

erfüllt  sind,  infolge  deren  dann  aus  (24)  sich  auch  die  Gleichung 

(30)  pi©/  +  Pjo/  H h  Q^c}^  =  0 
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ergibt;  mithin  sind  dann  die  n  Ghroßen  (Q^y  a^',  -  •  -^  o,'  bezüg- 
lich St  voneinander  abhängig.  Ist  dagegen  P  eine  von  Null 
verschiedene;  offenbar  zu  9%  gehörige  Größe^  so  kann  eine 
Gleichung  (30)  für  zu  St  gehörige  q^  nur  bestehen,  wenn  diese 
Größen  sämtlich  Null  sind,  denn  aus  ihr  ergeben  sich,  wenn 
die  Ausdrücke  (24)  eingesetzt  werden,  mit  Bücksicht  auf 
die  bezüglich  9i  vorausgesetzte  Unabhängigkeit  der  Größen 
^19  ^if  ' '  >  ^n  ^®  ^  Gleichungen  (29)  und,  da  deren  Deter- 
minante nicht  Null,  die  Werte  9i  —  (>2  =  •  •  •  =  p„  =■  0;  in  die- 
sem Falle  sind  also  a^^,  to^\  •  •  •,  o/  bezüglich  9t  voneinander 
unabhängige  Größen.     Der  behauptete  Satz  ist  also  bewiesen. 

8.  Ist  nun  ein  Zahlenkörper  ß  so  beschaffen,  daß 
er  n  bezüglich  eines  gegebenen  Rationalitätsbereiches 
91  unabhängige  Zahlen  to^,  o,,  •••,  c?^  enthält,  daß  aber 
je  n-f  1  seiner  Zahlen  bezüglich  9t  voneinander  ab- 
hängig sind,  so  nennen  wir  ihn  einen  bezüglich  9t 
endlichen  Körper  tif^  Grades  (Dedekind). 

Da  dieser  Definition  zufolge  zwischen  jeder  Zahl  %  des 
Körpers  und  den  n  Zahlen  ^i^  g'2>  * ' ';  ^n  desselben  eine  Be- 
ziehung besteht  von  der  Gestalt 

in  welcher  die  Koeffizienten  zu  9t  gehörige  Größen  sind,  unter 
denen  insbesondere  q  wegen  der  vorausgesetzten  Unabhängigkeit 
der  Zahlen  (d^  nicht  Null  sein  kann,  so  ergibt  sich  die  Fol- 
gerung : 

Jede  Zahl  g  des  Körpers  ^  läßt  sich  darstellen  in 
der  Form: 

(31)  i  =  n«»!  +  r^(^%  +  "'  +  »*„«„, 

wo  die  Koeffizienten  r^  in  9t  enthalten  sind. 

Mit  bezug  hierauf  sollen  die  Zahlen  o^,  a^,  * '  *>  ^n 
eine  Basis  des  Körpers  ^  heißen.  Zwecks  einer  solchen 
allgemeinen  Darstellung  seiner  Zahlen  £  dürfen  sie  durch  je 
n  andere  bezüglich  9t  unabhängige  Zahlen  des  Körpers  ersetzt 
werden.  Je  n  solcher  Zahlen  (o^\  cd^,  ' '  'y  ^n  ^^^^  durch 
Gleichungen  von  der  Gestalt  der  Gleichungen  (24)  bestimmt, 
deren  Determinante  P  von  Null  verschieden  ist;  und  umgekehrt 

werden   n  durch  solche  Gleichungen  bestimmte  Zahlen,   falls 

2* 


20  ErsteB  Kapitel. 

sie  dem  Körper  angehören,  n  bezüglicli  9t  nnabhängige  Zahlen 
desselben  sein.  Man  erhält  demnach  sämtliche  Basen 
des  Körpers  ans  einer  solchen  Basis  ca^y  (o^,  -  - -,  <o^y 
wenn  man  diejenigen  Systeme  (24)  yon  n  Zahlen 
©/,  <D,',  •  •  •,  o/  desselben  bildet,  für  welche  die  Deter- 
minante P  von  Null  verschieden  ist. 

Für  unsere  späteren  Untersuchungen  dürfen  wir 
uns  auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  der  Ratio- 
nalitätsbereich  9t  selbst  im  Körper  St  enthalten  ist. 
Machen  wir  also  von  nun  an  diese  Voraussetzung,  so  wird 
nicht  nur  jede  Zahl  g  des  Körpers  von  der  Form  (31),  sondern 
auch  umgekehrt  jede  durch  diese  Form  gelieferte  Zahl  {;  eine 
Zahl  des  Körpers  sein.  In  dieser  Voraussetzung  repräsen- 
tiert daher  die  Formel  (31)  den  gesamten  Körper  ^  in 
eindeutiger  Weise. 

Da  mit  (  zugleich  auch  die  Produkte  ^m^,  (o^,  •  •  •,  i<o^ 
zu  %  gehören,  lassen  sich  analog  mit  (31)  n  Gleichungen 
aufstellen  von  folgender  Gestalt: 

(32)  EcD^  =  r^icoj  +  r..,a>,  +  -"  +  r.^m^, 

WO  die  sämtlichen  Koeffizienten  r^j^  in  9i  enthalten  sind.  Gibt 
man  ihnen  die  Form 

(0  -  (rii  -  Ö  «1  +  n%^i  +  "'  +  rin^n 
0  =  rjjCöi  +  (r„-g)cDj  +  •  •  •  +  r,„öj. 


(32*) 


und  bedenkt,  daß  nicht  sämtliche  Basiszahlen  gleich  Null  sein 
können,  da  nach  der  stets  von  uns  gemachten  Voraussetzung 
der  Körper  S  auch  Zahlen  enthält,  die  yon  NuU  yerschieden 
sind,  so  folgt  aus  dem  vorigen  Systeme  von  Gleichungen  diese 
andere : 

(33)       (- 1)" .  «p(e)  =  i """  ^"7 ^. " "  "*!"  -  0' 

welche,  entwickelt,  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 
(34)        <p(0  =  f  +  üi^-'  +  i?,e-'  -I-  . . .  +  iJ„  =  0; 
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die  Koeffizienten  B^  gehören  ersichtlich  wieder  zum  Batio- 
nalitatsbereiche  91.  Dieses  Resultat  spricht  sich  in  dem  Satze 
aus:  Jede  Zahl  ^  des  endlichen  Körpers  Ji  ist  eine  in 
SR  algebraische  Zahl. 

Es  ist  aber  wesentlich^  zu  bemerken^  daß  äie  Glei- 
chung; als  deren  Wurzel  sie  hier  bestimmt  worden 
ist,  von  der  willkürlichen  Wahl  der  Basis^  die  der  Be- 
trachtung zu  örunde  lag^  nicht  abhängt.  Seien  nämlich 
die  durch  die  Gleichungen  (24)  definierten  Zahlen  ca^,  o^,  *  *  *>  fi>«' 
eine  andere  Basis  des  Körpers  ^  und 

(35)  go/  =  rnCJi  +  risOJs'  H h  ru(On 

{i  =  1,  »,  .  .  .,  n) 

die  n  den  Gleichungen  (32)  entsprechenden  Gleichungen^  so 
ergeben  sich  statt  der  Formeln  (33)  und  (34)  die  folgenden: 


(36) 


und 


'  6  / 


rii  ris  •  •  •  r'nn  —  t 


0 


(37)    (p'(0  =  f  +  ^i'f"-'  +  ^'5"-'  +  •  •  •  +  -r;  » 0. 

Wenn  man  nun  sowohl  die  Gleichung  (33)  wie  (36)  mit 
der  von  Null  verschieden^i  Determinante  P  multipliziert^  indem 
man  das  erste  Mal  Kolonnen  mit  Reihen,  das  andere  Mal  Reihen 
mit  Kolonnen  verbindet;  so  wird  das  allgemeine  Glied  der 
entstehenden  Determinante  das  erste  Mal 


a 


das  andere  Mal 


h 


(*?  — 


S  •  Qk'\ 


Ca^-^raQ,^'^ 


5  •  9k'\ 


diese  beiden  Ausdrücke  aber  sind  gleich.     In  der  Tat,  werden 
die  Werte  (24)  in  die  Gleichungen  (35)  eingesetzt,  so  ergibt  sich 


k  *       N  A  ^ 

unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (32)  aber  folgt 


(i  =  1,  2,..,  h) 


5-2?*^' 


(Ol 


2 

k 


(^k'^^kkQh^'^y 


(i  =  1,2,  .-.,  n) 
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und  da  diese  n  Gleichungen  mit  den  vorigen  übereinstimmen 
müssen^  die  behauptete  Gleichheit.  Hieraus  aber  ergibt  sich 
die  Identität  der  beiden  Ausdrücke  q>(t),  9>'(0' 

Demnach  ist  die  Gleichung  (34);  welche  deshalb  die  für 
g  charakteristische  Gleichung  n^^  Grades  heißen  soll, 
zugleich  mit  ihren  Koeffizienten  nur  durch  die  Zahl  ^  selbst 
bestimmt  und  daher  dürfen  diese  Koeffizienten  als  Funktionen 
von  {;  angesehen  werden.  Wir  haben  von  ihnen  besonders 
den  ersten  und  den  letzten  ins  Auge  zu  fassen  und  führen 
daher  für  sie  besondere  Zeichen  und  Benennungen  ein.  Wir 
nennen 


(38)  (-  1)"  .  E.  = 


'«1 '«2  'nn 


im 


die  Norm  von  f,  in  Zeichen  ^(S),  und 

(39)  i^i  -  ^n  +  »-22  +  •  •  •  +  r, 

die  Spur  von  g,  in  Zeichen  S{i):  die  erstere  ist  nichts 
anderes  als  das  Produkt^  die  andere  die  Summe  aller 
Wurzeln  der  Gleichung  y({;)  =  0.  Sie  gehören  beide 
immer  dem  Rationalitätsbereiche  91,  ja  sogar^  so  oft 
die  Größen  r^^  zu  dessen  Integritätsbereiche  zählen^ 
dem  letzteren  an.  Einige  fundamentale  Eigenschaften  dieser 
Funktionen  sollen  sogleich  hier  zusammengestellt  werden. 

Aus  der  Betrachtung  der  Gleichungen  (32)  folgt  unmittel- 
bar, daß  sämtliche  r^j^  gleich  Null  sind,  wenn  S  =  0;  der- 
gleichen bis  auf  die  Koeffizienten  r,.^,  welche  Eins  werden, 
wenn  g  =  1  ist.     Somit  findet  sich 

(40)  S(0)^0,    5(1) -ta. 

Bezeichnet  q  irgend  eine  Größe  des  Bereichs  91,  so  lassen  die 
Gleichungen  (32)  wieder  sogleich  erkennen,  daß 

(41)  S{Q0-9'Si0 

ist;  desgleichen  findet  sich  für  zwei  beliebige  Zahlen  g',  g"  des 
Körpers 

(42)  s{t+n~s(x)+sin- 

Ebenso  unmittelbar  ergeben  sich  die  Fonneln 
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(43)  A^(0)-0,    2^(1) -1, 

zugleich  aber  zeigen  die  Oleichungen  (32)^  daß  die  Zahl 
g»0  die  einzige  ist,  deren  Norm  verschwindet;  denn, 
wird  die  Determinante  (38)  der  Gleichungen  als  Null  voraus- 
gesetzt;  so  lassen  sich  dem  Hilfssatze  der  Nr.  7  zufolge  n  zu 
9t  gehörige  nicht  sämtlich  verschwindende  Großen  s:^,x^,"',x^ 
so  wählen^  daß 

wird;  was  t^O  erfordert,  da  die  Größen  co,.  in  9t  unabhängig 
voneinander  sind. 

Ist  i  eine  zu  9%  gehörige  Zahl  des  Körpers  ^,  so  lehren 
die  Gleichungen  (32)  wegen  dieser  Unabhängigkeit  der  o^  die 
neue  Beziehung 

(44)  N(i)  -  S-. 

Ist  femer  i'  eine  zweite  Zahl  des  Körpers  ^,  für  welche  die 
mit  (32)  analogen  Gleichungen  die  folgenden  seien: 

(/=  1,  8,  ..-,11) 

80  findet  sich 

(/  =  !,  2,     ...n) 

wenn  gesetzt  wird 

infolge  dieser  Beziehung  ergibt  sich  die  Determinantenrelation 

I  Rik  I  =  1  Tik  \'\rik  !,  (.-.  *  =  1, 2, .  • .,  «) 

d.h. 

(45)  Nm-N{0'N(^). 

Da  mit  t  zugleich  auch  -^  eine  Zahl  des  Körpers  ist  (voraus- 
gesetzt;  daß  ^  nicht  Null),  findet  man  hieraus  insbesondere 
fBr  g'  =  Y  ^^^  Rücksicht  auf  (43)  die  Beziehung 

NU)  .  N(l)  -  1 
und  ferner 


Km  - 


N{& 


24  Erstes  Kapitel. 

Endlich  bemerken  wir,  daß  die  Oleichougen  (32)  folgender- 
maßen geschrieben  werden  können: 

(6  -  p)  •  o,  -  r.-iOj  +  . . .  +  (r^^  -  p)®^  +  •  •  •  +  r..^cD,, 

wobei  unter  q  irgend  eine  zu  9i  gehörige  Oröße  gedacht  werden 
solL  Nach  der  Definition  der  Norm  und  der  Bedeutung  der 
Funktion  ^{Q  ergibt  sich  hieraus  sogleich  nachstehende  Formel: 

(46)  2y(g_p)  =  (_i)-.^(^). 

Nunmehr  seien  tx,  t^y  -  -  -}  in  ^^^^^  welche  n  Zahlen  des 
Körpers  ^y  so  daß  n  Gleichungen  statthaben  Ton  der  Form: 

(47)  ti  =  r/O  .  cDi  +  r,(0  .  öj,  +  • . .  +  r,W  .  ©,, 

(.•  =  1.  2,  .  ■  . ,  n) 

deren  Koeffizienten  zu  fR  gehören;  jenachdem  deren  Deter- 
minante 

|^A^*M  (/,*  =  1,1,  ....«) 

Yon  Null  verschieden  ist  oder  nicht,  sind  die  n  Zahlen  be- 
züglich 9i  unabhängig  oder  voneinander  abhängig  und  dürfen 
sie  daher  entsprechend  als  eine  Basis  des  Körpers  gewählt 
werden   oder  nicht.    Nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (47) 

also  mit  Beachtung  der  Formeln  (41)  und  (42)  auch 

(48)  S(g.O  =  2r,(<^ri^^  ■  S{<o,<o^). 

A,A' 

Wenn  man  daher  die  Determinante 


(49) 


zur  Abkürzung  mit  dem  Zeichen 

(50)  ^{t„  g,,  •  •  •,  Q 

bezeichnet^  so  liefert  die  Formel  (48)  auf  Grund  des  Multipli- 
kationssatzes für  Determinanten  die  äußerst  wichtige  Be- 
ziehung: 
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Die  hier  definierte  Größe  (50)  wird  die  Diskrimi- 
nante  der  n  Zahlen  i^,  t^y  ' '  'y  tn  ^^^  Körpers  genannt; 
man  erhalt  demnach  den  Satz: 

Hängen  n  Zahlen  i^,  ^,  -•>,  £,  des  Körpers  mit 
seinen  Basiszahlen  o^,  g)^,  ' '  'f  ^n  durch  die  Gleichun- 
gen (47)  zusammen^  so  ist  die  Diskriminante  der  Zahlen 
gleich  dem  Produkte  aus  der  Diskriminante  der  Basis 
und  dem  Quadrate  der  Determinante  jener  Glei- 
chungen. 

Die  Diskriminante  jeder  Basis  ist  von  Null  yer- 
schieden.  Denn,  wäre  jd((o^,  o^,  *  *  -,  oj  gleich  Null,  so 
ließen  sich,  da  die  sämtlichen  Spuren  S(mi^<Oj^)  zu  9i  gehören, 
nach  dem  Hilfssatze  der  Nr.  7  n  nicht  sämtlich  verschwindende 
Größen  x^j  x^,  -  "y  x^in  ^  so  wählen,  daß  die  n  Gleichungen 

X^  '  iS(cD,CDi)  +  X^  .  S(G)iG)^)  H \-  X^'  8((Dia)„)  =  0 

{i  =  1,2,     •.,11) 

oder  wegen  (41)  und  (42)  die  Gleichungen 

(52)  S  {(Oi(x^(o^  +  iCjöj  -^ h  x^oj)  =-  0 

(«•  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

erf&llt  wären.     Setzt  man  aber 

eine  von  Null  verschiedene  Zahl,  welche  dem  Körper  ^  an- 
gehört, da  auch  9t  in  ihm  enthalten  sein  soll,  und  ist 

eine  beliebige  Zahl  des  Körpers  ß,  so  ergibt  sich 

S5  =  n  •  e^iS  +  ^8  •  »aH h  r„  •  ©„6, 

also  müßte  mit  Rücksicht  auf  (52)  und  wegen  (41)  und  (42) 
die  Gleichung 

für  jede  in  ß  enthaltene  Zahl  g  stattfinden,  während  sie  doch 

sicher  nicht  besteht,  wenn  unter  ^  die  in  ^  enthaltene  Zahl  ^ 

verstanden  wird. 

Der  in  (51)  ausgesprochene  Satz  gestattet,  das  zuletzt 
bewiesene  Resultat  umzukehren  und  zu  sagen:  Ist  die  Diskri- 
minante von  n  Zahlen  l^,  t^,  ' '  'y  tn  ^^^  Körpers  von 
Null  verschieden,  so  bilden  sie  eine  Basis  desselben. 
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Denn  alsdann  kann  wegen  (51)  die  Determinante  |  ff  \  nicht 
yerachwinden^  folglich  sind  die  durch  die  Gleichungen  (47)  mit 
der  Basis  0|^  o^;  *  *  'i  o)^  verbundenen  Zahlen  g^^  ^^^  ' '  'f  %n  ^^ 
iR  unabhängige  Zahlen  des  Körpers,  mithin  auch  eine  Basis 
desselben. 

Das  Nichtverschwinden  der  Diskriminante  Ton  n 
Zahlen  des  Körpers  ist  also  die  sowohl  notwendige 
als  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  sie  eine  Basis 
des  Körpers  ausmachen. 

9.  Von  hier  an  beschranken  wir  den  ßationalitatsbereich  9t, 
wenn  nicht  ausdrücklich  anderes  festgesetzt  wird,  auf  den  Be- 
reich II  der  rationalen  Zahlen  oder  auf  denjenigen  rationaler 
ganzzahliger  Funktionen  einer  endlichen  Anzahl  von  unbe- 
stimmten u,  v,  M7,  •  •  •  •  Unter  dieser  Voraussetzung  denken  wir 
uns  den  in  9i  endlichen  Körper  ^  n^^  Grades  in  der  Weise 
verwandelt,  daß  an  Stelle  jeder  einzelnen  Zahl^)  a  desselben 
eine  bestimmte  andere  Zahl  gedacht  werde,  welche  wir  durch 
den  gleichen  akzentuierten  Buchstaben  a  bezeichnen  imd  nicht 
für  alle  a  gleich  Null  annehmen  woUen.  Es  soll  dabei  aus- 
drücklich festgesetzt  werden,  daß,  wenn  der  (in  ^  enthaltene) 
Bereich  9t  Unbestimmte  enthält,  jede  solche  Unbestimmte  bei 
der  Verwandlung  des  Körpers  wieder  durch  eine  Unbestimmte 
ersetzt  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  unveränderlich 
sein  soll.  Auch  sollen  für  je  zwei  Zahlen  a,  ß  des  Körpers 
und  die  ihn  ersetzenden  Zahlen  a',  ß'  die  Beziehungen 

(53)  (a  +  ßy^cc'  +  ß\     (aßy^a'^ß^ 

vorausgesetzt,  d.  h.  die  Summe  zweier  Zahlen  stets  in  die 
Summe,  ihr  Produkt  stets  in  das  Produkt  der  sie  ersetzenden 
Zahlen  verwandelt  werden.  Jede  Verwandlung  des  Kör- 
pers S  nach  diesen  Regeln  soll  eine  Substitution 
heißen. 

Man  erschließt  aus  den  gemachten  Festsetzungen  zunächst, 
daß  auch 

(54)  («_^)'-«'_^',     (^)'  =  f 

ist,  letzteres  wenigstens,  so  oft  ß  eine  von  Null  verschiedene 
1)  Wegen  des  Ausdrucks  „ZahP^  s.  die  Anmerkung  auf  S.  9. 
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Zahl  des  Korpers  ist;  setzt  man  nämlich  in  der  ersten  der 
Formehi  (53)  statt  a  die  eftenfistlls  in  ^  enthaltene  Zahl  cc  —  ß, 
*so  findet  sich 

«'-(«-  ß)' + ß', 

d.  i.  die  erste  der  Formeln  (54);  setzt  man,  falls  ß  von  Null 
verschieden,  in  der  zweiten  der  Formeln  (53)  statt  a  die  eben- 

falls  in  ß  enthaltene  Zahl  -^,  so  kommt 

P 

Nun  sind  immer  zwei  entsprechende  Zahlen  ent- 
weder zugleich  Null  oder  zugleich  von  Null  verschie- 
den; denn  fQr  /)  « 0  gibt  die  erste  der  Formeln  (53)  auch 
/S'  =  0;  wäre  aber  ß'  für  ein  von  Null  verschiedenes  ß  gleich 
Null,  so  wäre  der  letzterhaltenen  Gleichung  zufolge  jede  Zahl  a 
gleich  Null  gegen  unsere  Voraussetzung.  Somit  sind  die  For- 
meln (54)  bewiesen  und  aus  dem  Stattfinden  der  Gleichungen 
(53)  und  (54)  erkennt  man  sofort  einerseits,  daß  die  Gesamt- 
heit R'  der  Zahlen  a  wieder  ein  Körper  ist,  den  wir 
mit  dem  Körper  St  konjugiert  nennen  wollen;  anderer- 
seits, daß  jeder  aus  Zahlen  des  Körpers  ^  rational  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  gebildete  Ausdruck,  weil  er  aus  einer 
endlichen  Folge  von  Additionen,  Subtraktionen,  Multiplikationen 
nnd  Divisionen  erhalten  werden  kann,  bei  der  Substitution  in 
den  gleichen  rationalen  aus  den  entsprechenden  Zahlen  des 
konjugierten  Körpers  ^'  gebildeten  Ausdruck  übergehen  muß. 

Da  femer,  wenn  ß  mit  a  identifiziert  wird,  auch  ß'  »  a 
sein  muß,  liefert  die  zweite  der  Formeln  (54)  das  Resultat 
1'  »=-  1,  d.  h.  die  Eins  und  folglich  auch  alle  rationalen  Zahlen 
bleiben  bei  jeder  Substitution  ungeändert.  Nach  unserer,  die 
etwaigen  unbestimmten  betreffenden  Festsetzung  gilt  hiemach 
dasselbe  auch  von  jeder  rationalen  ganzzahligen  Funktion  der 
im  Bereiche  9t  vorhandenen  Unbestimmten,  oder  allgemein: 
Jede  Größe  des  Rationalitätsbereiches  91  bleibt  bei 
der  Substitution  des  Körpers  ^'  an  Stelle  von  ß  un- 
geändert 

Endlich  entspricht  nun  auch  umgekehrt  jeder  Zahl  des 
Körpers  Sf  eine  eindeutig  bestimmte  Zahl  des  Körpers  $;  denn 
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entsprachen  der  Zahl  a^  die  jedenfalls  der  Ersatz  für  eine 
Zahl  Yon  ^  sein  mufi,  zwei  yerschitdene  Zahlen  a,  /3  desselben, 
so  wäre  auch  ^'  »  a,  was  doch  der  ersten  der  Formehi  (54)  • 
gemäß  nur  für  a  ^  ß  der  Fall  sein  kann.  Diese  umgekehrte 
Beziehung  zwischen  den  Körpern  9f  und  S  ist  aber 
auch  eine  Substitution;  denn  offenbar  folgen  aus  den  For- 
meln (53),  (54)  als  die  den  Zahlen 

a+ß\  «'  — /s;  a/r,  j 

des  Körpers  &'  entsprechenden  Zahlen  resp.  die  Summe,  die 
Differenz,  das  Produkt  und  der  Quotient  der  den  Zahlen  a',  ß^ 
entsprechenden  Zahlen  a,  /?,  nämlich  die  Zahlen 

a  +  ß,     a  —  ß,     aß,     j- 

Wir  bezeichnen  die  neue  Substitution  als  die  in- 
verse  oder  reziproke  der  ersteren.  Die  beiden  Körper 
^  und  S!  sind  mithin  jeder  dem  andern  konjugiert. 
Die  einander  entsprechenden  Zahlen  o,  a  beider  Körper 
heißen  gleichfalls  einander  konjugiert. 

Machen  wir  yon  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  eine 
Anwendung  auf  den  Körper  K{a'^  91),  den  wir  in  Nr.  6  durch 
die  Formel 

(55)  S  «  »"o  +  »'i«  +  ^2«*  + V  r„_^a''-^ 

repräsentiert  fanden,  indem  wir  unter  a  eine  Wurzel  der  in  9t 
irreduktiblen  Gleichung  n^^  Grades 

(5B)  af'  +  a^af"^  +  a^ocf''^  + h  a«  =  0 

yerstanden,  so  daß  identisch 

(57)  a"  +  ai«»-^  +  ag«"-*  H h  «»  ==  0 

ist.  Dieser  Körper  ist  ein  in  SR  endlicher  Köi-per  «**^  Grades, 
denn  er  enthält  nach  Anfang  yon  Nr.  7  die  n  im  ^  unab- 
hängigen Größen  1,  a,  a^,  •  •  •,  a""\  aber  zwischen  je  n  +  1 
Größen  yon  der  Form 

(i  =  1,  2,  ..-,  n+l) 

erhält  man  durch  Elimination  yon  1,  «,«*,-••,  a""^  eine 
Gleichung  yon  der  Form 
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deren  in  91  rationale  Koeffizienten  nicht  alle  yerschwinden. 
Wenn  nnn  S  irgend  eine  Substitution  des  gedachten  Körpers 
ist^  bei  welcher  a  die  a  ersetzende  Zahl  heiße^  so  geht  der 
Ausdruck  zur  Linken  von  (57),  da  die  zu  91  gehörigen  Koeffi- 
zienten ungeändert  bleiben,  in  den  nachstehenden  über: 

der  aber,  weil  jener  gleich  Null  und  die  der  Null  korrespon- 
dierende Zahl,  wie  bemerkt,  stets  Null  ist,  ebenfalls  yer- 
schwinden muß.  Mithin  ist  die  der  Zahl  a  entsprechende 
Zahl  a  bei  jeder  Substitution  eine  Wurzel  der  Gleichung  (56)  • 
ist  sie  aber  bestimmt,  so  erhalten  wir  zugleich  alle  Zahlen  des 
der  Substitution  entstammenden  konjugierten  Körpers  ^  mit- 
tels der  Formel 

(58)  r  =  ^0  +  ^1«'  +  ^2«'*  +  •  •  •  +  ^,-1« '*"', 

welche  dann  notwendig  durch  die  Substitution  aus  (55)  hervor- 
geht. Hiernach  gibt  es  nicht  mehr  verschiedene  Sub- 
stitutionen für  den  Körper  K{cc;  SR),  als  die  Anzahl  ver- 
schiedener Wurzeln  der  Gleichung  (56)  beträgt,  d.  h.  da  diese 
irreduktibel  ist,  die  Anzahl  n.  Jeder  dieser  n  Wurzeln 
entspricht  aber  in  der  Tat  eine  Substitution.  Denn, 
ersetzt  man  die  Zahl  a  durch  irgend  eine  der  gedachten 
n  Wurzeln  a,  gleichviel  ob  sie  mit  a  identisch  oder  nicht, 
und  läßt  allgemeiner  jeder  Zahl  ^  des  Körpers  ^  die  Zahl 

(59)  r  =-  »-0  +  n«  +  r,a^  +  '"  +  ^n-i«"*"' 
entsprechen,  so  sind  erstens  nicht  samtliche  ^  gleich  Null, 
da  der  Zahl  t^^r^  für  r^^O  die  Zahl  S'  =  r^  entspräche; 
zweitens  bleiben  hiemach  auch  die  Größen  des  Rationalitäts- 
bereiches 91  (insbesondere  also  die  darin  etwa  vorhandenen 
Unbestimmten)  ungeändert;  drittens  bestehen  die  Formeln 
(53),  da  die  der  Summe  zweier  Ausdrücke  (55)  entsprechende 
Zahl  ersichtlich  die  Summe  der  beiden  ihnen  korrespondieren- 
den Ausdrücke  (59)  sein  wird,  das  Produkt  zweier  Ausdrücke 
(55)  aber  mittels  der  Identität  (57)  wieder  auf  dieselbe  all- 
gemeine Form  gebracht  werden  kann,  welcher  offenbar  der- 
jenige Ausdruck  korrespondieren  muß,  auf  welchen  das  Produkt 
der  jenen  entsprechenden  beiden  Ausdrücke  (59)  mittels  der 
zu  (57)  korrespondierenden  Identität 
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«'"  +  Oj«'""^  +  a,a  *•-*  +  '  •  ■  +  «fl  =  0 

zurückführbar  ist.  Somit  ist  die  gedachte  Verwandlung  des 
Körpers  ß  eine  Substitution,  bei  welcher  natürlich,  falls 
a  ^  a  gedacht  wird,  jede  seiner  Zahlen  ungeandert  bleibt;  sie 
wird  infolgedessen  alsdann  die  identische  Substitution  genannt. 
Der  Körper  £'(a;  9t)  n^  Grades  läßt  also  genau 
n  Substitutionen  zu,  die  man  erhält,  indem  man  ein- 
fach in  der  Formel  (55)  des  Körpers  die  Wurzel  a 
durch  die  sämtlichen  Wurzeln  a,  a^^\  a^^\  •  •  •,  a^""*)  der 
Gleichung  (56)  ersetzt.  So  entstehen  n  zueinander 
konjugierte  Körper 

die  freilich  sämtlich  oder  doch  teilweise  miteinander  identisch, 
nämlich  ein  und  dieselbe  Gesamtheit  der  gleichen,  wenn  auch 
anders  geordneten  Zahlen  sein  können.  Der  Körper  £  wird 
ein  Galoisscher  Körper  genannt,  wenn  er  mit  allen  seinen 
Konjugierten  identisch  ist. 

10.   Seien  jetzt  a,  A  zwei  in  9{  algebraische  Zahlen,  die 
erste  vom  Grade  n  und  durch  die  in  9i  irreduktible  Gleichung 

(60)  a^  +  a^a;"-*  +  a^x"- *  H h  «„  —  0 

bestimmt,  die  andere  vom  Grade  N  und  Wurzel  der  in  91 
irreduktibeln  Gleichung 

(61)  x^'^  +  A^x^-"^  +  A^x^-^  +  •  •  •  +  ^jv-  0. 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  (60)  mögen  jetzt 

a,  «1,  «2,  •  •  •,  a„_i 

heißen.  Dem  im  Vorigen  Entwickelten  zufolge  entsprechen 
den  beiden  Zahlen  a,  A  zwei  in  91  endliche  Körper 

f  =  jr(a;9i),     Ä  =  ir(A;9l) 

von  den  Graden  n,  N  resp.,  in  denen  der  Rationalitätsbereich  9} 
enthalten  ist.  Wir  wollen  denjenigen  Körper  IT  *-"  f  •  ^  be- 
stimmen, der  aus  ihnen  zusammengesetzt  ist;  er  entsteht 
offenbar,  wenn  man  dem  Rationalitätsbereiche  t  noch  die  in  91 
also  '  auch  in  {  algebraische  Zahl  A  adjungiert.  Diese  Zahl 
genügt  mindestens  einer  Gleichung,  deren  Koeffizienten  dem 
Körper  {  angehören,  nämlich  der  Gleichung  (61);  unter  allen 
solchen  Gleichungen  aber  wird  es  eine  ganz  bestimmte  niedrig- 
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steu  Grades  geben  und  diese  wird  in  {  irreduktibel  sein;  sie 
sei  die  folgende: 

(62)  cf  +  \{u)  .  af-i  +  *|(a)  -  af "*  +  •  •  •  +  h^a)  =  0, 

worin  die  Koeffizienten  /f,.(a),  weil  zu  f  gehörige  als  ganze 
Funktionen  n  —  1*^  Grades  von  a  mit  zu  SR  gehörigen  Koeffi- 
zienten gedacht  werden  dürfen.    Hiemach  besteht  die  Identität 

(63)  A*-  +  \{a)  .  A»--^  +  *,(«)  .  A»- -«  +  ...  +  h,{a)  =  0. 

Vermittels  derselben  läßt  sich  analog  mit  Nr.  6  jede  aus 
A  und  aus  Zahlen  des  Bereiches  t  rational  gebildete  Größe^ 
d.  i.  jede  Zahl  g  des  Körpers  K  als  eine  ganze  Funktion  Ton  A 
vom  r  —  1*^  Grade  darstellen,  deren  Koeffizienten  zu  {  ge- 
horeu,  also  ganze  Funktionen  von  a  vom  n  —  1^^  Grade  mit 
zu  91  gehörigen  Koeffizienten  sind.  Somit  hat  jede  Zahl  g 
im  Körper  K  die  allgemeine  Gestalt 

(64)  i-2r,,^a^K\ 

(/  =  0,  1,  2,     .  .,  «  -  1;    Jfc  =  0,  1,  2,  •     .,  r  -  1) 

worin  die  r^j^  Größen  des  Rationalitätsbereiches  9)  bedeuten; 
auch  gehört  jede  Zahl  ^  von  dieser  Gestalt  dem  Körper  K  an, 
die  Formel  repräsentiert  daher  den  gesamten  Körper  K. 
Die  n  •  r  Ghrößen  o'A^'  aber,  durch  welche  hiemach  jede  Zahl 
des  Körpers  K  linear  und  homogen  dargestellt  werden  kano, 
sind  in  91  voneinander  unabhängig,  da  eine  Gleichung  von  der 
Gestalt 

auch  in  der  Fom. 

-Ro(a)  .  A--^  +  R,(a)  •  A^"^  +  . . .  +  i?^_^  (a)  -  0, 

in  welcher  die  B^ia)  Größen  des  Bereiches  t  wären,  geschrieben 
werden  kann  und  damit  gegen  die  in  f  stattfindende  Irredukti- 
bilitat  der  Gleichung  (62)  verstieße.  Hieraus  folgt  offen- 
bar, daß  die  n-r  Größen  a**A*  voneinander  verschieden 
und  eine  Basis  des  Körpers  K  sind,  und  daß  dieser 
selbst  ein  in  91  endlicher  Körper  vom  Grade  nr  ist. 
Da  r  jedenfalls  >  1  ist,  wenn  die  Zahl  A  nicht  im  Körper 
Ä'(tt;  91)  enthalten  ist,  so  ist  in  dieser  Voraussetzung  der  Grad 
von  K  größer  als  derjenige  von  f. 
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Der  Körper  K  läßt  genau  n*r  Substitutionen  zu. 
Um  dies  einzuseheui  bemerke  man,  daß  eine  Verwandlung  des 
Körpers  K  nach  den  ftir  eine  Substitution  geltenden  R^gehi 
auch  je  zwei  Zahlen  des  in  K  enthaltenen  Körpers  f  nach  den 
Formeln  (53),  (54)  verwandeln,  also  auch  eine  Substitution 
des  letzteren  Körpers  liefern  wird.  Demnach  kann  eine  Sub- 
stitution des  Körpers  K  die  Wurzel  a  nur  in  eine  bestimmte 
der  Wurzeln  a,  a^^  a^,  •  •  •,  cc„_^  yerwandeln,  etwa  in  die 
Wurzel  a^.  Geht  nun  A  durch  dieselbe  Substitution  in  A^^^ 
über,  so  geht  der,  der  Null  gleiche  Ausdruck  (63)  in  den 
folgenden : 

über,  der  also  ebenfalls  Null  sein  muß,  A  yerwandelt  sich 
mithin  in  eine  bestimmte  Wurzel  A^^^  der  Gleichung 

(65)  ar  +  k,{a^)  oT'^  +  Ä-,(a^)  af"»  +  •  •  •  +  iv(a^)  =  0. 

Sind  aber  diese  Größen  a^,  A^^  bestimmt,  in  welche  a,  A 
durch  die  Substitution  übergehen,  so  steht  zugleich  die  ge- 
samte Substitution  unzweideutig  fest,  da  jede  Zahl  %  wegen 
(64)  in  den  völlig  bestimmten  Wert 

(66)  S'  =  2'^**-<^*^^* 

I,* 

verwandelt  werden  muß.  Hiemach  gibt  es  jedenfalls  nicht 
mehr  als  nr  Substitutionen,  da  nur  n  Wurzeln  a^  und  für  jede 
derselben  nur  r  Wurzeln  A^"^  der  zugehörigen  Gleichung  (65) 
vorhanden  sind.  Aber  auch  jeder  dieser  n  -  r  Kombinationen 
entspricht  eine  Substitution  des  Körpers  £*;  denn,  verwandelt 
man  die  Zahlen  «,  A  desselben  in  a^,  A^^^  resp.  und  allge- 
meiner jede  der  Zahlen  f  des  Körpers  in  die  der  Formel  (64) 
entsprechend  gebildete  Zahl  (66),  so  sieht  man  wieder,  wie 
in  voriger  Nummer,  leicht  ein,  daß  dieser  Verwandlung  wieder 
der  Charakter  einer  Substitution  zukommt.  Endlich  sind  je 
zwei  dieser  Substitutionen  voneinander  verschieden,"  da  sie 
entweder  sich  in  der  Wurzel  a^,  oder,  falls  diese  ihnen  gemein- 
sam wäre,  doch  in  der  zugehörigen  Wurzel  Af^^^  unterschei- 
den. Aus  diesen  Resultaten  folgt  aber  die  zu  Beweis  gestellte 
Behauptung. 
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11.  Nun  gilt  der  allgemeine  Satz:  Sind  S^,  S^, '  "f  ^m 
yerscliiedene  Substitutionen  eines  Körpers,  so  ent^ 
hält  derselbe  stets  eine  m-wertige  Zalil,  d.  h«.  eine 
solcbe,  welche  bei  den  m  verschiedenen  Snbstitu- 
tionen  ebensoviel  voneinander  verschiedene  Werte 
erhält.  Dies  leuchtet  ein  für  zwei  verschiedene  Substitu- 
tionen, denn  diese  sind  eben  nur  dann  verschieden,  wenn 
wenigstens  £Qr  eine  Zahl  des  Körpers  die  Werte,  welche  sie 
derselben  erteilen,  verschieden  sind.  Nehmen  wir  aber  all- 
gemein den  Satz  als  bewiesen  an  ffir  je  m  —  1  Substitutionen, 
und  nennen  die  Werte,  welche  eine  Zahl  ^  des  Körpers  bei 
den  m  Substitutionen  /S|,  8^,  ''98^  annimmt,  i^,  g,,  *  -  -^  Sm^  ^^ 
dürfen  wir  f  so  gewählt  denken,  daß  etwa  die  w  —  1  Werte 
i%j  Ss^  * '  '7  Sm  untereinander  verschieden  sind.  Wäre  dann  (^ 
nicht  auch  schon  von  diesen  Werten  verschieden  und  dem- 
nach der  Satz  bewiesen,  so  sei  etwa  £^  »  ^,  mithin  ^  von 
tif'''}  im  verschieden.  Wählt  man  nun  im  Körper  eine  Zahl 
17,  welche  durch  die  beiden  verschiedenen  Substitutionen  5^,  S^ 
zwei  verschiedene  Werte  17^,  1^,  annimmt,  so  nimmt  die,  falls  p 
dem  Rationalitätsbereiche  entnommen  wird,  im  Körper  ent- 
haltene Zahl 

•       l^Qt  +  V 

bei  den  m  Substitutionen  die  Werte  an: 

flodaß  der  unterschied  von  irgend  zwei  derselb^i 

ist.  Wenn  hier  r,  s  das  Paar  1,  2  bedeuten,  sodaß  i^  =»  (;, 
Aber  f}^  von  iy,  verschieden  ist,  so  wird  auch  |^  von  6,  ver- 
schieden, welchen  Wert  q  auch  erhalte.  Für  jedes  andere 
Paar  r,  s  der  Indices  ist  S,.  —  5,  von  Null  verschieden  und 
daher  gibt  es  in  9%  höchstens  eine  Zahl  q  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  S^  —  S,  verschwindet;  nach  Ausschluß  dieser,  den 
verschiedenen  Paaren  r,  $   entsprechenden,  also  in   geringerer 

Anzahl  als  — ^   "7       in   SR  vorhandenen  Ausnahmewerte  von 

1    ■    i 

jQ   müssen  für  jedes  andere  q   in  91  die  sämtlichen  Werte  ^^ 

Bachmann,  Zahlentheorlo.    V.  8 
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^;  •  •  -7  i«  verschieden  Yoneinander  sein.  Somit  ist  der  Satz^ 
wenn  er  schon  f&r  m  —  1  Substitationen  gilt,  auch  f&r  m 
Substitutionen,  also,  da  er  för  zwei  Substitutionen  als  richtig 
befunden  worden,  für  jede  Anzahl  von  solchen  bewiesen. 

In  Verbindung  desselben  mit  unsem  vorher  erhaltenen  Re- 
sultaten dürfen  wir  nun  sofort  schliefien,  daß  es  im  Körper  K 
eine  n*r- wertige  Zahl  gibt^  die  nämlich  bei  allen  den  nachgewie- 
senen n '  r  Substitutionen  des  Körpers  verschiedene  Werte  an- 
nimmt. Nun  leistet  aber  nach  Nr.  8  jede  in  dem  in  9t  end- 
lichen Körper  n  •  r^  Grrades  enthaltene  Zahl  (  einer  nur  Ton 
dieser  Zahl  bestimmten  Gleichung 

vom  Qrade  n  •  r  Genüge,  deren  Koeffizienten  zu  9i  gehören.  Für 
die  gedachte  Zahl  (  muß  diese  Gleichung  in  91  irreduktibel 
sein;  denn,  wäre 

wo  auch  die  Faktoren  zu  9i  gehörige  Koeffizienten  hätten,  so 
müßte  g  etwa  eine  Wurzel  von  ^  (x)  «» 0  also  identisch 

sein,  aus  welcher  Gleichheit  aber  durch  Anwendung  der  n  -  r 
Substitutionen  henrorgehen  würde,  daß  die  sämtlichen  n  •  r  ver- 
schiedenen mit  5  konjugierten  Werte  die  Gleichung  ^  (oj)  =-  0 
von  kleinerem  Grade  wie  n  •  r  erfüllten ,  was  nicht  sein  kann. 
Durch  diese  Betrachtungen  ist  also  endlich  fest- 
gestellt, daß  im  Körper  K  vom  Grade  n-r  eine  Zahl 
vorhanden  ist,  welche  einer  in  91  irreduktibeln  Glei- 
chung vom  Grade  n  •  r  Genüge  leistet,  also  eine  in  9t 
algebraische  Zahl  n-f^^  Grades  ist;  heißt  sie  /},  so- 
werden  die  Potenzen 

n^r  in  9t  unabhängige  Zahlen  des  Körpers  £,  alsa 
eine  Basis  desselben,  und  K  nichts  anderes  sein,  ala 
der  durch  K{ß]  9t)  zu  bezeichnende  Körper. 

12.     Betrachten  wir,   nachdem  wir  diese  Erkenntnis  ge- 
wonnen, irgend  einen   in   9t   endlich^i  Körper  $.     Ist  a  eine 
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darin  enthaltene  Zahl,  welche  nach  Nr.  8  als  eine  in  9t  alge- 
braische  Zahl  etwa  vom  Ghrade  n  angesehen  werden  darf,  bo 
enthalt  £  nach  der  über  den  Rationalitatsbereich  91  ge- 
machten Annahme  den  Körper  ^^  »  JT  (a;  9t)  und,  weim  nicht 
etwa  $  »  ^  ist^  jedenfalls  noch  weiter  eine  Zahl  Ay  sowie  zu- 
gleich mit  ihr  den  Körper  ^*^  K  (A]  9t);  folglich  auch  den 
ans  Sti,  R^  zusammengesetzten  Körper  K(ßj  9t);  dessen  Ghrad 
dann  ein  Vielfaches  von  n  also  größer  als  n  sein  muß,  Ist  nun 
noch  nicht  ß  =  iC  (j3;  9t);  so  gibt  es  wieder  noch  weiter  eine 
Zahl  B  in  &y  und  man  kann  dasselbe  Verfahren  wiederholen, 
nämlich  einen  noch  umfassenderen  in  ft  enthaltenen  Körper 
K{y]  9t)  bilden;  dessen  Grad  wieder  größer  sein  wird;  als 
der  Yon  K{ß]  9i);  usw.  Dieser  Fortgang  führt  aber  endlich 
zu  einem  Körper  Yon  derselben  Gestalt;  der  mit  ft  identisch 
ist;  denn  sonst  würde  bei  der  steten  Zunahme  der  Grade  der 
Körper  ein  in  $  enthaltener;  in  9t  endlicher  Körper  herror- 
geheu;  dessen  Grad  größer  wäre  als  der  yon  ft;  der  also  mehr 
in  9t  unabhängige  Zahlen  enthielte  als  R,  was  nicht  sein  kann. 
Somit  sind  wir  zu  folgendem  wichtigen  Satze  gelangt: 

Jeder  in  9t  endliche  Körper  hat  die  Gestalt  eines 
Körpers  £^(^1;  9t);  welcher  durch  eine  in  9t  algebraische 
Zahl  Ä  vom  Grade  des  Körpers  erzeugt  wird. 

Die  Gesamtheit  seiner  Zahlen  (  wird  daher  nach  Nr.  6 
durch  die  Formel 

g  -  ro  +  r,Ä  +  r^A'  +  •  •  •  +  ry-i^^"^ 

repräsentiert^  wenn  N  den  Grad  des  Körpers  und  die  Koeffi- 
zienten r^  sämtliche  Zahlen  des  Rationalitätsbereiches  bedeuten; 

sind  femer 

A,  A^^\  A^^\  .  • .;  ^(^^-1) 

die  Wurzeln  der  irreduktibeln  Gleichung  F(x)  '=0  vom  jV*~ 
OradC;  der  A  Genüge  leistet;  so  erhält  man  die  zu  K(A',  9t) 
konjugierten  Körper;  bezw.  die  zu  ^  konjugierten  Zahlen 

rindem  man  in  der  obigen-  Formel  A  durch  alle  jene  Wurzeln 

esp.  ersetzt. 

Irgend  ein  Unterkörper  des  in  9t  endlichen  Körpers  R  ist 

offenbar  wieder  ein  in  9t  endlicher  Körper;  denu;  während  jede 

8* 
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Zahl  desBdboi  für  sich  unabhängig  ist,  kaiui  er  nicht  mehr 
als  soviel  in  iR  unabhängige  Zahlen  wÜiaUen,  als  sidi  in  St 
selbst  finden,  demnach  wird  eine  gewisse  Anzahl  m  solcher 
unabhängiger  Zahlen  im  Unterkörper  Torhanden  sein,  während 
zwischen  je  m  +  1  Zahlen  desselben  eine  lineare  Beziehung 
mit  ^u  9%  gehörigen  Koeffizienten  besteht.  Hieraus  schliefilr 
man,  daß  jeder  Unterkörper  von  $  wieder  die  Gestalt  K  (a^  9t) 
haben,  nämlich  durch  eine  in  ^  enthaltene  Zahl  a  erzeugt  wer- 
den muß.  Da  umgekehrt  der  durch  irgend  eine  solche  Zahl  a 
erzeugte  Körper  K(a]  91)  ein  Unterkörper  von  ^  sein  wird,  so 
stimmt  die  Gbsamtheit  dw  Unterkörper  von  ü  mit  den  durch 
sämtliche  in  jt  enthaltenen  Zahlen  a  erzeugten  Körpern  K{a'^^) 
und  ihr  jedesmaliger  (jrad  mit  dem  in  Nr.  6  definierten  Grade 
der  erzeugenden  Zahl  a  überein. 

13.  Wenn  aber  in  Nr.  10  der  Körper  K(a]  91)  als  ein 
Teiler  des  Körpers  K{A]  9i)  gedacht  wird,  so  wird  der  dort 
betrachtete,  aus  beiden  zusammengesetzte  Körper  mit  dem 
letzteren  identisch  sein  (s.  (11)),  und  es  ergibt  sich  die  Glei- 
chung 

N  '^  n  '  r. 

Da  hiemach  n  ein  TeUer  von  N  ist,  so  ist  der  Grad  jedes 
Unterkörpers  eines  endlichen  Körpers,  sowie  der  Grad 
jeder  in  letzterem  enthaltenen  Zahl  ein  Teiler  *  vom 
Grade  dieses  Körpers. 

Verstehen  wir  daher  unter  K{A]^)  einen  endlichen  Körper 
von  einem  Grade,  den  wir  N  nennen,  und  unter  K(a]  9t)  den 
von  irgend  einer  in  ihm  enthaltenen  Zahl  a  erzeugten  Unter- 
körper n^^  Grades,  so  wird  zunächst  N=^  n  •  r  oder  der  Grad 
der  im  Rationalitätsbereiche  K  (cc]  9t)  irreduktibeln 
Gleichung 

(67)  ocr  +  \{a) .  af-^  +  h{^)'  xT-^  +  •  •  ■  +  *,(«)  =  0, 
welcher  die  Zahl  A  genügt, 

(68)  r-^ 

sein.     Femer  aber  erhält  man  in  den  N  =»n  't  Zahlen 

(69)  a* .  A^ 

(/  =  0,  1,  2,  .  .  .,  «  -  1;  t  =  0,  1,  2,  .  .  .,  r  -  1) 
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eine  Basis  des  Körpers  K{Ä\  91).  Benutzt  man  diese  nun  zur 
Ermittlung  der  charakteristischcdi  Oleichüng  N*^  Grades  Kir 
die  Zahl  ot,  wie  sie  in  Nr.  8  hergeleitet  worden  ist,  indem  man 
die  folgenden  N  mit  (32)  analogen  Gleichungen  aufstellt: 


(►)•«  = 


p  •  1  +  1  •  a, 

—  p  • «  +  1  •  «*> 


p)  •  aA 


a,-ia-a„_si«' 


-a    1 

-  p-ä  +  1  •  aÄj 

—  Q  '  ccÄ  +  1  •  orÄy 


(p  +  ai)-«""S 


(«  —  p)  •  «""^.4  =  —  a^  •  -4  —  a^_i  •  aA  —  o„_2  •  ic^A  —  •  •  • 


(«  —  p)  •  J['-*  ==  —  ^  •  ^'•-'4-  1  .  aA'-\ 

(p  +  aj.a— »^»--i, 

in  denen  unter  g  irgend  eine  Größe  des  Rationalitaisbereiches 
9t  yerstanden  ist,  so  lassen  diese  Gleichungen  mit  Beacbtni^ 
der  in  der  Formel  (38)  gegebenen  Definition  der  Norm  ohne 
weiteres  erkennen,  daß  die  Norm  Ton  a  —  q  gleich 


0,    -9, 


0, 
1, 


0, 
0, 


0, 
0, 


--  «..   -  «^-1,  -  «»-s,  ~  %^9f  "y  -(9  +  «i) 


'ny 


ist^  oder  daB,  wenn  wieder  mit 

9  (a:)  =  0 


die    Gleichung    N^^   Grades   bezeichnet   wird,    welche 
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für  die  Zahl  a  charakteristisch   ist,   nach  (46)  —  wo  n 
durch  N  '^^nr  zu  ersetzen  ist  — 


9>(p)  = 


P,  -1,         0, ,     0, 

0,      P,    -1, ,    0, 


ist.  Da  aber  diese  algebraische  Gleichung  für  die  unendlich 
vielen  in  91  enthaltenen  Zahlen  p  erf&llt  ist,  besteht  sie  iden- 
tisch, und  somit  ist  die  ganze  Funktion  tp  (x)  vom  Grade 
N^nr  die  r^  Potenz  einer  anderen  ganzen  Funktion 
n^  Grades  tou  x,  deren  Koeffizienten  zu  91  gehören, 
und  welcher  die  Zahl  a  genügen  muß.  Letztere  Funk- 
tion kann  daher  keine  andere  sein,  als  die  in  9t  irre- 
duktible,  diese  Zahl  a  definierende  Funktion 


(70)  sf"  +  a^af-^  +  a^af-'^  H +  a, 


nJ 


deren  Wurzeln,  entsprechend  mit  Nr.  10,  a,  «i,  o,,  •  •  -,  a„_i 
zu  nennen  sein  würden. 

Bemerkt  man  einerseits,  daß  bei  den  N  Substitutionen 
des  Körpers  K  {A\  91)  die  Zahlen  «,  ^  in  die  JY  Wertepaare 
a^y  Aj^\  die  Zahl  a  also  r  Mal  in  jede  der  Wurzeln  a,  o^, 
c^,  •  •  *,  a„_x  übergeht,  daß  aber  andererseits  diese  r-fach  ge- 
nommenen Werte  sämtliche  Wurzeln  der  charakteristischen 
Gleichung  tp{x)^0  sind,  so  erkennt  man,  daß  die  den  N 
Substitutionen  zugehörigen  konjugierten  Werte  von  a  mit  den 
sämtlichen  (gleichen  oder  ungleichen)  Wurzeln  der  letzteren 
Gleichung  übereinstimmen,  derart,  daß  man  setzen  darf 

(71)     q>  {x)  ^{x^a){x--  «(*))  {x  -  a<»))  •  •  •  (a;  -  c^^^-^)); 

und  so   gewinnt  man  eine  neue  Definition  der  Spur  wie  der 
Norm  einer  Zahl  a  des  endlichen  Körpers: 

Die  Spur  S  (a)  ist  die  Stimme,  und  die  Norm  N(€c) 
ist  das  Produkt  aller  N  konjugierten  Werte  von  a. 

14.     Setzt  man  analog  mit  Nr.  8 

q>  (x)  ^x^  +  B^x^"^  +  E^x^'^  H +  JBa-, 

so  ist 
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tp  («)  -  2V.  «A'-i  +  (JV-  1)  R,  •  a^-2  +  •••+!•  Bn^x 


«ine  zugleich  mit  a  im  Körper  K{A\  91)  enthaltene  Zahl^  die 
auch  zugleich  mit  a  völlig  bestimmt  ist.  Sie  soll  durch 
«ine  besondere  Benennung  als  die  Differente  Yon  a 
und  mit  dem  Zeichen  d{a)  ausgezeichnet  werden.  Da 
man  bekanntlich  auch 


q>'  («)  -  («  -  a(^))  (a  -  «<»)) 
und  gleicherweise 


(a._^^-i)) 


y'  («(1))  =  (a(^)  -  «)  (a(i)  -«(«)).•.  («<^)  -  «(^-1)) 

setzen  kann,  ergibt  sich  gemäß  der  neuen  Bedeutung  der  Norm 
die  Beziehung 

(72)  Nd  (a)  -  (-  1)     '       .  i  i  («(0  -  «(*))», 

wo  die  Multiplikation  auf  aUe  Werte  i,  k  aus  der  Reihe 
0,  1,  2,  •  •  -,  -W  —  1  zu  erstrecken  ist,  bei  denen  i  <  i.  Nach 
bekanntem  Determinantensatze  ist  das  Produkt 


(73)    JJ(«(0 -«<*)) 


1,  «,  a», 

1,  aW,  «(»)* 


a 
a 


A'-l 


1,  a<^-*>,  a(^-^)*  •  •  •  a(^-*>  ^"^ 


d.  i.  gleich  einer  Determinante,  deren  Quadrat  die  Diskri- 
minante  der  Gleichung  q>  (x)  =^0  genannt  zu  werden  pflegt 
und  deshalb  auch  als  Diskriminante  der  Zahl  a  bezeichnet 
werden  soll.  Schreibt  man  daf&r  kurz  ^  (a),  so  ergibt  sich 
zwischen  Differente  und  Diskriminante  einer  Zahl  die  Be- 
ziehung 

N{N-l) 

(74)  2\rg  («)-(-!)      *      -^W, 


and  aus  diesen  Formeln  die  Tatsache,  daß  eine  Zahl  a  dann 
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und  nur  dann  eine  ^-wertige  Zahl  ist,  wenn  ihre 
Diskriminante  (oder  Differente;  denn  mit  der  Norm  Nc  {a) 
ist  immer  zugleich  auch  d  (a)  Null  oder  zugleich  ron  Null 
verschieden)  von  Null  verschieden  ist.  Eine  Ä'-wertige 
Zahl  ist  aber  stets  N^^  Grades,  nämlich  die  ihr  charakteristische 
Gleichung  y  (rc)  =  0  irreduktibel  (s.  Nr.  11),  wahrend  für  eine 
Zahl,  die  minderwertig  ist,  diese  Gleichung  gleiche  Wurzeln 
haben  also  reduktibel,  mithin  der  Grad  von  a  geringer  als  N 
sein  würde;  im  ersteren  und  nur  im  ersteren  Falle  bilden  die 
Potenzen  1,  «,  «*,•*•>  ^^"^  ®i^®  Basis  des  Körpers  K{A'^  SR) 
und  ist  mithin  a  eine  ihn  erzeugende  Zahl.  Man  darf  daher 
das  vorige  Resultat  auch  so  aussprechen: 

Je  nachdem  die  Diskriminante  (oder  Differente) 
einer  Zahl  a  des  Körpers  K(A]  91)  von  Null  verschie- 
den isi  oder  nicht,  ist  a  eine  den  Körper  erzeugende 
Zahl  oder  nicht. 

Die  Gesamtheit  aller  den  Körper  N^^  Grades  erzeugenden 
Zahlen  hat  die  charakteristische  Eigenschaft,  daß  je  zwei  von 
ihnen  mittels  des  Rationalitätsbereiches  rational  durch  ein- 
ander ausdrfickbar  sind.  Eine  solche  Gesamtheit  nennt  Kron- 
ecker  eine  Gattung  @  von  N^  Ordnung.  Der  durch  jede 
beliebige  ihrer  Zahlen  gleicherweise  erzeugte  Körper  JV*~  Gra- 
des heißt  dann  der  zur  Gattung  ®  gehörige  Gattungs- 
bereich. 

Nun  seien 


N  verschiedene  Zahlen  des  Körpers  und  Z  die  nachstehende, 
aus  diesen  Zahlen  und  ihren  Konjugierten  gebildete  Deter- 
minante: 

ii)    ti)    )  tuf 

lii)     HD    HD 


(75) 


Z-= 


5i*-'),  r/-»,  •  ■  •,  {</-'> 


Für  das  Quadrat  dieser  Determinante  findet  sich,  wenn  bei  der 
Multiplikation  Kolonnen  mit  Kolonnen  verbunden  werden,  mit 


Die  ZkhlenkOtper. 


41 


Beachtung  der  neoen  Bedentong  der  Spar  einer  Zahl  die  fol- 
gende Determinante: 


Z? 


«(SäS,),  s^i^e,),  •••,  s(utv) 


d.  h.  (siehe  (49),  (50))  die  Gleichung 


(76) 


^*  -  ^  (fi,  5i,  •  •  •,  Si»), 


oder  der  Satz:  Das  Quadrat  der  Determinante  Z  ist  die 
Diskriminante  der  'S  Zahlen  %^,  ^,  •  •  •,  %s  and  dem- 
nach bilden  diese  Zahlen  eine  Basis  des  Körpers 
K{A\  91)  oder  nicht,  jenachdem  die  Determinante  Z 
von  Null  verschieden  ist  oder  nicht. 

Insbesondere  geht,  wenn 


(77) 


fi"*!;  &=*«;  5«^«7  •••^  Siir 


a 


N-l 


gewählt  werden^  die  Determinante  Z  über  in  die  in  Gleichung 
(73)  enthaltene  Determinante^  und  somit  ist  die  Diskriminante 
z/  (a)  der  Zahl  a  nichts  anderes,  als  die  Diskriminante 
^  (1,  a,  a\  •  •  •,  a^"^)     des    Systems    der    Zahlen  1,    a, 


a' 


a 


N-l 


15.  Daher  ist  die  Diskriminante  der  den  Körper 
K(Ä]  fR)  erzeugenden  Zahl  Ä  zugleich  die  Diskrimi- 
nante seiner  Basis  1,  Ä,  A^,  •  - ',  A^^^.  Zufolge  der  allge- 
meineren Formel  (61)  unterscheidet  sich  yon  der  letzteren  die 
Diskriminante  irgend  einer  anderen  Basis  des  Körpers  nur  um 
einen  quadratischen^  in  91  enthaltenen  Faktor.  Wir  betrachten 
hier  insbesondere  noch  diejenige,  Nr.  13  entsprechende  Basis 
des  Körpers,  welche  aus  den  Zahlen 


('  «  Oi  1,  8. 


,  «-1;   IsO,  1,  2,  .•  -.r-l), 


besteht  und  bilden  ihre  Diskriminante.    Diese  ist  das  Quadrat 
nachstehender  Determinante: 
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1,  «, ,  <^-\  Ä,        ttA, ,      «"-M,  ••• 

ul,'-»,  aA{-\  ••;  a"-*ul,'-^ 


(78) 


1,  «„ ,  «,"-*,  Ä('\     «,^w, ,  V- »AW,  •  •  •  I 


in  welcher  für  einen  Augenblick  mit  a,  o^,  «,,  •  •  •,  a^_,  wie- 
der die  Wurzeln  der  in  9i  irreduktibeln  Gleichung 

(79)  af"  +  a^sf"^  +  a^af"^  H h  a,  -  0, 

welcher  die  Zahl  a  genügt;,  und  mit 

die  Wurzeln  der  im  Körper  K(cif]  81)  irreduktibeln,  mit  (67) 
konjugierten  Gleichung 

(80)  af  +  Jc, («,)  .  ar-'  +  Ar, («,)  •  sf  +  k,{a,)  -  0 

bezeichnet  worden  sind.  Nach  den  Regeln  der  Determinanten- 
theorie ist  die  Determinante  (78)  das  Produkt  folgender  Fak- 
toren: 


(81) 


1,  «, 
1,  «1, 


a* 


«i' 


•    •   ■   • 


,it~i 


1,  A,       A*,... 

1,  A„      A,',  •■■;  vip» 


1,  A<,«-'),.--,4"-')'-' 


1   A        A*      ■••   A''-^ 


1       >!(»-»)    ..  .     yl("-l) 


-1^^-l 
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Das  Quadrat  der  ersten  dieser  Determinanteii  ist  aber  die 
Diskriminante  der  Gleichung  (79) ,  d.  i.  die  Diskriminante  der 
Zahl  a,  wenn  diese  als  dem  Körper  f  »  £'(a;  91)  angehorig 
gedacht,  ihre  Diskriminante  nämlich  in  diesem  Körper  gebil- 
det wird;  wir  bezeichnen  sie  als  solche  mit  8(a)y  sowie  die  im 
Körper  R^  K(Ä'y  91)  vom  Grade  N  gebildete  Diskriminante 
der  Zahlen  c^Ä^  mit  ^{---y  c^Ä\  •  •  •);  beide  sind,  da  sie 
rational  aus  Spuren  zusammengesetzt  sind  (vgl.  Nr.  8),  im  Ra- 
tionalitatsbereiche  9i  enthaltene  Größen.  Denkt  man  sich 
andererseits  den  aus  Ä  und  9t  henrorgehenden  Körper  A,  wie 
oben,  aus  der  Wurzel  Ä  der  in  f  irreduktibeln  Gleichung  (67) 
und  dem  Rationalitatsbereiche  f  entstanden  und  bezeichnet  ihn 
entsprechend  durch  ß  =»  £'(/!;  f),  so  ist  daA  Quadrat  der  zweiten 
der  Determinanten  (81)  offenbar  die  Diskriminante  der  Gleichung 
{67),  d.  h.  die  Diskriminante  der  Zahl  A,  wenn  diese  als  eine  Zahl 
des  Körpers  K(A]t)  vom  Grade  r  aufgefaßt,  ihre  Diskriminante 
also  in  diesem  Körper  mit  dem  Rationalitatsbereiche  f  gebildet 
wird;  als  solche  wird  sie  eine  im  letztem  enthaltene  Zahl  sein,  und 
ihre  konjugierten  Werte  erhalten  werden,  wenn  a  durch  die  anderen 
Werte  ^i»  ttjr")  ^«-i  ^^^  ^^^  Körper  t  erzeugenden  Zahl  a  ersetzt 
wird,  wodurch  allgemein  A^  in  A^^^\  ^^\  ' ' 'y  A^^'^^  resp., 
die  zweite  der  Determinanten  (81)  also  in  die  folgenden  ver- 
wandelt wird.  Bezeichnet  man  daher  die  in  der  angegebenen 
Weise  mit  Bezug  auf  den  Rationalitatsbereich  I  gebildete 
Diskriminante,  die  sogenannte  IRelatiydiskriminante  der 
2ahl  A  mit  /Ji{A),  so  wird  das  Produkt  aus  den  Quadraten 
der  letztbetrachteten  n  Determinanten  nichts  anderes  sein,  als 
die  in  f  genommene  Norm  dieser  Größe,  welche  durch  n{jdi{A)) 
bezeichnet  werden  mag.  So  gelangt  man  schließlich  zu 
der  folgenden  wichtigen  Beziehung: 

(82)  ^(-  •  •,  i^A\  . . .)  =  ^is^y  -niJtiA)), 

auf  die  spater  zurückgewiesen  werden  wird. 

16.    Bilden   die   N  Zahlen   (d^,  m^y  •  •  •,  (Oa'   irgend    eine 
Basis  des  Körpers  N^^  Grades,  so  ist  die  Determinante 

S(öiCii),  iS(aJi03,),  '  •  •,  S(oiCDa'), 

S(a),fi},),   S(cd,ö,),  •••,  5(0, öür), 


S(gJaOi),  S(©3'öJ|),    •  •  •,    S((OjiG}j,) 
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als  DiBkriminaiite  der  Basis  Ton  Null  TerschiedeD.  Durch  Auf- 
lösung des  Systems  linearer  Gleichungen 

(83)     lö|  =■  8  (jO^fO^  •  Oj'  +  S(jO^  (Dj)  •  OJj    +  •  •  •  +  S(G}i  CDjv)  •  Gl  s 

(/»l,  «,...,  A') 

ergibt  sich  daher  ein  bestimmtes  endliches  Wertsystem  Oj^'^ 
cj^'y  '  * ';  <^i/y  dessen  Glieder,  weil  die  samtlichen  XoefSzienten 
5(g}jG>^)  als  Spuren  Ton  Zahlen  des  Korpers  zu  {R  gehören, 
mit  (Ol,  (o^y  - '  ,  oDjff  zugleich  Zahlen  des  Körpers  und  ebenfalls 
eine  Basis  desselben  bilden,  da  durch  sie  die  letztgenannten 
und  folglich  alle  Zahlen  des  Körpers  linear  ausdrückbar  sind. 
Diese  neue  Basis  des  Körpers  soll  die  zur  ersteren 
komplementäre  Basis  heißen. 
Sei  nun 

t  =•  Pi^l  +  Qi(Of  +  '  '     +  QyCO^y 

eine  beliebige  Zahl  des  Körpers,  so  folgt  mit  Bücksicht  auf 
die  in  den  Formeln  (41),  (42)  ausgedrückten  Eigenschaften 
der  Spur  aus  (83)  die  Gleichung 

(84)  g  «  S{t<D,)  .  <  +  Ä(ga>,)  .  40,'  +  . .  .  +  S(gcj^)  .  miy 

welche  jene  als  speziellen  Fall  in  sich  enthalt;  ftlr  den  be- 
sonderen Wert  S  ="  <»/  ^^^  liefert  sie  wegen  der  in  fR  statt- 
findenden Unabhängigkeit  der  Zahlen  o^'y  m^y  •  *  -,  (Os  sogleich 
die  Beziehung 

(85)  SKaiO  =  (i,  Aj), 

WO  unter  dem  Symbole  (i,  Tc)  die  Eins  oder  die  Null  verstau- 
den  wird,  je  nachdem  i,  Ic  einander  gleich  oder  voneinander 
verschieden  sind.  Bedeuten  daher  iQ,  Sl'  die  Werte  der  Deter- 
minante Zy  wenn  darin  unter  g^,  £,,  •  •  •,  i^f  einmal  die  Zahlen 
^ij  ^%j  ' '  '}  ^yy  ^^  andere  Mal  die  Zahlen  g}|',  co/,  •  •  •,  Gijf 
gedacht  werden^  so  folgt  aus  (85)  ftlr  das  Produkt  derselben, 
d.  h.  für  den  Ausdruck 


Sl'Sl' 


die  Gleichung 

(86)  Ä  .  Ä'  =  1 


S{(Oi'wi)y  S(a)/cDj),  •  •  •,  8(^1  (Ojf) 

^(Oj'lDi),    ^(©/iD,),    •  •  •,    ^(Oj'cDjv) 

8{iOjfWi)y  8{mi(o^)y  •  •  •,  S{G)jia)y) 
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und  folglich  auch 

(87)  ^(©1,  ©„  •  •  •,  a>^)  •  z/(c}/,  d,',  •  •  •,  oif)  ^  1. 

Die  so  für  eine  Basis  ca^,  (o^,  >  -  -,  (Oy  und  f&r  ihre  kom- 
plementäre Basis  cD^y  (o^y  • ' ',  (o^  gefundene  Beziehung  (85) 
reicht  nun  auch  hin^  zwei  ihr  g^ügende  Systeme  Yon  Zahlen 
des  Körpers  als  zu  einander  komplementäi»  Basen  desselben 
erkennen  zu  lassen  und  ist  demnach  charakteristisch  für 
solche.  DenU;  wenn  f&r  zwei  Systeme  m^^  o/  Yon  Zahlen 
des  Körpern  die  Beziehung  (85)  besteht,  so  bildet  zunächst 
jedes  derselben,  da  aus  (85)  sich  (87)  ergibt,  ihre  Diskrimi? 
nanten  also  nicht  verschwinden,  eine  Basis  des  Körpers,  sodaß 
man  Gleichungen  ansetzen  kann  yon  der  Form 

(88)  oj;  =«  a,!©/  +  ««ög'  H h  ai^a^, 

(i  =  l,  8,     -.,  N) 

in  denen  die  Koeffizienten  a^^  in  01  enthalten  sind;  aus  diesen 
aber  folgt 

d.  i.  wegen  (85) 

a,t«S(a}^io^), 

mithin  stimmen  die  Gleichungen  (88)  mit  den  Gleichungen  (83) 
überein  und  ei^eben  so  <o^\  qd^'j  •  •  •,  (o^f  als  die  zu  o^,  (d^,  •  -  •,  Q}^ 
komplementäre  Basis.  Da  aber  die  Beziehungen  (85)  voll- 
kommen  symmetrisch  sind  in  bezug.  auf  die  beiden  Zahlen- 
systeme, so  findet  sich  ebenso  o^,  o^y  -  -  -,  ^n  als  die  zu 
G}^\  G>|',  •  •  •,  (üii  komplementäre  Basis;  die  mit  diesem 
AnsdruckbezeichneteBeziehung  zwischen  zweiZahlen- 
systemen  des  Körpers  findet  mithin  stets  gegen- 
seitig statt. 

Wie  die  Gleichung  (85)  ist  übrigens  auch  die  Gleichung 
(84)  für  zwei  komplementäre  Basen  charakteristisch:  zwei 
Systeme  a>^,  o,,  •  •  •,  o^  und  ea^y  m^\  •  •  •,  (Os  sind  solche 
Basen,  wenn  jene  Gleichung  fUr  jede  Zahl  £  des  Körpers  be- 
steht» Denn  jedenfalls  muB  alsdann  das  zweite  der  Systeme 
eine  Basis  des  Körpers  son;  da  aber  dann  fOr  ^  »  cd/  sich  aus 
jener  Gleichung  die  Beziehung  (85)  ergibt,  so  ist  auch  das 
erste  System  eine  Basis  des  Körpers,  nämlich  die  zum.  yorig^i 
komplementäre. 
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Nach  der  kurz  Toranfgehenden  Aussage  darf  man  in  der 
Gleichung  (84)  die  beiden  Basen  miteinander  Tertauschen^ 
sodaß  für  jede  Zahl  i  des  Körpers  auch  die  folgende  Be- 
ziehung erf&llt  ist; 

(89)  i  -  Sita^')  .  cDi  +  «(gw^O  .  0,,  +  . . .  +  «({;«;)  .  &^, 

Insbesondere  bestehen  also  neben  den  Gleichungen 
(83)  die  nachstehenden,  welche  ihre  Auflösung  reprä- 
sentieren: 

(90)  cd/  —  S{a}^m^^  •  m^  +  S(ai/a),')  •  lo,  H h  8(c3^m^)  •  oy. 

Durch  Substitution  der  Werte  (83)  ergibt  sich  aus  ihnen 


„ '   ^  /„ .  V 


^  (*"*'•  2  ^("»"O  ^(«»/"»')) 


(91)  >^SK<o^SKa,;)-(*,  A). 


und  folglich  wegen  der  Unabhängigkeit  der  09/  untereinander 
die  Gleichheit 

Wenn  nun  ^^  ^,  •  •  -^  ^^^  irgend  eine  andere  Basis  des 
Körpers  bedeuten,  welche  mit  der  Basis  fu^,  a^,  -  ^  -,  oy  durch 
N  lineare  Gleichungen 

(92)  ti  —  9a&i  +  9i%^%  H f-  e«^öj,v 

(•  =  1,2,  "',N) 

verbunden  ist,  so  ergibt  sich  durch  Yergleichung  mit  (89) 
für  alle  i,  k  die  Gleichheit 

9ik  =  sii^fo^;). 

Ist  aber  g/,  £,',  •  •  •,  ty  die  zu  d,  J,,  •  •  •,  ty  komplementäre 
Basis,  so  liefert  die  bezügliche,  mit  (84)  analoge  Formel  f&r 
5 «—  ß)/  die  Gleichung 

«;  -  fif(ai;ei)  •  ex'+  ««£,)  •£,'  +  •••  +  5(0/5^^)  •  u 

d.  h. 

(93)  «ö/«  Qiit^'  +  Q^it^' H h  (>,v,tj; 

(.  =  1,2,  ...,iV) 

d.  h.  den  Satz:    Bestehen    zwischen    den    beiden    Basen 

ii9  t»;  "  '9  iif  ^^^  ^1;  ^19  ' ' '}  ^N  die  Gleichungen  (92)^ 
so  gelten  zwischen  den  zu  ihnen  resp.  komplemen- 
tären Basen  gj',  f^',-  •  •,  ti  und  cd/,  m^',  -  * ',  ajf  die  „trans- 
ponierten" Gleichungen  (93). 
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Ersetzt  man  ^  in  (89)  durch  ^m^y  so  kommt 

(/  =  1,  •,  .  .  .  iV). 

Die  Yergleichung  dieses  Systems  von  Gleichungen  mit  den 
Gleichungen  (32)  und  die  Definition  (39)  für  die  Spur  einer 
Zahl  laßt  sogleich  erkennen,  dafi 

Sit)  »  Ä(5«iO  +  S(tü's®»0  +  •  •  •  +  S({«i^«;), 
d.  h. 

(94)  Sii)  -  5(e<r) 

ist,  wenn  man  zur  Abkürzung 

(95)  <f  =  GJio/  +  ö>ja>,'+  .  •  •  +  Oi^oj^ 

setzt.  Genmß  dieser  f&r  jede  Zahl  i  des  Körpers  gefundenen 
Beziehung  nimmt  die  Formel  (89)  für  (  » <y  die  Gestalt  an: 

6  =-  S(©i')  »1  +  S(a>j')a>,  H h  Ä(®/f)  »jy, 

ein  Ausdruck,  der  aus  ihr  auch  für  S »  1  hervorgeht,  und 
somit  ist  ö,  d.  h. 

(96)  CO^CD^'  +  ©2  08'+  •  •  •  CüjflOy  =*  1. 

Da  nun  aus  (83) 

und  aus  (90) 

hervorgeht,  so  findet  sich  mit  Beachtung  von  (91)  jede  dieser 
beiden  Summen  gleich 

und  wegen  (96)  also  noch  nachstehende  Doppelgleichheit: 
2  S (o/ 0*0  «><fl>jfc  =-  2^ 8(p^m^  ©/cd/  =-  1. 

17.  Zum  Beschluß  dieser  allgemeinen  Betrachtungen  über 
Zahlenkorper  denken  wir  uns  noch  den  (nach  Nr.  11  und  12 
endlichen)  Körper  St^K(Ä'^^)  vom  Grade  N,  welcher  aus  dem 
endlichen  Körper  1=^  K{a]  9ft)  vom  n^*°  Grade  und  allen  ihm 
konjugierten  Körpern  P*>,  P*),     •  •,  P"-*)  zusammengesetzt  ist. 
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Die  bezüglich  f  zu  einander  konjugierten  Zahlen  «,  €^^\ 
(if^\  •  • ',  o^"*"^)  sind  die  Wurzeln  einer  in  91  irreduktibeln 
Gleichung,  welche  wieder 

(97)  X"  +  aisf'^  +  a,Äf-*  H 1-  »«  —  0 

heiße;  jede  in  St  enthaltene  Zahl  ist  mithin  aus  a,  a^^\ 
a^^f  '  •  'f  a^**'^)  und  Zahlen  des  Bationaliiätsbereiches  91  in 
rationaler  Weise  zusammengesetzt  und  St  ist  die  (Gesamtheit 
aller  so  entstehenden  Zahlen.  Wenn  nun  S  eine  beliebige  der 
N  Substitutionen  ist,  welche  der  Korper  ß  zulaßt,  so  resultiert 
aus  ihr  offenbar  auch  für  jeden  der  in  St  enthaltenen  Körper 
f,  V^^\  P*^,  ■  •  •,  P""*>  eine  ganz  bestimmte  Substitution,  bei 
welcher  aber  jede  der  in  ft  enthaltenen  Zahlen  a,  €^^\  af^,"-, 
«(••- 1)  nur  in  eine  Wurzel  der  Gleichung  (97)  verwandelt,  bei 
welcher  also,  weil  verschiedene  Zahlen  des  Korpers  St  durch 
die  Substitution  S  auch  in  verschiedene  21ahlen  übergehen, 
diese  Zahlen  a,  af^^\  af^^  •  •  •,  a^*'*^  nur  untereinander  vertauscht 
werden  können.  Somit  verwandelt  sich  jede  in  ft  enthaltene 
Zahl  t  als  rationale  Funktion  jener  Zahlen  mit  zu  91  gehörigen, 
also  unveiundert  bleibenden  Koeffizienten  in  eben  dieselbe 
Funktion  jener  nur  andere  geordneten  Zahlen,  bleibt  mithin 
eine  rationale  Funktion  von  «,  a^^\  c^^\  •  •  •,  a^""^),  d.  i.  eine  Zahl 
des  Körpers  ^.  Hieraus  folgt  offenbar  zunächst,  daß 
der  Körper  ^  bei  jeder  Substitution  derselbe,  nämlich  aus 
der  Gesamtheit  derselben  Zahlen  zusammengesetzt  bleibt,  d.  h. 
also  ein  Galoisscher  Körper  ist. 

Wenn  femer  die  Zahl  t  ^^'^  symmetrische  Funktion  der 
Zahlen  a,  a^^\  a^*^,  •  •  •,  a^^~'^\  d.  i.  der  Wurzeln  der  Gleichung 
(97)  ist,  so  bleibt  sie  bei  jeder  der  N  Substitutionen  des  Kör- 
pers ungeändert,  ist  also  eine  einwertige  Zahl  desselben 
Bezeichnet  man  aber  mit  g,  g^^>,  $(*>,  •  •  •,  5^^"^'  die  bezüglich 
irgend  eines  Körpers  IP^  Grrades  konjugierten  Werte  von  ^, 
so  ergibt  sich  für  die  Spur  einer  einwertigen  Zahl  l  die 
Gleichheit: 

Ä  (Ö  -  S  +  £<^>  +  g<*>  +  •  •  •  +  g<^-  ^>  -  i^  •  f , 

mithin  i'^-'^j  ^^<^  folgUch  ist  jede  einwertige  Zahl 
eines   Körpers   gleich   einer   in   seinem  Rationalitäts- 
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bereiche  enthaltenen  Zahl.  Man  schließt  hier  also  weiter^ 
dafi  jede  symmetrische  rationale  Funktion  der  bezüg- 
lich des  Körpers  I  konjugierten  Zahlen  a^  €^^\  af'^,  •  •  -, 
af^-^)  eine  Zahl  seines  Bationalitätsbereiches  ist. 

Nun  sind  diese  Zahlen  die  Wurzeln  einer  beliebig  ge- 
gebenen (in  9t  irreduktibeln)  Gleichung  (97).  Nimmt  man 
diese  Gleichung  als  die  allgemeine  Gleichung  n^  Grades,  d.  h. 
ihre  Koeffizienten  ab  Unbestimmte  an,  so  ist  sie  notwendig 
irreduktibel  und  die  Koeffizienten  sind  selbst  die  Elemente 
ffVj  91";  •  •  •  des  Bationalitätsbereiches  der  Gleichung.  Hier- 
mit erhält  man  dann  den  bekannten  Satz  aus  der  Theorie  «der 
algebraischen  Gleichungen: 

Jede  symmetrische  rationale  ganzzahlige  Funk- 
tion Yon  den  Wurzeln  einer  Gleichung  ist  eine  ratio- 
nale und  ganzzahlige  Funktion  ihrer  Koeffieienten?) 


Zweites  Kapitel. 
Die  Modaln. 

1.  Sondert  man  aus  der  Gesamtheit  aller  in  91  algebrai- 
schen Zahlen  die  ganzen  unter  ihnen  aus,  so  erhalt  man  ein 
System  yon  Zahlen,  welches  sich  nach  Kap.  1  Nr.  2  durch 
Addition,  Subtraktion  und  Multiplikation  seiner  Zahlen  repro- 
duziert. Beyor  wir  nun  dazu  übergehen,  die  arithmetischen 
Eigenschaften  dieses  Systems  der  ganzen  in  9t  algebraischen 
2^hlen  zu  untersuchen,  ist  es  von  wesentlichem  Nutzen,  zu- 
vorderst solche  Systeme  von  Zahlen  zu  betrachten,  die  wenig- 

1)  Jede  Bymine  tri  sehe  ganze  und  ganzzahlige  Funktion 
der  Wurzeln  wird  demnach  eine  ganze  und  ganzzahlige  Funk- 
tion der  Koeffizienten  sein.  Denn,  ist  91  der  aus  den  unbestimmten 
Koeffizienten  der  allgemeinen  Gleichung  entspringende  Bationalitäts- 
bereick,  so  ist  jede  Wurzel  dieser  Gleichung  und  somit  auch  jede  ganze 
-and  ganzzahlige  Funktion  ihrer  Wurzeln  eine  in  8t  algebraische  ganze 
Grdße,  jede  symmetrische  Funktion  dieser  Art  aber  zudem  auch  in 
8%  enthalten,  woraus  die  Behauptung  mittels  Kap.  4  Nr.  2  hervorgeht. 

BAohmaiin,  ZahlanihMTia.    T.  4 


50  Zweites  Kapitel. 

stens  bei  Anwendung  der  beiden  erstgenannten  Operationext 
reproduziert  werden. 

,  Man  nennt  jede  solche  Gesamtheit  von  Zahlen, 
welche  also  durch  den  Umstand  charakterisiert  ist, 
daß  die  Summe  a  +  a"  und  die  Differenz  «'—  a"  zweier 
ihrer  Zahlen  a,  a'  stets  wieder  eine  ihrer  Zahlen  ist, 
nach  dem  Vorgänge  von  Dedekind,  der  ihre  Theorie  in  wei- 
terem Umüemge  entwickelt  hat/)  einen  Modulus  von  Zahlen. 
Wir  müssen  uns  hier  damit  begnügen,  die  einfachsten  Sätze, 
die  für  Moduln  gelten,  sofern  sie  weiterhin  notwendig  sein 
werden,  abzuleiten. 

Der  einfachste,  doch  nur  uneigentliche  Modulus  ist  offen- 
bar die  einzelne  Zahl  Null;  sie  ist  in  jedem  anderen 
Modulus  enthalten,  da  ein  solcher  mit  der  Zahl  a  zugleich 
auch  die  Differenz  a  ~  a  =  0  enthalt.  Wenn  wir  aber  in  der 
Folge  Yon  diesem  Modulus  absehen,  so  wäre  der  elementarste 
Ton  allen  die  Gesamtheit  der  (positiven  und  negativen)  ratio- 
nalen ganzen  Zahlen;  er  soll  im  folgenden  stets  durch  das 
Zeichen  j  ausgedrückt  werden.  Desgleichen  bilden  ersichtlich 
sämtliche  Vielfachen  einer  rationalen  ganzen  Zahl  m  einen  in 
2  enthaltenen  Modulus  m;  und,  wenn  d  ein  Teiler  von  m  ist, 
so  machen  allgemeiner  die  Vielfachen  von  d  wieder  einen 
Modulus  b  aus,  in  welchem  der  ebengenannte  gleichfalls  ent- 
halten ist. 

Der  Umstand,  daß  ein  Modulus  m  in  einem  andern 
Modulus  m'  enthalten  ist,  d.  h.  daß  alle  seine  Zahlen 
zugleich  auch  Zahlen  des  letztern  Modulus  sind,  soll 
durch  das  Zeichen 

(1)  m }-  m' 

ausgedrückt  werden.  Wenn  aber  der  so  bezeichnete 
Umstand  stattfindet,  soll  nt  teilbar  heißen  durch  m', 
oder  m'  ein  Teiler  von  m  genannt  werden. 

Diese  scheinbar  den  Sachverhalt  verkehrende  Ausdrucks- 


1)  Dedekind,  sar  la  th^orie  des  nombrea  entiers  alg^briques, 
Paris,  Gauthier-Yillars,  1877,  extrait  du  Bulletin  des  sc.  math^m.  et 
astron.  (1)  9  et  (2)  1;  femer  Dirichlets  Vorlesungen  über  Zahlentheorie, 
herausgeg.  von  Dedekind,  4.  Aufl.,  1894,  p.  49S. 
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Tv^eise  wird  gleichwohl  durch  die  Folge,  wie  schon  durch  das 
Yorau%ehende  Beispiel  gerechtfertigt;  denn  in  diesem  durch 
die  Formel  m  ^  b  bezeichneten  Falle  entspricht  in  der  Tat 
der  Modnlus  b,  obwohl  er  umfassender  ist  als  der  Modulus  m, 
einem  Teiler  d  von  der  Zahl  m,  welcher  der  Modulus  m 
entspricht,  und  darf  daher  passend  ebenfalls  ein  Teiler  von 
nt  genannt  werden. 

Enthält  ein  Modulus  m  die  Eins,  so  enthalt  er  auch 
jede  rationale  ganze  Zahl,  d.  h.  den  gesamten  Modulus  },  wie 
denn  auch  das  Umgekehrte  Yon  selbst  einleuchtet;  jener  Um- 
stand ist  also  identisch  mit  der  Bedingung  5^m. 

Da,  wenn  gleichzeitig 

(2)  m  J^  n,    n  >-  m 

ist,  die  Zahlen  eines  jeden  der  beiden  Moduln  m,  n  auch  Zahlen 
des  andern  sind,  so  bilden  diese  beiden  die  gleiche  Gesamtheit 
Ton  Zahlen,  was  durch  die  Gleichheit 

(3)  m  «  n 

ausgedrückt  werden  soll;  die  beiden  Bedingungen  (2)  sind  also 
mit  dieser  Gleichheit  identisch:  zwei  Moduln,  deren  jeder 
ein  Teiler  des  andern  ist,  sind  einander  gleich. 

Sind  a,  6  zwei  Zahlenmoduln  und  bedeutet  a  jede 
Zahl  des  ersten,  ß  jede  Zahl  des  zweiten,  so  bildet  die 
Gesamtheit  aller  Zahlen  a  +  ß  wieder  einen  Modulus, 
der  durch  das  Zeichen  o  +  b  oder  b  +  0  angezeigt  wer- 
den soll;  denn,  sind  a,  a'  irgend  zwei  Zahlen  in  a,  und 
ß^^  fi'  irgend  zwei  solche  in  b,  so  gehören,  da  dann  auch 

f^    ±^   ,    ß    ±ß 

bezw.  in  a  und  b  enthalten  sind,  mit  a  +  ß',  u"  +  ß"  zugleich 
auch  die  Zahlen 

(« +  ^)  ±  («" + ß")  -  («'  ± «")  +  iß'  ±  ß") 

der  Gesamtheit  a  +  ß  2äi. 

Da  zu  den  Zahlen  a  wie  ß  auch  die  NuU  gehört,  so 
enthalt  der  Modulus  a  +  h  sowohl  sämtliche  Zahlen  a  des 
Modulus  a,  als  auch  sämtliche  Zahlen  ß  des  Modulus  b,  so 
daß  man  setzen  darf 

aj-a  +  b,    \)i^a  +  \>'^ 
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mithin  ist  der  Modulufl  a  +  b  gemeinsamer  Teiler  von  a  und  6. 
Ist  aber  m  irgend  ein  gemeinsamer  Teiler  dieser  Moduln: 

a  J-  m,    b  ^  m, 

so  sind  mit  allen  Zahlen  a  von  a  und  allen  Zahlen  ß  von  h 
zugleich  auch  alle  Zahlen  a  +  ß  von  a  +  6  in  m  enthalten, 
mithin  m  ein  Teiler  von  a  +  b.  Da  endlich  auch  umgekehrt 
jeder  solcher  Teiler  mit  a  +  h  zugleich  auch  a  und  b  in  sich 
enthalt,  also  gemeinsamer  Teiler  dieser  beiden  Moduln  ist, 
ergibt  sich  der  Satz:  die  gemeinsamen  Teiler  zweier 
Moduln  Q,  b  stimmen  überein  mit  den  sämtlichen  Tei- 
lern des  Modulus  a  +  hf  der  selbst  ein  gemeinsamer 
Teiler  ist  und  deshalb,  obwohl  an  Umfang  am  klein- 
sten, in  Analogie  mit  der  Theorie  der  rationalen 
ganzen  Zahlen,  der  größte  gemeinsame  Teiler  Ton  a 
und  b  genannt  werden  soll. 

Ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  zweier  Moduln 
gleich  einem  Yon  ihnen,  so  ist  dieser  ein  Teiler  des 
andern  und  umgekehrt.  Denn  aus  a  -{-h  ^h  folgt  wegen 
a  ^  a  +  b  die  Beziehung  a^b;  umgekehrt,  so  oft  a  ^  b  ist, 
sind  mit  den  Zahlen  a  von  a  auch  alle  Zahlen  a  +  ^  in  b 
enthalten,  also  ist  a  +  b  ^  b,  da  aber  auch  umgekehrt  b  ^  a  +  b 
ist^  so  ergibt  sich  die  (xleichheit  von  a  +  b  und  b. 

Endlich  leuchtet  unmittelbar  aus  dem  Sinne  des 
Zeichens  ^  ein,  daß,  so  oft 

a  ^  a',    b  J-  b' 

ist,  auch 

a  +  b  5-  a'  +  b' 
sein  muß. 

Zu  einem  ferneren  Grundbegriffe  gelangt  man,  wenn  man 
die  Gesamtheit  aller  Zahlen  ins  Auge  faßt,  welche  zu- 
gleich in  zwei  gegebenen  Moduln  a,  b  enthalten  sind; 
auch  diese  Gesamtheit  ist  wieder  ein  Modulus,  welcher 
nach  DedekindsYoTgAnge  mit  a  — b  oder  h  —  a  bezeichnet 
werde.  Sind  nämlich  /,  /'  irgend  zwei  derselben  angehShge, 
also  beide  sowohl  in  a  als  in  b  vorhandene  Zahlen,  so  gehören 
der  Definition  eines  Modulus  zufolge  auch  die  Zahlen  y'  ±  /' 
sowohl  zu  a  wie  zu  b  und  demnach  auch  zu  der  gedachten 
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Gesamtheit^  charakterisieren  diese  somit  als  Modulas.    Da  nua 

gleichzeitig 

a  —  bj-a,    a  —  hyh, 

d.  i.  a  —  6  sowohl  durch  a  wie  durch  6  teilbar  ist^  darf  der 
Modulos  a  —  b  ein  gemeinsames  Vielfache  von  a  nnd  6  ge- 
nannt  werden.  Ist  aber  m  irgend  ein  gemeinsames  Viel- 
fache derselben,  so  daß  m  sowohl  in  a  wie  in  b  enthalten  ist,  so 
muß  m  offenbar  anch  in  a  —  b  enthalten,  durch  a  —  b  teilbar 
oder  ein  Vielfaches  von  a  —  i  sein;  und  umgekehrt  wird  jedes 
Vielfache  m  von  o  —  b  wegen  m  ^  a  —  b  auch  die  Bedingungen 
m^  a,  myi  gleichzeitig  erfOUen,  d.  i.  ein  gemeinsames  Viel- 
fache von  a  und  b  sein.  Somit  ergibt  sich  der  Satz:  Die 
gemeinsamen  Vielfachen  zweier  Moduln  a,  b  stimmen 
überein  mit  den  sämtlichen  Vielfachen  des  Modulus 
a  —  by  welcher  selbst  ein  gemeinsames  Vielfache  ist 
nnd  deshalb,  obwohl  an  Umfang  am  größten,  das 
kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  a  und  b  genannt 
werden  solL 

Ist  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  zweier 
Moduln  gleich  einem  von  ihnen,  so  ist  dieser  teilbar 
durch  den  andern,  und  umgekehrt.  Denn,  ist  a-'h^i,, 
so  sind  eben  alle  Zahlen  von  b  auch  solche  von  a,  d.  i.  b  ^  a; 
umgekehrt  aber  folgt  aus  dieser  Beziehung,  daß  die  Zahlen, 
welche  b  mit  a  gemeinsam  hat,  mit  den  sämtlichen  Zahlen 
von  b  identisch  sind. 

Endlich  folgt  wieder  aus 

0  J-  a',    b  J-  b' 
auch 

a  -  b  J-  o'  ~  b', 

denn  die  a  und  b  gemeinsamen  Zahlen  werden,  weil  einerseits 
in  a',  und  andererseits  in  V  enthalten,  auch  a'  und  V  gemein- 
sam, d.  i.  in  a'  —  V  enthalten  sein. 

Unter  den  mannigfachen  Folgerungen,  die  aus  diesen  De- 
finitionen zu  ziehen  sind,  heben  wir  nur  den  einen  Satz 
hervor,  der  sich  in  nachstehender,  für  irgend  drei 
Moduln  a,  b,  c  gültigen  Formel  ausspricht: 

(4)  a-(b--c)  =  (a-b)-c; 
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in  der  Tat  bezeichnet  die  eine,  wie  die  andere  Seite  dieser 
Gleichheit  nnr  auf  yerschiedene  Weise  die  Gesamtheit  der 
Zahlen,  welche  allen  drei  Moduln  gemeinsam  sind. 

2.  Bedeutet  wieder  a  jede  Zahl  ia  a,  ß  jede  Zahl  in  b, 
80  ist  offenbar  die  Gesamtheit  der  Produkte  aß  und  der 
aus  solchen  durch  Addition  oder  Subtraktion  ent- 
stehenden Zahlen  ein  neuer  Modulus,  welcher  das 
Produkt  der  Moduln  a,  b  genannt  und  mit  ab  oder  ba 
bezeichnet  werden  soll.  Diese  Definition  dehnt  sich  so- 
gleich auf  das  Produkt  einer  beliebigen  Anzahl  von  Faktoren 
aus,  und  man  erkennt  auch  unmittelbar  aus  ihr,  daß  die  Fak- 
toren des  Produkts  beliebig  yertauscht  werden  dürfen,  nicht 
minder,  daß  die  Multiplikation  von  Moduln  assoziativ  ist,  d.  h. 
daß  die  Gleichheit  besteht: 

(5)  (ab) .  c  =  a  .  (bc). 

Aus  der  Bedeutung  des  Produkts  mehrerer  Moduln  er- 
gibt sich  sogleich  die  Bedeutung  der  Potenz  a**  eines  Modulus  a 
als  des  Produkts  aus  n  gleichen  Faktoren  a. 

Für  jeden  Modulus  a  ist  ferner 

(6)  di^a. 

Denn,  ist  g  irgend  eine  rationale  ganze,  d.  i.  zu  3  gehörige 
Zahl,  so  gehört  der  Definition  eines  Modulus  zufolge  das  Pro- 
dukt ea  und  folglich  auch  jede  Summe  oder  Differenz  solcher 
Produkte  dem  Modulus  a  an,  der  umgekehrt,  da  jede  seiner 
Zahlen  a  gleich  a  -  1  gesetzt  [werden  kann,  in  aj  enthalten 
ist.  Die  Gleichung  (6)  ist  zudem  für  den  Modulus  j 
charakteristisch,  insofern  er  der  einzige  ist,  der  sie  für 
jeden  Modulus  a  erfüllt;  denn,  wäre  stets  am  »  a,  so  müßte 
auch  jm  =  j,  d.  h.  aber  m  =  }  sein. 

Aus  ay  a\  b^b'  folgt  wieder  ab  J^  a'b';  denn  nach 
den  Voraussetzungen  ist  jedes  Produkt  aß  auch  das  Produkt 
einer  Zahl  aus  a'  in  eine  Zahl  aus  V  und  folglich  auch  jedes 
Aggregat  solcher  Produkte  im  Modulus  a'V  enthalten. 

Insbesondere  besteht  also,  da  immer  a^a  ist,  w^en 
}a  =  a  die  Beziehung 

(7)  a  J^  ab,    so  oft    j  J-  b 
ist. 
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Aus  der  Fülle  von  Sätzen,  die  aus  diesen  Definitionen 
gefolgert  werden  können,  entnehmen  wir  nnr  den  einen  be- 
sonders  wichtigen,  für  irgend  drei  Moduln  a,  h,  c  gel- 
tenden, der  sich  ausspricht  in  der  Formel: 

(8)  (a  +  b)  •  c  =  ac  +  bc. 

In  der  Tat,  ist  a  jede  Zahl  in  a,  /3  jede  Zahl  in  b,  ^  jede 
Zahl  in  c,  so  ist  jedes  Produkt  {<o^  +  ß)  •  y  aus  einer  Zahl  in 
ü  +  b  und  einer  Zahl  in  c  die  Summe  ay  +  ßy  aus  einer  zu 
üt  und  einer  zu  bc  gehörigen  Zahl  und  ist  also,  ebenso  wie 
auch  jedes  Aggregat  mehrerer  solcher  Produkte  in  QC  +  bc 
enthalten;  also  ist  erstens 

(a  +  b)  •  c  J-  ac  +  bc. 
Da  andererseits 

aj-a  +  b,    h^a  +  h,    cj^c 

ist,  ergibt  sich 

ac  J-  (a  +  b)  •  c,    bc  J^  (a  +  b)  •  c, 

woraus  der  Definition  eines  Modulus  zufolge  offenbar  zweitens 

ac  +  bc5^  (a  +  b)  •  c 

folgt.    Beides  zusammen  bestätigt  die  Gleichung  (8). 

In  Anwendung  hieryon  ergibt  sich  dann  weiter 
die  allgemeine  Beziehung: 

(9)  (a  +  b  +  c)(bc  +  ca  +  ab)  =  (b  +  c)  •  (c  +  a)  •  (a  +  b), 

Ton  der  wir  später  einen  sehr  bedeutsamen  Gebrauch 
2U  machen  gedenken.  Denn,  werden  die  beiaen  Ausdrücke 
nach  den  voraufgehenden  Regeln,  nämlich  ganz  nach  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  der  algebraischen  Multiplikation  entwickelt, 
so  erhält  man  links  die  Summe: 

abc  -f  a^h  +  a*c  +  b*c  +  obc  -|-  b*a  +  c*a  +  c*b  +  abc, 

rechts  aber  diese  Summe: 

abc  +  a'b  +  ac*  +  a^c  +  b*c  +  Va  +  bc*  +  abc, 

die  mit  der  ersteren  gleichbedeutend  ist,  da  offenbar  die  Summe 
zweier  gleichen  Moduln  m  mit  nt  identisch  ist: 

(10)  w  +  m  =«=  m. 

Ist  a  jede  Zahl  eines  Modulus  a  und  ß  eine  ge- 
gebene,   Ton  Null    yerschiedene  Zahl,    so    bilden   er- 
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sichtlich  alle  Zahlen  aß  einen  Modnlus,  welcher  aß 
heiße.  Ist  a'  ein  zweiter  Modnlas  und  aß  y  a'ß^  so  ist  offen- 
bar jede  Zahl  aß  gleich  einer  in  a'ß  enthaltenen^  d.  i.  a  eine 
in  a'  enthaltene  Zahl,  mithin  folgt  a  ^  a'.  Aus  aß » a'ß 
ergibt  sich  daher  a  =■  a'. 

Sei  nun  m  ein  anderer  Modulus,  so  bildet  die  Ge- 
samtheit aller  Zahlen  ß,  für  welche  aß^vx  ist,  wie 
leicht  zu  ersehen;  wieder  einen  Modulus,  welcher  b 
heiße.  Denn,  sind  ß^,  ß!'  irgend  zwei  solche  Zahlen,  so  ge- 
hören, wenn  wieder  a  jede  Zahl  in  a  bedeutet,  die  Produkte 
aß\  aß"  der  Annahme  nach  und  folglich  auch  die  Produkte 
«(/5^  ±  ß")  dem  Modulus  m,  d.  h.  die  Zahlen  ß'  ±  ß'  der  ge- 
dachten Gesamtheit  an,  die  mithin  ein  Modulus  b  ist  von  der 
Beschaffenheit,  daß 

(11)  ab5-m. 

Der  so  definierte  Modulus  b  wird  von  Dedekind 
als  Quotient  der  Moduln  a,  m  mit 

(12)  6  -  f 

bezeichnet. 

Er  genießt  einer  ausgezeichneten  Eigenschaft  in 
dem  Falle,  daß  a  und  m  ein-  und  denselben  Modulus 
bedeuten,  in  welchem  Falle  wir  den  Modulus  b  mit  a^ 
anzeigen  wollen,  so  daß 

(13)  a«  =  -J- 

ist.  Sind  nämlich  c^®,  a^^  irgend  zwei  Zahlen  in  a^,  so  ist 
der  Definition  zufolge 

d.  h.,  wenn  a  irgend  eine  Zahl  in  a  bedeutei^  so  ist  aa|^  gleich 
einer  in  a  enthaltenen  Zahl  a\  demnach  ist,  da  auch  aa^^  y  a 
sein  soll,  a'a^^  oder  a  •  a^^a^^  wieder  in  Q  enthalten,  mit  andern 
Worten:  a^^a^^  ist  wieder  eine  in  a^  enthaltene  Zahl.  Somit 
reproduzieren  sich  die  Zahlen  des  besonderen  Modulus  a^ 
nicht  nur  durch  Addition  und  Subtraktion,  sondern 
auch  durch  Multiplikation,  derart,  daß  jedenfalls 

(14)  a«.a<»5-a^ 

ist.    Zu  den  Zahlen  des  Modulus  a^  gehört  aber  sicher  auch 
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die  EinS;  da  a  •  1  zugleich  mit  a  in  a  enthalten  ist;  demnach 
ist  )  ^  a^;  daher  auch  ga^  oder  a^  ^  a®  •  a^.  Mit  der  soeben 
gewonnenen  Beziehung  zusammen  ergibt  sich  hieraus  die 
Gleichheit 

(15)  a<>  •  a<^  «  0^. 

Hier  führen  wir  einen  neuen  für  die  Folge  außer- 
prdentlich  wichtigen  Begriff  ein,  den  einer  Ordnung  o 
von  Zahlen.  Wir  nennen  so  jeden  Zahlenmodulus^  der 
die  Eins  in  sich  enthält  und  sich  durch  Multiplika* 
tion  reproduziert,  oder  welcher  die  beiden  Bedingungen 
erfüllt: 

(16)  J  J-  0,  0  •  0  {»-  0, 

deren  zweite  dem  eben  Gesagten  entsprechend  scharfer  als  die 
Gleichheit 

(16a)  0-0  =  0 

gefaßt  werden  kann. 

Dieser  Definition  zufolge  ist  also  der  zu  irgend  einem 
Modulus  a  gehörige  Quotient  Q*  eine  Ordnang.  Aber  auch 
umgekehrt  ist  jede  Ordnung  o  ein  Quotient,  nämlich  der  Quo- 
tient 0®  =  — ;  denn  der  zweiten  Bedingung  (16)  gemäß  ist  p 

jedenfalls  in  diesem  Quotienten  o^  enthalten,  aus  der  ersten 
jener  Bedingmigen  folgt  aber  auch  umgekehrt 

0«  =  JO®5-00®5-0, 

und  somit  die  Gleichheit  o  »  0^. 

3.  Ist  m  ein  gegebener  Modulus,  so  sollen  zwei 
Zahlen  a,  ß  einander  kongruent  heißen  in  bezug  auf 
diesen  Modulus,  in  Zeichen: 

(17)  a  =  ß  (mod.  m), 

wenn  ihre  Differenz  eine  in  m  enthaltene  Zahl  ist. 

Nach  dieser  Definition  sind  offenbar  die  Zahlen  (i  des 
Modulus  m  selbst  durch  die  Kongruenz 

(18)  /t  =  0  (mod.  m), 

der  sie  und  sie  allein  genügen,  charakterisiert.  Auch  folgt 
unmittelbar  aus  jener  Definition,  daß,  wenn  die  Kongruenz  (17) 
zweier  Zahlen  o,  ß  (mod.  m)  besteht,  sie  auch  für  jeden  Mo- 
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dolus  b  erfüllt  ist,  der  ein  Teiler  you  m  ist;   wenn  nämlich 

a  —  ß  eine  Zahl  in  m  und  m  ^  b  ist^  so  ist  a  —  ß  auch  eine 

Zahl  in  b;  mithin 

«  =  /J  (mod.  b) . 

Desgleichen  folgt  aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  zweier 

Konirruenzen 

^  «  =  /J(mod.m),    «  =  /l(mod.n) 

auch  die  dritte: 

a  =  ß  (mod.  m  —  n); 

denn  jenen  zufolge  ist  a  —  j3  eine  zugleich  in  m  und  in  n 
enthaltene  Zahl. 

Offenbar  darf  endlich  die  Kongruenz  (17),  wenn 
sie  besteht,  mit  einer  beliebigen  zur  Ordnung  m^ 
von  m  gehörigen  Zabl  [i^  multipliziert  werden;  denn, 
da  für  eine  solche  jedes  Produkt  fifi^,  wo  (i  eine  Zahl 
in  m  ist,  zu  m  gehört,  so  wird,  wenn  (17)  besteht,  auch 
(a  —  ß)  '  (i^  eine  in  m  enthaltene  Zahl,  d.  h. 

a-  iiP  =  ß  '  11^  (mod.  m) 
sein. 

Ist  gleichzeitig  a^  ß  und  a^y  (mod.  m),  so  ist  auch 
/J  =  y  (mod.  m),  denn  mit  den  Zahlen  a  —  ß  und  a  —  y  gehört 
auch  ihre  Differenz  (a  —  y)  —  (a  —  /3)  =  /5  —  y  dem  Modulus  nt 
an.  Zwei  Zahlen  also,  welche  derselben  dritten  Zahl 
(mod.  nt)  kongruent  sind,  sind  es  auch  untereinander. 
Dieser  umstand  gestattet,  alle  Zahlen  in  bezug  auf 
einen  gegebenen  Modulus  in  Klassen  zu  verteilen,  in- 
dem man  sämtliche  Zahlen,  die  untereinander  kon- 
gruent sind,  in  eine  Klasse  zusammenfaßt;  dann  werden 
irgend  zwei  Zahlen  a,  ß  einander  kongruent  oder  inkongruent 
sein,  je  nachdem  sie  in  derselben  oder  in  verschiedenen  Erlassen 
sich  finden;  und  greift  man  aus  jeder  dieser  Klassen  nach 
Belieben  eine  Zahl  heraus,  so  wird  die  Gesamtheit  dieser 
Klassenrepräsentanten  die  charakteristische  Eigenschaft 
haben,  daß  jede  beliebige  Zahl  einem  imd  nur  einem  derselben 
(mod.  m)  kongruent  ist.  In  Analogie  mit  der  gewöhnlichen 
Zahlentheorie  nennt  man  solche  Gesamtheit  auch  ein  voll- 
ständiges Bestsystem  oder  ein  System  inkongruenter 
Zahlen  (mod.  m). 
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Statt  sämtlicher  Zahlen  wollen  wir  uns  so  nur  die 
Zahlen  eines  gegebenen  Modülus  a  in  Klassen  (mod.  m) 
verteilt  denken.  Es  ist  möglich^  daß  die  Menge  dieser 
Zahlenklassen  unbegrenzt  ist;  in  den  Anwendungen^  die  wir 
Ton  der  Theorie  der  Moduln  zu  machen  gedenken,  wird  sie 
im  Gegenteil  stets  eine  endliche  sein  und  dann  soll  nach 
Dedekind  ihre  Anzahl  durch  das  Zeichen  (a,  m)  aus- 
gedrückt werden;  Dedekind  behält  dies  Zeichen  auch  in 
dem  zuerst  erwähnten  Falle  bei,  gibt  ihm  dann  aber  den  Wert 
Null,  damit  die  für  den  andern  Fall  Torzutragenden  Sätze  auch 
für  jenen  ihre  Gültigkeit  behalten. 

Wir  denken  uns  nun  tn  insbesondere  als  das  kleinste  ge- 
meinsame Vielfache  a  —  h  zweier  gegebenen  Moduln  a,  b.  Zwei 
in  Q  enthaltene  Zahlen  a,  a\  welche  (mod.  6)  kongruent  sind, 
werden  es  auch  sein  (mod.  a  -  h),  denn,  wenn  die  in  a  entr 
haltene  Differenz  a  —  a'  auch  in  B  enthalten  ist,  so  gehört 
sie  eben  auch  zu  a  —  b.  Sind  aber  a,  a'  (mod.  6)  inkongruent, 
so  sind  sie  es  auch  (mod.  a  —  B),  denn,  gehörte  die  Differenz 
a  —  a"  dem  letzteren  Modulus  an,  so  finde  sie  sich  wegen 
a  —  6  ^  6  auch  im  ersteren.  Hieraus  ersieht  man,  daß 
die  Verteilung  der  Zahlen  des  Modulus  a  in  Klassen 
ganz  die  gleiche  ist,  ob  man  sie  (mod.  6)  oder  (mod.  a  — 6) 
ausführt;  insbesondere  muß  also  stets  auch  die  An- 
zahl der  Klassen  die  gleiche,  also,  sei  diese  endlich 
oder  unendlich, 

(19)  (a,  b)  =  (a,  a  -  b) 

sein. 

Man  darf  dieser  Gleichheit  die  folgende  hinzu- 
fügen: 

(20)  (a,  b)  =  (a  +  b,b). 

Denn,  bezeichnen  a\  a\  a'\  •  •  •  die  sämtlichen,  sei's  in 
endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  Yorhandenen  (mod.  b)  in- 
kongruenten Zahlen  des  Modulus  a,  so  bezeichnen  sie  auch  ein 
▼ollständiges  Bestsystem  des  Modulus  a  +  b  in  bezug  auf  den 
Modulus  b,  da  jede  Zahl  a  -{•  ß  des  ersteren  mit  a,  also  mit 
einer  und  nur  einer  der  Zahlen  a\  a",  a'\  •  •  *,  welche  auch 
zu  a  +  b  gehören,  nach  dem  letzteren  kongruent  befunden  wird. 
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Sind  ferner  a,  b,  c  drei  Moduln,  welche  die  Be- 
dingung erfüllen,  daß  c  ^  B  ^  a  iat,  so  besteht  die 
Gleichheit 

(21)  (a,c)  =  (a,b).(b,c). 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  wähle  man  ein  voll- 
standiges  Restsystem  a'y  a\  a'\  -  •  •  des  Modulus  a  (mod.  6); 
dann  werden,  da  b  in  a  enthalten  ist,  die  Zahlen  in  a  ins- 
gesamt durch  die  Ausdrücke 

(22)  a'  +  ß,    «"+A     «'"+ft..., 

repräsentiert,  wenn  darin  ß  sämtliche  Zahlen  des  Modulus  6 
durchlauft.  Bilden  aber  ß^,  ß!\  ß!'\  •  •  •  ein  Tollstandiges  Rest- 
system Yon  b  (mod.  c),  so  stellen  ebenso  die  Ausdrücke 

(23)  ?  +  Y,   r  +  y,   r  +  y,--- 

alle  Zahlen  ß  von  b  dar,  wenn  man  y  sämtliche  Zahlen  Yon  c 
durchlaufen  läfii     Mithin  repräsentieren  dann  die  Ausdrücke 

«'  +  /*'  +  Y}    «"  +  /*'  +  7}    «"'  +  /''  +  y;  •  •  • 
a  +  /S"  +  Yi    a '  +  ß"  +  Yj     «'"  +  ß"  +  Yy  '" 


(24) 


die  sämtlichen  Zahlen  des  Modulus   q.     Je  zwei  yerschiedene 
der  vorstehenden  Ausdrücke: 

sind  aber,  wie  leicht  ersichtUch,  inkongruent  (mod.  c);  denn, 
wären  sie,  also  auch  die  Ausdrücke 

a(0  +  |3(*)  und  a^')  -+-  /SC*-)  (mod.  c) 
kongruent,  so  müßten  diese,  da  nach  der  Voraussetzung  b  ein 
Teiler  von  c  ist,  es  auch  (mod.  b),  also  «W  =  a^')  (mod.  b),  d.  i. 
«(')  =  o^«')  sein;  dann  wären  jedoch  j8^*^  -j-  y,  /J(*')  -f-  y  also  auch 
j8<*>,  ß^^  (mod.  c)  kongruent,  d.  h.  j8<*)  =  /?<*'),  und  die  gedachten 
beiden  Ausdrücke  nicht  verschieden.  Hieraus  schließt  man, 
daß  die  Ausdrücke  (24)  ein  vollständiges  Restsystem  des  Mo- 
dulus a  (mod.  c)  reprasentieren,  und  damit  die  Richtigkeit  der 
behaupteten  Gleichheit,  wenn  man  noch  bedenkt,  daß  die 
Menge  der  Ausdrücke  (24)  dann  und  nur  dann  unendlich  ist, 
wenn  wenigstens  eine  der  beiden  Mengen  (22)  und  (23)  es  ist. 
Bedeuten  wieder  «',  «",  «"',  •  •  •  ein  vollständiges  Rest- 
system   (mod.  b)    oder,    was    nach   dem   Obigen   dasselbe   ist, 
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(mod.  a  —  b)  für  die  Zahlen  des  Modolns  a  und  a  eine  be- 
liebige Zahl  in  dem  letzteren^  so  bilden  auch  die  Zahlen 

solch  Tollständiges  Bestsystem,  und  demnach  müssen  diese 
Zahlen  in  ihrer  Gesamtheit,  d.  h.  abgesehen  von  ihrer  Reihen- 
folge, denjenigen  des  ersteren  Systems,  und  also  auch  die 
Summe  jener  der  Summe  dieser  kongruent  sein.  Ist  demnach 
(o,  6)  eine  endliche  Anzahl,  so  ergibt  sich  durch  Addition 
die  Kongruenz 

(25)  (a,  B) .  a  =  0  (moA  a  -  b), 

welche  von  jeder  Zahl  a  des  Modulus  o  erfüllt  wird. 
Offenbar  findet  sie  aber  auch  in  dem  Falle  statt,  wo  das  voll- 
^iandige  Bestsystem  aus  einer  unbegrenzten  Menge  von  Zahlen 
besteht,  weil  dann  (a,  B)  =»  0  zu  denken  ist. 

BeTor  wir  diese  Betrachtungen  über  Moduln  im  allgemein- 
eten  Sinne  beschließen,  wollen  wir  eine  Aufgabe  losen,  die 
uns  spater  mehrfach  entgegentreten  wird,  nämlich  die  Auf- 
gabe: alle  Zahlen  o  zu  ermitteln,  welche  den  beiden 
Kongruenzen 

(26)  ö  =  ^  (mod.  a),    o)  =  <y  (mod.  b), 

in  denen  a,  6  gegebene  Moduln,  q,  6  gegebene  Zahlen 
bedeuten,  Genüge  leisten.  Damit  es  solche  Zahlen  m  gebe, 
bedarf  es  zunächst  der  Erfüllung  einer  notwendigen  Be- 
dingung, die  aber  zugleich  auch  hinreichend  ist: 
es  muß 

(27)  Q  =  6  (mod.  a  +  b) 

sein.  In  der  Tat,  dam  —  pina,  cd  —  <finb  enthalten  sein 
soll,  diese  Moduln  aber  beide  in  a  -|-  6  enthalten  sind,  so 
müssen  jene  beiden  Zahlen  und  daher  auch  ihre  Differenz 
Q  —  6  in.  dem  letztem  Modulus  enthalten  sein;  ist  aber  um- 
gekehrt, wenn  wir  mit  a  eine  Zahl  in  a,  mit  ß  eine  Zahl  in 
b  bezeichnen.  .   ^ 

nämlich  gleich  einer  in  a  -f  b  enthaltenen  Zahl,  so  ist  die  Zahl 

©o  —  p  —  «  =  tf  +  /J 
gewiß  eine  Zahl,  wie  die  Kongruenzen  (26)  sie  fordern,  nämlich 

(28)  G>o  =  ^  (mod.  a),    G}0  =  <y  (mod.  b). 
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Jede  andere  Zahl  ca  derselben  Art  wird  mithin  mit  (o^ 
sowohl  (mod.  a)  als  auch  (mod.  6)  kongruent  and  daher,  früher 
Bemerktem  zufolge,  auch 

(29)  öJ  =  Oq  (mod.  a  —  6) 

sein,  wie  denn  auch  umgekehrt  jede  so  bestimmte  Zahl  cd,  da 
für  sie  die  Differenz  cd  —  (o^  sowohl  in  a  als  in  B  enthalten 
ist,  nach  jedem  dieser  Moduln  mit  ojq  und  daher  wegen  (28) 
mit  Q  (mod.  a),  mit  ff  (mod.  b)  kongruent,  d.  i.  eine  der  ge- 
suchten Zahlen  sein  wird.  Ist  demnach  die  für  die  Möglich- 
keit der  Kongruenzen  (26)  erforderliche  Bedingung  (27)  er- 
füllt, so  gibt  es  unendlich  viel  Lösungen  derselben,  welche  eine 
einzige  Klasse  (mod.  a  —  h)  ausmachen,  nämlich  aus  einer 
unter  ihnen,  o^,  durch  die  Kongruenz  (29)  bestimmt  werden« 
4.  Nunmehr  beschränken  wir  unsere  Untersuchung  auf 
eine  besondere  Art  von  Moduln,  welche  endliche 
Moduln  genannt  werden  mögen.  Denkt  man  sich  nämlich 
aus  irgend  welchen  m  Zahlen  (i^,  fi^,  *  *  *,/^m  ^^^  Linearform 

(30)  /*  =  /ii Wi  +  .i^ti,  -f  . . .  -+-  (i,^u^ 

gebildet,  so  macht  die  Gesamtheit  yon  unendlich  vielen 
Zahlen,  welche  man  daraus  erhält,  indem  man  die 
Unbestimmten  u^  alle  rationalen  ganzen  Zahlen  durch* 
laufen  läßt,  offenbar  einen  Zahlenmodulus  m  aus,  den 
wir  durch  das  Symbol 

(31)  m  =  [fij,  fi„  •  •  ■,  ^J 

anzeigen  wollen.  Derartige  Moduln  sollen  endliche 
Moduln  heißen. 

Aus  dieser  Definition  folgt  sogleich  der  Satz:  daß  das 
Produkt  zweier  endlichen  Moduln  wieder  ein  endlicher 
Modulus  ist.     Wenn  nämlich 

ein  zweiter  endlicher  Modulus,  d.  h.  die  Gesamtheit  der  Zahlen 
ist,  welche  aus  der  Linearform 

(32)  (p  =  v^tii  +  VgM,  +  •  •  •  +  v^u^ 

hervorgehen,  wenn  darin  die  Unbestimmten  u^  alle  rationalen 
ganzen  Zahlen  durchlaufen,  so  ist  das  Produkt  m  •  n  der  end- 
liche, durch  das  Symbol 
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(33)  Oit/j,  (i^v^,  .  .  .,  piv,,  fijVi,  .  .  .,  |i*^vj 

bezeichnete  Modulns  oder,  wie  wir  kurz  schreiben: 
(34)  ni-n  =  [---, /ijV*,  •••]• 

In  der  Tat  ist  einerseits  jedes  Produkt  aus  einer  Zahl 
von  der  Form  '(30)  und  einer  von  der  Form  (32)  mit  ganz- 
zahligen Werten  der  Unbestimmten  und  daher  auch  jede 
Summe  solcher  Produkte,  d.  h.  jede  Zahl  des  Modulus  m  •  n 
eine  homogene  lineare  Form  der  Produkte  (liV^  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten,  also  im  Modulus  (33)  enthalten;  anderer- 
seits ist  jedes  der  in  diesem  Modulus  enthaltenen  Produkte 
H-Vj^  und  daher  auch  jede  linear  mittels  ganzzahliger  Koeffi- 
zienten aus  ihnen  gebildete,  d.  h.  in  demselben  Modulus  ent- 
haltene Zahl  eine  Zahl  des  Modulus  m  •  n,  und  somit  die 
Gleichung  (34)  erwiesen. 

Ebenso  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  der  Formel 

(36)  m  +  n  -  [wi,  fi»,  •  •  •,  ;*„,  Vi,  v«,  •  •  •,  vj, 

mithin  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  zweier  end- 
lichen Moduln  wieder  ein  solcher  Modulus. 

Daß  derselbe  Satz  auch  richtig  ist  für  das  kleinste  ge- 
meinsame Vielfache  zweier  endlichen  Moduln,  erkennt  man 
aus  dem  folgenden  allgemeineren  Satze,  zu  dessen  Beweis  wir 
sogleich  uns  wenden: 

Jeder  in  einem  endlichen  Modulus  m  enthaltene 
Modulus  ist  wieder  ein  endlicher  Modulus. 

Nennt  man  die  Zahlen  fh;  f^' '  * ';  /^m  ^^^  Elemente  dea 
Modulus  (31),  so  wird  man  diesen  selbst  als  einen  Modulua 
mit  m  Elementen  bezeichnen  können.  Der  Satz  kann  dann 
genauer  dahin  gefaßt  werden,  daß  die  Anzahl  der  Ele- 
mente für  den  in  tn  enthaltenen  Modulus  die  gleiche 
ist  wie  für  m.  Wir  beweisen  nun  diesen  Satz  zunächst  für 
jeden  Modulus  m  mit  einem  Elemente,  also  von  der  Form 

m  «  M, 
d.i.  für  die  Gesamtheit  aller  Vielfachen  f^i'U  von  fi^,  Ist 
nämlich  a  ein  in  m  enthaltener  Modulus,  so  haben  seine  sämt- 
lichen Zahlen  die  gleiche  Form  f^  -  y,  wo  y  eine  rationale 
ganze  Zahl  bedeutet;  da  aber  a  von  Null  verschieden  gedacht 
wird   und  zugleich  mit  (i^  -  y  auch  —  p^'  y  zu  a  gehört,   so 
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wird  in  einer  jener  Zahlen  y  den  kleinsten  positiven  Wert 
haben,  welcher  h  heiße.  Der  Modulua  a  enthalt  also  die  Zahl 
h'fii  und  folglich  auch  jedes  Vielfache  Ton  h^ii^.  Er  ent- 
halt aber  auch  nur  solche  Vielfache^  d.  h.  in  jeder  andern  Zahl 
in  a  wird  y  ein  Vielfaches  Ton  h  sein,  denn  sonst  könnte 
man  y=^hq  +  r  setzen,  wo  0<r<%,  und  der  Modulus  a 
enthielte,  da  sowohl  y  •  fii  als  auch  h  •  f4  ihm  angehören,  auch 

die  Zahl 

yiii-qh-ft^^rfi, 

wahrend  doch  die  positive  Zahl  r  <  A  wäre.  Hiemach  ist  a 
die  (Gesamtheit  der  Vielfachen  von  hii^,  d.  i. 

also  ein  endlicher  Modulus  mit  einem  Elemente. 

Ist  so  der  Satz  fOr  Moduln  mit  einem  Elemente  bewiesen, 
so  nehmen  wir  ihn  jetzt  allgemeiner  schon  als  gültig  an  f&r 
alle  Moduln  mit  m  —  1  Elementen  und  zeigen  dann,  daß  er 
auch  für  Moduln  mit  m  Elementen,  infolge  des  erstgewonnenen 
Resultats  also  allgemein  gültig  ist.  Gesetzt  also,  der  Modulus  a 
sei  im  Modulus  (31)  enthalten;  ist  er  es  auch  schon  in  dem 
einfacheren  Modulus 

so  wäre  er  in  der  Tat  der  Annahme  zufolge  ein  endlicher 
Modulus.  Zwar  ist  dann  die  Anzahl  seiner  Elemente  nur 
m  —  1,  doch  kann  man  sie  auch  m  nennen,  indem  als  m^^* 
Element  die  Null  hinzugefügt  werden  darf  Im  entgegen- 
gesetzten Falle  finden  sich  in  a  Zahlen  von  der  Form 

in  denen  die  letzte  der  rationalen  ganzen  Zahlen  Vi?  yi>  * -^^m 
nicht  Null  ist,  unter  ihnen  jedenfalls  also  auch  eine  Zahl  c^ 
dieser  Form  mit  kleinstem  positivem  Werte  dieses  Koeffizienten 
y^y  welcher  h  heiße,  sodaß  gesetzt  werden  kann 

«0  ==  ^if*i  +  ^«ft  +  •  •  •  +  ^m-lM«-i  +  h  •  (l^. 

In  jeder  anderen  Zahl  a  des  Modulus  a  muß  dann  aber  y^  ein  Viel- 
faches von  h  sein;  denn,  wäre  wieder  y^  "^  ^9  +  ^  ^^^  ^  ^^^  ^ 
verschieden,  so  würde  in  der  mit  a  und  a^  zugleich  in  a  ent- 
haltenen Zahl  a^  q-  a^  der  Koeffizient  von  fi^  gegen  die  Be- 
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dentung  von  h  positiv  und  kleiner  als  h  sein.     Da  hiernach 

Vm"^^'  9  ^^  muß,  so  wird  jede  Zahl  a  des  Modulus  a  die 

Crestalt  haben: 

(36)  a  -  «  •  «0  +  /5, 

wo  ß  eine  Zahl  des  Modulus   [ft^,  (i^,  •  • -,  ft^-i]  ™i*  w  — 1 

Elementen  bedeutet,  q  aber  jede  positive  oder  negative  ganze 

Zahl  oder  Null  sein  darf.     Sind  hiemach  nun 

irgend  zwei  Zahlen  des  Modulus  a,  wo  ß\  ^'  dem  letzt- 
genannten Modulus  angehören,  so  enthält  a  auch  die  beiden 
Zahlen 

(2'±«?")«o  +  0J'±/J"), 
d.  i.  jede  Zahl  von  der  Form  ff  •  «o  +  (/J'  ±  /J")?  "^^  wx^  ß'  ±  /3" 
dem  Modulus  [f4,  f*»,  •  •  •,  ft^-i]  angehört.  Mit  anderen  Worten: 
die  in  der  Formel  (36)  auftretenden  Zahlen  ß  bilden  einen  in 
llhy  (hy  "y  ^m-i]  enthaltenen,  der  gemachten  Annahme  ge- 
mäß also  endlichen  Modulus  mit  m  —  l  Elementen.  Wird 
dieser  etwa  durch  [oj,  «,,  •  •  •,  cc^-il  bezeichnet,  so  lehrt  die 
Formel  (36)  die  Gleichheit 

derzufolge  a  in  der  Tat  als  ein  endlicher  Modulus  mit  m  Ele- 
menten erkannt  wird. 

Das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  a  —  B  zweier  Moduln 
a,  B  ist  in  jedem  der  letztem  enthalten;  sind  diese  (oder  auch 
nur  einer  von  ihnen)  endliche  Moduln,  so  gilt  dem  eben  Be- 
wiesenen zufolge  dies  auch  von  a  —  B,   und  somit  der  Satz: 

Das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  zweier  end- 
lichen Moduln  ist  wieder  ein  endlicher  Modulus. 

An  diese  Sätze  schließen  wir  noch  einen  andern  an,  wel- 
cher einem  bekannten  Satze  über  gewöhnliche  Zahlen  völlig 
mitspricht  ^): 

Ist  ein  endlicher  Modulus  c  teübar  durch  jeden  der  end- 
lichen Moduln  a,  B,  so  ist  das  Produkt  aus  c  und  dem  größten 
gemeinsamen  Teiler  von  a^  B,  nämlich  der  Modulus  (a  +  B)  •  c  teil- 
bar durch  das  Produkt  qB.  Bezeichnen  nämlich  allgemein  Uf,  ß^, 

1)  Ygl.  Eronecker,  Yorlesimgen  über  Zahlentheorie,  heraus- 
gegeben von  Hensel,  Bd.  1,  p.  164. 

B»ohm»iiii,  Zahlentheorie.    V.  6 
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yj^  die  Elemente  der  drei  Moduln  a,  h,  c,  so  sind  die  Elemente 

von  (a  +  b)  •  C  die  Produkte  («^  +  /**)•  y*  ="  ^iVh  +  fty*-  ^^ 
nun  der  Annahme  zufolge  jedes  Element  y^^,  weil  in  6  ent- 
halten, als  homogene  lineare,  ganzzahlige  Funktion  der  ß^,  zu- 
gleich aber,  weil  in  a  -enthalten,  auch  als  eine  solche  Funktion 
der  Ui  aufgefaßt  werden  kann,  so  ist  sowohl  der  erste  als  auch 
der  zweite  der  obigen  Summanden  eine  ebensolche  Funktion 
der  Produkte  a^ß^^  welche  die  Elemente  des  Modulus  ab  bil- 
den, daher  sind  die  Elemente  von  (q  +  b)  •  c  und  allgemeiner 
sämtliche  Zahlen  dieses  Modulus  auch  Zahlen  des  Modulus 
ab,  w.  z.  b.  w. 

5.  Die  Definition  eines  endlichen  Modulus  läßt  sich  wesent- 
lich schärfer  fassen,  wenn  wir  die  Elemente  eines  solchen  in 
Bezug  auf  ihre  rationale  Unabhängigkeit  Yoneinander  prüfen. 
Es  besteht  nämlich  der  Satz: 

Die  Elemente  eines  jeden  endlichen  Modulus 
lassen  sich  als  yoneinander  unabhängige  Zahlen  vor- 
aussetzen. 

Sei,  um  ihn  zu  beweisen, 

(37)  tn  «  [/!,',  ii,\  . . .,  (ij] 

irgend  ein  endlicher  Modulus.  Sind  seine  i»  Elemente  nicht 
sämtlich  voneinander  unabhängig,  so  wird  man  doch,  indem 
man  je  zwei,  dann  je  drei  usw.  mit  einander  verknüpft,  eine 
möglichst  große  Anzahl  unabhängiger  Zahlen  unter  ihnen  aus- 
findig  machen  können,  nnd  die  größte  so  ermittelte  Anzahl, 
welche  nach  der  Annahme  kleiner  als  m  ist,  heiße  n.  Nehmen 
wir  so  etwa  an,  solche  n  unabhängige  Elemente  seien  die  ersten 
n  derselben: 

Sämtliche  Elemente  des  Modulus  m  werden  dann  darstellbar 
sein  in  der  Form 

(38)  fi/  =  a^i  ^^  +  öi2  ft'  +  •  •  •  +  <^inK7 

(•  =  1,  2,  3,  .  •  • ,  »0 

in  welcher  die  Koeffizienten  a,-^  rationale  Zahlen  bedeuten.  Be- 
zeichnet man  mit  v  den  Generalnenner  dieser  in  endlicher  An- 
zahl vorhandenen  Zahlen,  sodaß 
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^ik 


«.* 


gesetzt  werden  kann^  wo  nun  cc^j^  eine  rationale  ganze  Zahl  ist, 
und  setzt  man  zugleich  11/  ^  v-  v^  ftir  i  =  1,  2,  •  •  •,  w,  so 
nehmen  die  Gleichungen  (38)  die  Gestalt  an 

ft  =*  «an  +  ««!/,  +  •  •  •  +  a,.„i/„, 

(/  =  1,  8,  ..  .,»r.) 

derzufolge  die  Elemente  des  Modulus  m  und  allgemeiner  also 
dessen  sämtliche  Zahlen  im  endlichen  Modulus 

enthalten  sind.  Nach  dem  obigen  Hauptsatze  ist  daher  m  ein 
endlicher  Modulus 

mit  n  offenbar  unabhängigen  Elementen ,  da,  wenn  zwischen 
diesen  eine  rationale  Abhängigkeit  bestände,  auch  die  n,  durch 
sie  in  homogener  linearer  Form  ausdrückbaren  Zahlen  /t^', 
IH}  ' '  f  V^n  notwendig  voneinander  abhängig  sein  müßten, 
gegen  die  Annahme. 

Man  erkennt  hieraus,  daß,  wie  behauptet,  jeder 
endliche  Modulus  m  als  ein  solcher  dargestellt  werden 
kann: 

(39)  ^  =  LMi>  Ihy   '"y  f*nL 

dessen  Elemente  voneinander  rational  unabhängig 
sind.  Ist  dann  n  die  Anzahl  dieser  seiner  Elemente, 
so  soll  er  ein  n-gliedriger  Modulus  heißen,  und  die 
Gesamtheit  (i^,  IH,  '  •  •,  ffc„  seiner  Elemente  seine  Basis. 
Diese  Basis  ^ines  Modulus  kann  jedoch  auf  die 
verschiedenste  Weise  gewählt  werden.  Dies  beruht  auf 
folgender  Überlegung.     Wenn 

die  Linearform  ist,  aus  welcher  alle  Zahlen  des  Modulus  her- 
vorgehen, indem  die  Unbestimmten  u^  alle  rationalen  ganzen 
Zahlen  durchlaufen,  und  man  setzt 

(41)  u^  =  c^,m/  +  c.sjw/  +  •  •  •  +  Cu<; 

(i  =  i, «,...,«) 

5' 
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wo  die  Koeffizienten  c^^  ganzzahlige  Werte  bedeuten,  so  Ter- 
wandelt  sich  die  Gleichung  (40)  in  die  folgende: 

(42)  f  -=  ^i'u/  +  ft/wj'  +  •  •  •  +  ^;<, 

wobei 

(43)  fi/  -  c^iU^  +  c^iH^  + h  c^tfi^ 

(.  =  1,  a,  •-•,  «) 

gedacht  wird.  Umgekehrt  geht,  wenn  diese  n  Gleichungen  be- 
stehen, die  Formel  (42)  bei  Berücksichtigung  der  Beziehungen 
(41)  in  die  Formel  (40)  über.  Nun  entspricht  jedem  ganz- 
zahligen Wertsysteme  der  Unbestimmten  u/  nach  (41)  auch 
ein  ganzzahliges  Wertsjstem  der  Unbestimmten  U|;  bei  Voraus- 
setzung der  Beziehungen  (43)  wird  also  jede  Zahl  des  Modulus 

bh'}  lh\  ' '  >  P^n]  ^^^^  ^^^  ^^^  ^^^  Modulus  m,  also  jener 
in  diesem  enthalten  sein.  Werden  aber  die  Koeffizienten 
Cfj^  so  gewählt,  daß  gemäß  den  Gleichungen  (41)  auch  um- 
gekehrt jedem  ganzzahligen  Wertsysteme  der  Unbestimmten  u^ 
ein  ebensolches  Wertsystem  der  Größen  w/  entspricht,  was  be- 
kanntlich dann  und  nur  dann  geschieht,  wenn  die  Deter- 
minante 

I  <^ik  i 

(für  I,  t=l,  2,     ..,  ••) 

der  Gleichungen  (41)  gleich  ±  ^  ^^f  ^^  wiii  auch  jede  Zahl 
des  Modulus  m  eine  solche  des  durch  die  Gleichungen  (43) 
bestimmten  Modulus  \jii\  ft/,  •  •  •,  fi/],  oder  m  selbst  in  diesem 
letztem  Modulus  enthalten  sein.  In  diesem  Falle  sind  dem- 
nach beide  Moduln  identisch  oder 

in  diesem  und  nur  in  diesem  Falle  ist  also  das  System  der 
durch  die  Gleichungen  (43)  definierten,  in  m  enthaltenen  Zahlen 
a{  eine  neue  Basis  des  Modulus  tn. 

Hiernach  erhält  man  sämtliche  mögliche  Basen 
des  Modulus  tn  aus  einer  derselben,  wenn  man  in  den 
Gleichungen  (43)  die  ganzzahligen  Koeffizienten  auf 
alle  mögliche  Weise  so  wählt,  daß  ihre  Determinante 
gleich  j:  1  wird. 
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6.  Dies  führt  dazn^  allgemeiner  zu  untersuchen^ 
in  welcher  Beziehung  zwei  Moduln 

zu  einander  stehen,  wenn  ihre  Elemente  durch  Glei- 
chungen von  der  Form  der  Gleichungen  (43)  mit 
einander  yerbunden,  die  Koeffizienten  der  letzteren 
aber  beliebige  rationale  Zahlen  sind.  Jedoch  beschränken 
wir  unsere  Untersuchung  auf  die  Voraussetzung,  daß  die  aus 
den  Koeffizienten  gebildete  Determinante  (7  *»  |  ^^  I  ^^^  ^vüül 
yerschieden  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  werden  die  Ele- 
mente fi|  stets  zugleich  mit  den  Elementen  fi/  rational  yon- 
einander  unabhängige  Zahlen,  die  beiden  Moduln  m  und  m' 
also  zugleich  n-gliedrig  sein;  wie  denn  auch  umgekehrt,  wenn 
beide  Moduln  als  n-gliedrig  yorausgesetzt  werden,  C  yon  Null 
yerschieden  sein  muß  (s.  Kap.  1,  Nr.  7). 

Dies  yorausgeschickt,  richten  wir  unsere  Aufmerksamkeit 
auf  den  Modulus  m  —  TtC,  welcher  aus  den,  den  beiden  Moduln 
m,  tn'  gemeinsamen  Zahlen  besteht.  Nennt  man  v  den  General- 
nenner aller  Koeffizienten  c^  in  den  Gleichungen  (43),  sodaß 
man 


V 


setzen  kann,  wo  dann  die  sämtlichen  y^|^  ganze  rationale  Zahlen 
bezeichnen,  so  ergibt  sich  aus  jenen  Gleichungen 

(45)  V ' i^i  ^ yu'  1^1  +  ru- ih  +  "  +  rni' /*«; 

(<  =  1,  2,  ...,  n) 

jede  der  Zahlen  i/fi^',  v^^\  •  •  -,  vfi^'  gehört  also  sowohl  zum 
Modulus  m'  als  zum  Modulus  tn  und  ist  mithin  auch  eine  Zahl 
des  Modulus  m  —  m^  Scheidet  man  also  aus  dem  Modulus 
m'  diejenigen  Zahlen 

(46)  k  =  yiih+y2(h+' ' '  +  yn< 

aus,  welche  auch  zu  m  gehören,  oder  die  Zahlen  des  Modulus 
m  —  m'  sind,  so  finden  sich  unter  ihnen  auch  solche,  in  denen 
der  letzte  Koeffizient  y^  yon  Null  yerschieden  ist,  z.  B.  die 
Zahl  1/fc^',  und  folglich  unter  den  letzteren  wieder  eine  Zahl 

(47)  X  =  y.c-)^/  V  y^^^V/  +  •  ■  •  +  y.^'^V;, 
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in  welcher  dieser  Koeffizient  den  kleinsten  positiven  Wert  y,^") 
hat.     Man  sieht  dann  wieder  leicht  ein,  daß  in  jeder  der  an- 
deren Zahlen   k   der   Koeffizient   y^   ein  Vielfaches   von   yj^"^ 
etwa  y^  =»  ^nVn^^  ^^^  müsse^  derart,  daß  man  setzen  darf 
(48)  A  -  A'  +  z,k,, 

WO  A'  eine  Zahl  des  Modulus  \}L^y  fig',  •  •  •,  ft«_i]  ist,  welche 
zugleich  mit  l,  X^  m  m  —  vx'  enthalten  ist.  Auch  leuchtet  ein, 
daß  für  jede  Zahl  k'  dieser  Art  die  durch  die  Formel  (48) 
bestimmte  Zahl  X  eine  Zahl  des  Modulus  in  —  vx'  sein  wird, 
und  daß  also  diese  Formel  sämtliche  Zahlen  des  letztem  dar- 
stellt, wenn  z^  alle  ganzen  rationalen  Zahlen,  X'  aber-  die  so- 
wohl in  [ft/,  fij',  •  •  •,  |ii«-i],  d.  i.  in  der  Formel 

(49)  ^' -  Vii^  +  y^ih  + '"  +  yn^iii:-! 

als  auch  in  nt  —  tn'  enthaltenen  Zahlen  durchlauft.  Da  unter 
den  letzteren  aber  wieder  solche  Zahlen  befindlich  sind,  in 
denen  der  letzte  Koeffizient  y^__^  von  Null  verschieden  ist, 
z.  B.  die  Zahl  v  •  (in-iy  so  läßt  sich  von  neuem 

(50)  ^'=^"+'ln.l-K-l 

setzen,  wenn  unter 

(51)      x„_,  =  y(- Vi'  +  yi'-'W  +■■■  +  »1*-VV;_. 

eine  der  letztgedachten  Zahlen  verstanden  wird,  bei  welcher 
der  letzte  Koeffizient  den  kleinsten  positiven  Wert  hat;  und 
die  Formel  (50)  gibt  die  sämtlichen  der  gesuchten  Zahlen  T 
und  nur  solche,  wenn  darin  g^^^  aUe  rationalen  ganzen  Zahlen 
und  X''  alle  Zahlen  durchläuft,  die  zugleich  im  Modulus 
[fii,  fi^'f  •  •  •,  ft^-s]  und  in  m  —  m'  enthalten  sind.  Fährt  man 
so  fort  und  setzt  die  Ausdrücke  ffir  X',  X'\  •  •  •  in  die  Grleichung 
(48)  ein,  so  findet  man  offenbar  zuletzt  folgendes  Re- 
sultat: 

Alle  Zahlen  X  des  Modulus  nt  —  in'  lassen  sich  darstellen 
in  der  Form: 

(52)        X  -  z,X^  +  ^,_iX,.i  +  ^^.,A„_,  +  ...  +  0^X,, 

in  welcher  die  Koeffizienten  e^  rationale  ganze  Zahlen,  die 
Aj  aber  in  nt  —  m'  enthaltene  und  durch  Gleichungen  von 
dieser  Gestalt: 


(53) 
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bestimmte  Zahlen  sind;  liier  bedeuten  die  Koeffizienten  Pf^ 
ebenfalls  ganze  rationale  Zahlen^  unter  denen  insbesondere 

positiv  sind.  Da  nun  auch  jede  in  der  Form  (52)  ausgedrückte 
Zahl  mit  den  k^  zugleich  in  tlt  —  m'  enthalten  sein  wird,  so  re- 
präsentiert die  Formel  (52)  den  Modulus  m  —  rtC  selbst,  und, 
weil  die  Determinante  der  Gleichungen  (53)  gleich 

<54)  yi(^>y/''---»<."_-x'V.w, 

also  Ton  Null  yerschieden,  demnach  die  A^  unabhängige  Zahlen 
jenes  Modulus  sind,  so  bilden  diese  letzteren  eine  Basis 
desselben. 
Nun  sei 

irgend  eine  Zahl  des  Modulus  m\    Da  man  setzen  darf 

80  zeigt  der  Ausdruck  fUr  k^,  dafi  auch 

geschrieben  werden  kann.  Dieser  Wert  läßt  sich  femer  mittels 
des  Ausdrucks  für  X^_^  auf  die  folgende  Form  bringen: 

worin  0  ^r^_j  <y^^*jj^5  ist,  usw.,  sodaß  schließlich  jeder  Zahl 
yi  des  Modulus  m'  die  Form  gegeben  werden  kann: 

in  welcher  A  eine  Zahl  des  Modulus  m  —  m'  ist,  die  Koeffi- 
zienten r^  aber  den  Ungleichheiten 
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unterworfen  sind;  anders  gesagt:  jede  Zahl  in  m'  ist  einer 
ebenfalls  in  tn'  enthaltenen  Zahl 

(55)  ^1  ^'  +  ^»f*i'  +  •  •  •  +  r^fin 

Yon  der  angegebenen  Beschaffenheit  der  Koeffizienten 
r^  (mod.  m  —  m')  kongruent.  Die  Anzahl  solcher  Zahlen  ist 
offenbar 

y/*'  •  y,<*>  •  •  •  y.<-', 

und  sie  sind  alle  (mod.  m  —  m')  inkongruent;  denn  sonst 
müßte  die  Differenz  zweier  Ton  ihnen: 

(r.'ti^'  +  r^'iH  +•••  +  rji^,')  -  {r^'y^^  +  r,",t,'  +  •  •  •  +  r;>;), 
d.  i.  eine  Zahl 

mit  Eoef&zienten  Qiy  die  absolut  kleiner  sind  als  resp.  y^^^y 
y^^^j  ' '  y  Vn^^  ^^^  deren  letzter,  wenn  er  nicht  Null  wäre, 
positiy  vorausgesetzt  werden  darf,  in  m  —  m'  enthalten  sein, 
gegen  die  Bedeutung  der  Zahl  y^^");  somit  findet  sich  p,  »  0, 
d.  h.  r^ »  r/'  und  nunmehr  weiter  durch  analoges  Schließen 
auch  die  Gleichheit  von  r'  ,  und  r*'.  usw.,  kurz  die  Gleich- 
heit  der  zwei  Zahlen.  Da  zudem  auch  jede  der  Zahlen  (55) 
in  m'  enthalten  ist,  so  folgt  hieraus,  daß  dieselben  ein 
vollständiges  Restsjstem  von  m'  (mod.  m  —  m')  reprä- 
sentieren, und  daß  also 

(56)  (m-,  m  -  mO  -  (m',  m)  =  y^^'^y^^^  ■  •  •  y  w 

ist. 

Fassen  wir  diese  verschiedenen  Ergebnisse  zusammen,  so 
läßt  sich  folgender  Satz  aussprechen: 

Hängen  die  Basen  zweier  n-gliedrigen  Moduln  m, 
m'  durch  die  Gleichungen  (43)  mit  rationalen  Koeffi- 
zienten c^J^  zusammen,  so  ist  ihr  kleinstes  gemein- 
sames Vielfache  vx  —  vx'  ebenfalls  ein  n-gliedriger 
Modulus;  dieser  hat  eine  Basis  A^,  A,,  •  •  *,  X^  von  der 
Form  der  Ausdrücke  (53),  in  denen  die  Koeffizienten 
y^^  positive  ganze  Zahlen  sind,  und  das  Produkt  der 
letzteren  ist  gleich  der  Anzahl   (m',  m)    der   Klassen, 
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in  welche  die  Zahlen  des  Moduls  m'  sich  (med.  m)  Ter- 
teilen. 

Wir  wollen  nicht  unterlassen  darauf  hinzuweisen^ 
daß  die  Prämisse  dieses  Satzes  allgemeiner  gefaßt 
werden  kann.  Übersieht  man  noch  einmal  das  Bäsonnement^ 
durch  welches  wir  zu  dem  Satze  gefElhrt  worden  sind^  so  er- 
kennt maU;  daß  die  Torausgesetzte  Beziehung  der  beiden  Mo- 
duln m^  nt'  zu  einander  und  damit  auch  die  Endlichkeit  des 
Modulus  m  nur  insofern  benutzt  worden  ist,  als  infolge  der- 
selben die  Zahlen  fL^\  fi^',  •  •  -;  ft/  mit  einer ^  yon  Null  ver- 
schiedenen; rationalen  (ganzen)  Zahl  multipliziert  zugleich  auch 
dem  Modulus  m  angehören.  Das  gesamte  Räsonnement 
und  der  aus  ihm  gezogene  Schlußsatz  wird  demnach 
bestehen  bleiben,  wenn  seine  Prämisse  durch  die  all- 
gemeinere ersetzt  wird,  daß  die  Elemente  des  n-glie- 
drigen  Modulus  m'  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, daß  alle  seine  Zahlen  durch  Multiplikation 
mit,  Ton  Null  yerschiedenen,  rationalen  (ganzen) 
Zahlen  in  Zahlen  des  beliebigen  Modulus  m  yerwan- 
delt  werden  können. 

Bleiben  wir  aber  hier  weiter  bei  der  ursprünglichen  Prä- 
misse, so  ist  zu  bemerken,  daß  dann  auch  die  Elemente  fi^ 
vermittelst  der  fi/  durch  lineare  Gleichungen  von  derselben 
Beschaffenheit  wie  die  Gleichungen  (43)  ausgedrückt  werden 
können;  daraus  folgt  dann  aber,  daß  der  Modulus  tn  ~  m'  auch 
eine  Basis  x^,  Xg,  •  >  *,  x^  besitzt,  deren  Elemente  durch  nach- 
stehende, den  Gleichungen  (53)  völlig  analog  beschaffene 
Formeln  bestimmt  sind: 


(57) 


und  daß  die  Determinante  dieser  Gleichungen,  nämlich  das 
Produkt  x^'^^x^^^^  •  •  •  x^'*\  gleich  der  Anzahl  der  Klassen  ist, 
in  welche  die  Zahlen  von  m  sich  (mod.  m')  verteilen: 

(58)  (m,  m')  -  x^^'^^x^^^^  •  •  •  a:,H 
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Zwischen  den  Elementen  x^  der  einen  und  den  Elementen 
Jlj  der  anderen  Basis  des  Modolus  m  —  m'  bestehen  aber 
Gleichungen  von  der  Form: 

(59)  k^  -  a.iXj  +  a,,x,  +  •  •  •  +  a,,x^, 

V  =  i,  «,.••,«) 
deren  ganzzahlige  Koeffizienten  die  Determinante  ±  1  haben. 
Non  lassen  sich  die  Elemente  X^  als  lineare  Funktionen  der  fi^ 
ausdrücken,  indem  man  entweder  in  die  Gleichungen  (53)  die 
Werte  der  (i^  durch  die  Gleichungen  (43),  oder  indem  man  in 
die  Gleichungen  (59)  die  Werte  der  x^  durch  die  Gleichungen 
(57)  einführt.  Da  beide  Male  die  Determinante  der  erhaltenen 
Ausdrücke  dieselbe  sein  muß,  gibt  der  Multiplikationssatz  für 
Determinanten  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (56)  und  (58) 
nachstehende  Gleichung: 

(m',  in).C=±l.(in,  m') 

oder 

(60)  -JM^  =  ±C. 
^     ^  (m,  m)       -*- 

Hängen  also  die  Basen  zweier  n-gliedrigen  Mo- 
duln nt;  m'  durch  die  Gleichungen  (43)  mit  rationalen 
Koeffizienten  c^J^  zusammen,  so  ist  der  Absolutwert 
der  Determinante  ^^|^ai  gleich  dem  Verhältnisse 
der  beiden  Anzahlen  (vx,  vx'),  (m'^  m).  Sind  insbeson- 
dere die  Koeffizienten  c^^  gange  rationale  Zahlen,  so 
ist  der  Absolutwert  der  Determinante  |  c^j^  |  gleich  der 
Anzahl  (tii;  m')  der  Klassen,  in  welche  die  Zahlen  des 
Modulus  m  sich  (mod.  m')  verteilen.  Denn  in  diesem  be- 
sonderen Falle  ist  der  Modulus  m'  in  m  enthalten,  alle  seine 
Zahlen  also  kongruent  Null  (mod.  m),  mithin  (m',  m)  »  1. 


Drittes  Kapitel. 
Diyisorensysteme.     HShere  Kongraenzen. 

1.  Der  Begriff  eines  endlichen  Modulus  gestattet  eine 
wesentliche  Modifikation  oder  Erweiterung,  von  der  wir  zwecks 
späterer  Verwendung  im  Anschluß  an  die  voraufgehenden  Be- 
trachtungen gleich  hier  handeln  wollen. 
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Sind  wieder  (i^,  (i^,  •  •  •;  fi^  irgend  welche  gegebenen 
Größen^  so  bewahrt  die  Gesamtheit  der  ans  der  Linearform 

(1)  f-  f^i«*i  +  /««w«  +    •  •  +  (i„U^ 

hervoi^ehenden  Größen  den  allgemeinen  Charakter  eines  Mo- 
dulos  anch  dann^  wenn  die  Unbestimmten  ti^,  statt  alle  ratio- 
nalen ganzen  Zahlen  anzunehmen^  die  sämtlichen  rationalen 
Zahlen  oder  auch  die  Größen  irgend  eines  bestimmten  Ratio- 
nalitatsbereiches  91  oder  auch  nur  die  seines  Integritatsbereiches 
durchlaufen.  Wir  heben  aus  diesen  Fällen  denjenigen 
heryor;  wo  die  Elemente  (i^  einem  gegebenen  Ratio- 
nalitätsbereiche  9i  entnommen  sind  und  die  Unbe- 
stimmten u^  die  ganzen  Größen  dieses  Bereiches 
durchlaufen.  In  dieser  Voraussetzung  bezeichnen  wir  den 
entstehenden  endlichen  Modulus  durch  das  Zeichen 

zum  Unterschiede  von  dem  Symbole 

welches  nach  wie  vor  den  früheren  endlichen  Modulus  an- 
zeigen soll,  der  mittels  rationaler  ganzer  Werte  der  Unbe- 
stimmten gebildet  wird. 

Ist  also  z.  B.  iR  der  Bereich  Jß  der  rationalen  Zahlen;  so 
werden  ersichtlich  beide  Symbole  dieselbe  Gesamtheit  von  Zahlen 
bezeichnen: 

Bedeuten  insbesondere  ft^,  fij?  *  '  >  ^n  rationale 
ganze  Zahlen,  so  reduziert  sich,  wie  leicht  zu  sehen, 
dieser  Modulus  auf  einen  eingliedrigen  Modulus.  In 
der  Tat,  bedeutet  d  den  größten  gemeinsamen  Teiler  der  Ele- 
mente fij,  fi,,  •  •  •,  fi^,  so  wird  für  ganzzahlige  Werte  der  u^ 
jede  aus  f  entstehende  Zahl  eru  Vielfaches  von  d,  der  ganze 
Modulus  also  im  Modulus  [df]  enthalten,  mithin  (nach  Kap.  2, 
Nr.  4)  von  der  Form  \hd^  sein;  da  also  unter  allen  seinen 
Zahlen  auch  seine  Elemente  Vielfache  von  hd  sind,  der  größte 
gemeinsame  Teiler  derselben  aber  d  ist,  muß  %  =  1,  folglich 
der  Modulus  gleich  [(2]  sein.  Hieraus  ist  zugleich  zu 
schließen,  daß  die  unbestimmte  Gleichung 
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(2)  .UiWi  +  ftw,  +  •  •  •  +  ii^u^  «  d 

in  rationalen  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist. 

Der  eingliedrige  Modulns  [d],  d.  i.  die  Oesamtheit  aller 
^ydnrcli  d  teilbaren^  Zahlen  du,  erscheint  durchaus  geeignet,  die- 
sen ,,Teiler  oder  Divisor  d^^  zu  charakterisieren;  zugleich  ist  sie 
die  Klasse  derjenigen  Zahlen,  welche  (mod.  d)  der  Null  kon- 
gruent sind,  und  gibt  so  den  Grund  zu  erkennen,  aus  welchem 
f&r  jene  Gesamtheit  der  Name  Modulus  gewählt  worden  ist. 
Es  ist  nur  eine  einfache  Verallgemeinerung  dieses  Verhält- 
nisses, wenn  man  nach  Eroneckers  Vorgänge^)  die  ganz- 
zahligen Elemente  f^,  ff^,  "  -,  i^n  ^^  vorliegenden  Modulus  als 
ein  „Divisorensystem''  und  seine  Zahlen 

als  „die  durch  dasselbe  teilbaren''  Zahlen  bezeichnet;  die  Ver- 
teilung aller  Zahlen  in  Klassen  kongruenter  Zahlen  in  bezug 
auf  ein  solches  System  rechtfertigt  dann  die  weitere  Benen- 
nung des  Divisorensystems  auch  als  „eines  Systems  von  Mo- 
duln". Diese  Benennungen  können  wir  dann  aber  auch  auf 
den  verallgemeinerten  endlichen  Modulus  von  der  Art  des 
Symbols 

unbedenklich  übertragen. 

Ist,  um  ein  weiteres  Beispiel  zu  betrachten,  der  Ratio- 
nalitatsbereich,  welchem  die  Elemente  entnommen  sind,  der 
Bereich  aller  rationalen  Fimktionen  einer  Veränderlichen  x 
mit  beliebigen  Zahlenkoefifizienten,  sind  also  etwa 

n  gegebene  Funktionen  dieser  Art,  die  wir  indessen  gleich  als 
ganze  Funktionen  voraussetzen  wollen,  so  wird  der  Modulus 

(3)  {^i(a'),/;(^),  •••,/;(*)) 

die  Gesamtheit  aller  Größen  bedeuten  von  der  Form 

(4)  /i  W  9l  W  +  /i  W  92  W  +  •  •  •  +  fni^)  <Pn{^)y 

worin   die   fPi{x)   ebenfalls   ganze  Funktionen   von  x  mit  be- 

1)  L.  Kronecker,  Festschrift  zu  Herrn  E.  E.  Kummers  Doktor- 
Jubiläum  10.  Sept.  1881. 
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liebigen  Zahlenkoeffizienten  bedeuten.  Eine  solche  ganze  Funk- 
tion f{x)  heiße  Teiler  einer  anderen  F{x),  wenn  diese  das 
Produkt  ans  f(x)  in  eine  ebenfalls  ganze  Funktion  q){x)  der- 
iselben  Art  ist^ 

(5)  F{x)^f{<^)'V{x). 
Zu  den  Teilern  von  F(x)  gehört,  da 

F{x)  =  r .  1  F{x) 

gesetzt  werden  kann,  auch  jede  von  Null  yerschiedene  Zahl  r, 
jede  „Funktion  nullten  Grades'^;  und,  ist  f{x)  ein  Teiler  von 
F{x)^  so  ist's  auch  r  •  f(x).  Unter  allen  solchen  zusammen- 
gehörigen Teilern  ist  daher  einer  durch  den  Umstand  aus- 
gezeichnet, daß  der  Koeffizient  des  höchsten  Gliedes  gleich  1 
ist;  er  soll  ein  primärer  Teiler  von  F(x)  heißen.  Die  An- 
zahl dieser  primären  Teiler  f(x)  ist  offenbar  endlich;  denn 
jedem  voii  ihnen  entspricht  eine  Zerlegung  (5)  der  Funktion 
F(x),  derzufolge  die  Wurzeln  der  beiden  Faktoren  zusammen 
diejenigen  von  F(x)  ausmachen;  ist  aber  etwa  m  der  Grad 
von  F{x),  so  ist  2"*  die  Anzahl  der  möglichen  Verteilungen 
aller  m  Wurzeln  in  zwei  Kategorieen,  also  ist  auch  die  Anzahl 
der  mögUchen  Zerlegungen  in  primäre  Faktoren  nur  endUch. 
Jeder  Teiler  von  F(x)  ist  ersichtlich  höchstens  von  gleichem 
Grade  wie  F(x).  Sind  femer  F{x),  f(x)  irgend  zwei  Funk- 
tionen der  gedachten  Art,  so  liefert  die  algebraische  Division 
der  ersteren  durch  die  zweite  eine  Gleichung  von  der  Gestalt: 

(6)  F(x)  =  f{x)-q(x)+r(x), 

worin  ff(a;),  r{x)  wieder  zwei  ganze  Funktionen  von  x  der- 
selben Art  sind,  deren  letztere  von  geringerem  Grade  ist  als 
f(x).  Man  erkennt  aus  diesen  Punkten  ganz,  wie  bei  dem 
vorigen  Beispiele,  daß  jeder  in  einem  eingliedrigen  Modulus 
[f(x)]  enthaltene  Modulus  derartiger  Funktionen  ein  Modulus 
von  der  Gestalt  (sC^) '/"(a?)}  ist,  und  auf  Grund  dieser  Tat- 
sache, indem  man  mit  f(x)  einen  allen  Funktionen 

gemeinsamen  Teiler  bezeichnet,  dessen  Grad  am  größten  und 
welcher  zugleich  primär  ist,  die  folgende  Gleichheit: 

(7)  {/i(«),M«);---,/-(a^)}  -{/■(«)}. 
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Aus  ihr  ersieht  man  zugleich^  daß  die  eben  bezeichnete 
Funktion  f{x)  eine  eindeutig  bestimmte  ist;  denn^  gäbe  es 
eine  zweite  f{x\  so  müßte  jener  Modalus  auch  gleich  [fix)] 
sein,  was  offenbar  f{x)=f{x)  zur  Folge  hätte.  Diese  so 
bestimmte  Funktion  f{pc)  werde  der  größte,  allen 
Funktionen  /i(ic),  f^{x)^  •  •  •,  fj^x)  gemeinsame  Teiler  ge- 
nannt. Ist  er  eine  primäre  ganze  Funktion  nullten  Qrades, 
d.  h.  gleich  Eins,  so  werden  die  Funktionen 

indem  man  von  den  yon  x  unabhängigen  TeUem,  d.  i.  von 
Zahlenfaktoren  absieht,  Funktionen  ohne  gemeinsamen 
Teiler,  insbesondere,  wenn  es  sich  nur  um  zwei  Funktionen 
fx{x)y  fi(x)  handelt,  relativ  prime  Funktionen  genannt. 
Alsdann  gibt  es  ganze  Funktionen  q)i(x),  9>s(^);  ' '  *;  9^ni^)  ^^ 
gedachten  Bereiches  von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Gleichung 
besteht: 

(8)  /;  (x)  ip,{x)  +  f,{x)  q>,(x)  +  .  . .  +  f,{x)  q>,{x)  «  1, 

in  dem  besonderen  Falle  zweier  relativ  primen  Funktionen 
fi{x),f^(x)  mithin  zwei  ganze  Funktionen  ^iix)y  q>^{x)  des 
Bereiches,  fär  welche  die  Gleichung 

(9)  fi(x)ipi{x)+f,ix)(p,{x)^l 
erfilllt  wird. 

Hieraus  folgt  sogleich  der  fandamentale  Satz: 
Ein  Produkt  f{x)'f^{x)  zweier  Funktionen,  deren 
eine  f^{x)  relativ  prim  ist  zu  einer  gegebenen  Funk- 
tion f^(x)  derselben  Art,  kann  mit  dieser  nur  dann 
einen  Teiler  gemeinsam  haben,  wenn  der  andere  Faktor 
f{x)  des  Produktes  ihn  hat;  insbesondere  kann  das 
Produkt  durch  die  gegebene  Funktion  nur  dann  teil- 
bar sein,  wenn  dieser  andere  Faktor  es  ist.  Durch 
Multiplikation  der  vorausgesetzten  Gleichung  (9)  mit  f{x) 
geht  nämlich  die  andere: 

f{x)f,{x)  .  9M  +  U(x)  '  f{x)ip^{x)  ^  f{x) 

hervor,  aus  welcher  zu  schließen  ist,  daß  jeder  gemeinsame 
Teiler  von  f{x)fy{x)  und  f^{x)  auch  aufgehen  muß  in  /"(a:); 
ist  dieser  gemeinsame  Teiler  also  insbesondere  f^{x)  selbst,  so 
muß  in  der  Tat  f{x)  teilbar  sein  durch  f^{x). 
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Sind  demnach  beide  Funktionen  f{x\f^{x)  relativ  prim 
zu  f^{x)y  so  kann  auch  ihr  Produkt  keinen  Teiler  mit  ff{x) 
gemeinsam  haben,  d.  h.  das  Produkt  zweier  Funktionen^ 
deren  jede  relativ  prim  ist  gegen  eine  gegebene  Funk- 
tion,  ist  es  gegen  diese  Funktion  gleichfalls. 

Auf  diesen  Sätzen  beruht  die  Zerlegung  jeder  ganzen 
Funktion  des  gedachten  Bereiches  in  ein  Produkt  von  so- 
genannten Primfunktionen.  Wir  bezeichnen  aber  hier  als 
Primfunktion  jede  primäre  ganze  Funktion  von  x  mit 
beliebigen  Zahlenkoeffizienten,  welche  nicht  in  da» 
Produkt  zweier  (von  x  abhängigen)  ganzen  Funktionen 
derselben  Art  zerlegt  werden  kann.  Ist  nun  eine  ganze 
Funktion  F{pc)  desselben  Bereiches  nicht  selbst  eine  Prim- 
fimktion  oder  nur  durch  einen  Zahlenfaktor  von  einer  solchen 
verschieden,  So  gibt  es  Teiler  von  "Fix)  und  unter  ihnen  einen 
oder  mehrere  von  kleinstem  Grade,  die  zudem  primär  gedacht 
werden  dürfen;  einer  von  diesen  sei  P(x).  Diese  Funktion  P(x) 
ist  sicher  eine  Primfunktion,  denn,  hätte  sie  einen  von  x  ab- 
hängigen Teiler  f{x),  so  wäre  letzterer  auch  ein  Teiler  von 
F{x\  aber  gegen  die  Voraussetzung  von  kleinerem  Grade  wie 
P{x),    Hiernach  kann  man  setzen 

WO  F^{x)  wieder  eine  Funktion  von  der  Art  der  Funktion  F{x)y. 
aber  geringeren  Ghrades  wie  sie  ist.  Wenn  nun  F^  (x)  noch 
keine  Primfonktion  oder  von  einer  solchen  nur  durch  einen 
Zahlenfaktor  verschieden  ist,  so  kann  man  in  gleicher  Weise 

F,(x)  =  P,ix)  •  F,ix) 

setzen,  wo  Pi{x)  eine  Primfunktion,  F^(x)  aber  eine  ganze 
Funktion  des  Bereiches  von  kleinerem  Grade  ist  als  F^{x)y 
und  man  hat  somit  jetzt 

F{x)^F{x)PM-F,{x), 

und  kann  in  gleicher  Weise  fortschließen.  Da  aber  die  Grade 
der  Fimktionen  F{x\  F^(x)y  F^(x),  -  •  •  fort  und  fort  abnehmen,, 
so  muß  dieser  Fortgang  endlich  zu  einem  Teiler  Ff^(x)  führen^ 
der  eine  Primfunktion  oder  von  einer  solchen  nur  durch  einen 
Zahlen&ktor  verschieden  ist,  und  es  ergibt  sich  eine  Zerlegung^ 
Ton  F{x)  von  der  folgenden  Gestalt: 
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<10)  F(x)  ^e.P(x)  P,(«)  P,(x)  . . .  P,(x), 

in  welcher  c  einen  Zahlenfaktor,  P(x),  Pi{x),  P%{x),  •  •  •,  Pf^{x) 
Aber  lauter  Primfonktionen  bedeuten,  die  übrigens  nicht  von- 
einander verschieden  zn  sein  brauchen.  Der  wesentliche  Zu- 
satz, den  wir  hierzu  machen  dürfen,  daß  eine  solche  Zerlegung 
von  F(x)  eine  eindeutige  ist,  beweist  sich  mittels  der  vorauf- 
geschickten  Sätze.     Wäre  nämlich 

(11)  F{x)^e-.P'(x)P,\x)-..P,'{x) 
eine  zweite  gleichartige  Zerlegung  von  F{x\  mithin 

(12)  e  ■  P{x)  P,(x)  ■  ■  ■  P,{x)  =  c  .  P'(x)P,'ix)  ■  ■  ■  P,'(x), 

so  müßte  zugleich  mit  der  linken  die  rechte  Seite  dieser  Glei- 
chung durch  P(x)  teilbar  sein.  Da  nun  jede  der  Primfunk- 
tionen Pi{x),  wenn  sie  nicht  gleich  P(x)  ist,  relativ  prim  zu 
P(x)  sein  muß,  da  sie  außer  sich  selbst  keinen  (von  x  ab- 
hängigen) Teiler  besitzt,  so  wäre  das  ganze  Produkt  zur 
Rechten  prim  gegen  P(x),  also  nicht  durch  P{x)  teilbar, 
wenn  keine  der  Funktionen  P/(iP)  gleich  P(x)  wäre.  Man 
schließt  mithin,  daß  eine  derselben  gleich  P(x)  sein  muß,  und 
daß  diese  gleichen  Faktoren  aus  beiden  Seiten  der  Gleichung  (12) 
sich  heben.     So  müßten  sämtliche  Faktoren 

Pix),  P,{x),  •  •  -^P.ix) 

der  linken  Seite  sich  heben,  also  h^k  sein;  wäre  aber  h  <  k, 
so  blieben  dann  rechts  noch  von  x  abhängige  Faktoren,  wäh- 
rend die  linke  Seite  sich  auf  die  Konstante  c  reduzierte,  was 
nicht  sein  kann;  also  ist  %  »  A:  und  die  einzelnen  Funktionen 
zur  Rechten  denen  zur  Linken  gleich;  daraus  folgt  dann  end- 
lich auch  c  ^^  c',  d.  i.  die  völlige  Identität  der  zweiten  Zer- 
legung mit  der  ersten,  w.  z.  b.  w. 

Faßt  man  schließlich  die  etwa  gleichen  Faktoren  der  Zer- 
legung immer  zu  einer  Potenz  zusammen,  so  läßt  sich  der 
folgende  Satz  aussagen,  welcher  dem  Satze  von  der  Zerlegung 
einer  gewöhnlichen  ganzen  Zahl  in  Primfaktoren  völlig  ent- 
spricht: Jede  ganze  Funktion  F(x)  von  x  mit  belie* 
bigen  Zahlenkoeffizienten  kann  auf  eine  und  nur  eine 
Weise  als  ein  Produkt  aus  Potenzen  von  Primfunk- 
tionen derselben  Art  dargestellt  werden  in  der  Form: 
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(13)  F{x)  -  c .  P(a?r  .  P^{xyi . . .  P,(a;)"*, 

wo  c  einen  Zahlenkoeffizienten^  a,  a^^  -'-,  a^  positive 
ganze  Zahlen  bedeuten. 

2.  Man  sieht  leicht  ein,  daß,  was  hier  f&r  ganze  Funk- 
tionen mit  beliebigen  Zahlenkoeffizienten  gezeigt  worden  ist, 
auch  Geltung  behalt,  wenn  man  sich  auf  den  Bereich  ganzer 
Funktionen  mit  rationalen  Koeffizienten  beschränkt;  die 
Primfunktionen  bedeuten  dann  auch  Funktionen  dieses  Be- 
reiches und  stimmen  daher  mit  dem,  was  wir  in  Kap.  1  Nr.  5 
irreduktible  Funktionen  genannt  haben,  überein.  Anders 
aber  yerhalt  sich  die  Sache,  wenn  wir  als  den  Bereich  9t, 
welchem  die  Elemente  (i^  zu  entnehmen  sind,  denjenigen  der 
rationalen  Funktionen  von  x  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
und  die  Funktionen  ff(x)  als  ganze  Funktionen  dieses  Bereichs 
voraussetzen.  Alsdann  ist  in  der  durch  algebraische  Division 
zu  erhaltenden  Gleichung  (6)  die  Bestfunktiön  r(x)  nicht 
immer  eine  ganze  Funktion  desselben  Bereiches  und  die  darauf 
beruhenden  Schlußfolgerungen  fallen  dahin.  In  diesem  Falle 
besteht  mithin  nicht  immer  eine  Gleichheit  (7),  der  gemäß 
sich  der  betrachtete  Modulus  auf  einen  eingliedrigen  reduzierte, 
vielmehr  zerfallen  die  Moduln 

{A(«),/i(a'),  •••,/•»(«)} 

dieser  neuen  Art  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Kategorieen 
welche  Kronecker  als  Moduln  erster  und  zweiter  Stufe 
unterschieden   hat:    die   der  ersten  lassen  sich  auf  einen  ein- 
gliedrigen Modulus  reduzieren,  die  der  anderen  aber  nicht. 
Wir  betrachten  hier  nur  die  Moduln  von  der  Form 

d.  i.  die  Gesamtheit  der  Funktionen 

(15)  Pv>(j^)+n^)H^)f 

wo  p  eine  Primzahl,  f(x)  eine  gegebene  ganze,  ganzzahlige 
Funktion  von  x,  q>(x)  und  if(x)  aber  alle  Funktionen  dieser 
Art  bedeuten. 

Der  einfachste  von  ihnen  wäre  der  Modulus   [p] 
d.  i.    die   Gesamtheit   aller   ganzen,    ganzzahligen   Funktionen 
p  •  q>{x),   deren   sämtliche  Koeffizienten   durch  p  teilbar  sind. 

Baohmann,  Zahleniheori«.    V.  6 
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Wir    nennen     zwei     ganze^     ganzzahlige    Funktionen 

f(x)ff\x)  nach  diesem  besonderen  Modulus  kongruent^ 

in  Zeichen: 

/•'(x)sr(»)(mod.|)), 

wenn  die  Differenz  f{x)'-f\x)  eine  Funktion  des 
Modulus  ist,  nämlich  die  Koeffizienten  gleich  hoher 
Potenzen  in  f\x\  f\x)  in  gewöhnlichem  Sinne  (mod.|?) 
kongruente  Zahlen  sind. 

Für  zwei  solche  kongruente  Funktionen  sind  die 
Moduln 

{p,.nx)),  [p,f'ix)) 

ein  und  derselbe  Modulus.     Denn^  ist 

nx)-f"{x)^p.x{x), 

so  wird 

P9{^) + f(?o)  H^)  -pm^)  +  *(^)  X  w] + r(^)  *w, 

wo  nun,  wenn  (p{x),  if(x)  alle  gazLzen,  ganzzahligen  Funktionen 
bedeuten,  dasselbe  offenbar  auch  gilt  von  den  Funktionen 
(p(x)  +  ^{x)x{x)  imd  ^{x). 

Hiemach  darf  man  im  Modulus  (14)  in  der  Funktion 
f{x)  alle  Glieder  unterdrücken,  welche  durch  p  teilbar  sind; 
sind  sie  es  sämtlich,  also  f(x)^0  (mod.^),  so  ist  der  Modulus 
(14)  identisch  mit  dem  Modulus  {p};  ist  dagegen  m  der  Grad 
der  Funktion  f(x)  (mod.  ^),  nämlich  x^  das  höchste  der 
übrig  bleibenden  Glieder,  also 

(16)  f(x)  =  caf^  +  c^x""-^  + 1-  c^.iX  +  c^  (mod-j?), 

wo  c  nicht  durch  p  aufgeht,  so  gibt  es  eine  ganze  Zahl  c'^ 
derart,  daß  cc'  =  1  also 

cc'-f{x)^fix) 
und 

(17)  c'f{x)  =  af-  +  c,'x"^-'  +  •  •  •  +  c]^,,x  +  cj 
ist;  folglich  ist  nach  dem  Obigen 

{p.fi^)}  =  {p,cc'ax)) 

und  nun,  wie  ohne  weiteres  einleuchtet, 

{p,ccfix)]i^[p,c'fix)}y{p,f(x)} 

{p,m}-{p.c'f(x)}. 


(mod.^)) 
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Man  darf  nach  all'  diesem  im  Modulus  (14)^  wenn 
er  Ton  [p]  verschieden^  die  Funktion  f(x)  von  der 
Form 

voraussetzen^  in  welcher  der  Koeffizient  des  höchsten 
Gliedes  gleich  1^  die  der  übrigen  aber  Zahlen  aus  der 
Reihe  0,  1^  2^  •  •  *,  p  —  1  sind.  Jede  Funktion  von  dieser 
Beschaffenheit  werde  primär  genannt  (mod.|?);  wird  f(x)  als 
eine  solche  vorausgesetzt ,  so  nennen  wir  den  Modulus  (14) 
reduziert. 

Sind  f(x),  f\x)  zwei  (mod.|))  primäre  Funktionen 
von  Xy  so  folgt  aus  der  Gleichheit 

{p,n't)\='{p,nx)], 

d.  i.  aus  der  Gleichheit  zweier  reduzierter  Moduln  von 
der  Art  (14)  stets  auch  die  Gleichheit  ihrer  Funktionen 
f{x)y  f"{x).    Denn  der  vorausgesetzten  Gleichheit  zufolge  ist 

f"(x)=r(x)-tix){moi.p); 
gleich&lls  aber  ist 

^  ^  r(a?)=i'-9'»+  rix) -fix), 

f'{x)=f"{x)-i>'{x){moLp). 

Ans  beiden  znsammen  folgt 

f"{x)=f"{x)  ■  i>{x)i>'{x)  (mod.1,), 

eine  Kongruenz,  welche  nur  bestehen  kann,  wenn  ^{x)y  tlf\x) 

vom  Grrade  Null  (mod.  p),  d.  h.  ganzen  Zahlen  c,  c  kongruent 

sind,    deren   Produkt   cc'  =  1    ist.     Dann   erfordert   aber   die 

Kongruenz 

r{x)^c-r{x){mod,p), 

daß  beide  Funktionen  von  gleichem  Grade  (mod.^)  sind  und 
daß,  da  die  Koeffizienten  ihrer  höchsten  Potenzen  nach  der 
Voraussetzung  gleich  1,  die  übrigen  kleiner  als  p  sind, 

also  sogar  f\x)  ^f{x)  ist,  wie  behauptet. 

Dies    vorausgeschickt,    zeigt    sich    sogleich,    daß 

jeder  Modulus  (14),  in  welchem  die  Funktion  f{x)  von 

6* 
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höherem  als  dem  nullten  Grade  ist  (mod.|>),  ein  Mo- 
dnlna  zweiter  Stufe  ist,  es  nämlich  keine  ganze  ganzzahlige 
Funktion  x(x)  gibt  yon  der  Beschaffenheit^  daß 

wäre.  Denn,  da  alsdann  sowohl  p  ah  auch  f(x)  durch  xip^) 
teilbar  sein  würde,  so  müßte  x(^)  gleich  einer  ganzen  Zahl 
sein,  durch  welche  die  Funktion  f(x),  da  ihr  höchster  EoefiS- 
zient  gleich  1,  nicht  teilbar  sein  kann,  es  sei  denn,  daß 
2(:r)  »  1.    Dann  aber  müßte  die  Gleichung 

d.h.  die  Kongruenz  f(x)i;(x)^l(mod.p),  welche,  ausfuhr^ 
lieber  geschrieben,  die  Form 

{sr  +  c^sT'^  +  •  •  •  +  O  •  Q>^  +  h^'^  +  — I-  O  =  1 

hatte,  möglich  sein,  während  sie  doch  unmöglich  ist,  da  aus 
ihr  der  Reihe  nach 

6  =  0,  6^  =  0,  . .  •,  6^  =  0  (mod.p) 

im  Widerspruch  gegen  den  Wert  der  rechten  Seite  erschlossen  wird. 
Ist  dagegen  die  Funktion  f(x)  Yom  nullten  Grade 
(mod.|>)  also,  da  sie  von  der  Form  (18)  vorausgesetzt  werden 
darf,  f(x)  =  1  (mod.p),  so  wird  der  Modulus 

{i',/'(a')}  =  {Äi}  =  {i}, 

d  i.  gleich  der  Gesamtheit  aller  ganzen,  ganzzahligen 
Funktionen  von  x  sein.  Der  Modulus  [p^  f(x)]  möge  ein 
eigentlicher  Modulus  heißen,  wenn  f{x)  ron  höherem  ab 
dem  nullten  Grade  (mod.  p),  der  Modulus  also  von  der  zweiten 
Stufe  ist. 

Wir  beweisen  nunmehr  folgenden  Satz:  Sind 

F,(x),  F,(x),  . .  •,  F,(x) 

gegebene  ganze,  ganzzahlige  Funktionen,  unter  denen 
wenigstens  eine  nicht  kongruent  Null  ist  (mod.j!>), 
und  besteht  die  Beziehung 

(19)  {p,  F,{x),  F,{x),  . . .,  F,{x))  ^  [p,  fix)), 

WO  [Pff{x)]  einen  beliebigen  Modulus  von  der  Art 
(14)  bedeutet,  so  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der 
Gestalt 
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(20)  [p,  F,ix),  F,(x),  ■ . .,  F,(x)}  -  [p,  /•(«)*(«)}, 

in  welcher  ^(ar)  eine  (mod.  |))  primäre  Funktion  von 
X  ist. 

Bezeichnet  nämlich  F{x)  irgend  eine  io  dem  aus  n  +  1 
Elementen  zusammengesetzten  Modulus  enthaltene  FunktioD^ 
so  besteht  nach  der  Annahme  eine  Gleichung 

F(x)  ^p0(x)  +  fix)  V{x) 

oder  eine  Kongruenz 

(21)  F{x)  =  f{x)  W{x)  (mod.i>), 

in  welcher  V{x)  gewiß  nicht  =  0  ist,  wenn  dies  F{x)  nicht 
ist.  Solche  Funktionen  F{x)  gibt  es  aber  der  Voraussetzung 
zufolge  im  Modulus;  unter  ihnen  allen  sei  jPo(^)  ®üie  der- 
jenigen, bei  denen  der  Gh-ad  der  zugehörigen  Funktion  V{x\ 
sie  heiße  ^o(^);  deren  Koeffizienten  kleiner  als  p  gedacht 
werden  dürfen,  am  kleinsten  ist.  Wäre  der  Koeffizient  h  der 
höchsten  Potenz  in  ^o(^)  ^^^  ^  Terschieden,  so  gäbe  es  eine 
Zahl  V  derart,  daß  &&'  =  1  (mod.^),  und  durch  Multiplikation 
der  zugehörigen  Kongruenz  (21)  mit  V  erhielte  man 

(22)  F\x)  =  fix)  ^{x)  (mod.  p)^ 

wo  F^ix)  »  VFq(x)  eine  ebenfalls  in  dem  gedachten  Modulus 
enthaltene  Funktion,  ^^(x)  aber  eine  (mod.  |?)  primäre  Funk- 
tion von  gleichem  Grade  wie  ^o(^)  ^^^*     ^^  ^^^ 

V{x)  =  Qix)  '  V^\x)  +  R(x) 
gesetzt  werden  darf,  wo  Q{x),  Bix)  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tionen  von  X,   die  letztere  von  geringerem  Grade  wie  ^o(^) 
bedeuten,  erschließt  man  aus  den  Kongruenzen  (21)  und  (22) 
diese  andere: 

F(x)  -  Q{x)  F\x)  ~  fix)  Rix)  (mod.  p), 

wo  die  Funktion  zur  Linken  ebenfalls  dem  gedachten  Modulus 
angehört.  Der  Bedeutung  der  Funktion  ^o(^)  zufolge  muß 
hier  Rix)  =  0,  folglich 

Fix)  =  Qix)  •  F^ix)  imoi.p) 

sein.  Jede  Funktion  des  aus  den  n  +  1  Elementen  bestehenden 
Modulus  ist  —  mit  andern  Worten  —  auch  eine  Fimktion 
des  Modulus 

{p,r>{x)]~{p,nx)v^{x)}', 
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da  aber  zugleich  mit  F^(x)  ^f{x)  ^^(x)  auch  umgekehrt  alle 
Funktionen  des  letztem  Modulus  in  dem  gedachten  enthalten 
sind^  so  erhält  man  die  Gleichheit  beider  Moduln^  d.  i.  eine 
Beziehung  von  der  zu  ervireisenden  Form  (20). 

3.  Bedeutet  jetzt  F(x)   eine   der   im  Modulus  (14) 
enthaltenen  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen^  mithin 

(23)  F(x)=pq,(x)  +  f(x)i,(x) 

oder  auch 

24)  F{x)=f(x)ilf(x)  (mod./)), 

so  soll  gesagt  werden:  F{x)  habe  {mod.p)  den  Teiler 
f{x).  Man  übersieht  sogleich^  daß  die  Teilbarkeit  einer 
Funktion  F(x)  durch  eine  andere  Funktion  f(x)  (mod.p) 
völlig  gleichbedeutend  ist  mit  dem  Umstände,  daß  der  Modulus 
{p,  F(x)]  im  Modulus  {p^  f{x))  enthalten  ist,  d.  i.  mit  der 
Teilbarkeit  des  ersteren  Modulus  durch  den  zweiten  Modulus. 
Da,  wenn  F(x)  nicht  —  0  {mod,p)  ist,  der  Kongruenz  (24) 
zufolge  der  dieser  Funktion  zukommende  Grad  M  gleich  der 
Summe  der  Grade  Ton  f(x),  •^{x)  also  mindestens  gleich 
demjenigen  von  f{x)  ist,  da  femer  der  Teiler  f{x)  als  primär 
(mod.^),  d.  i.  von  der  Form  (18)  vorausgesetzt  werden  darf, 
so  gibt  es  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  verschiedenen 
primären  Teilern  einer  gegebenen  Funktion  F{x),  denn  die 
Anzahl  der  Funktionen  (18),  unter  denen  diese  Teiler  sich 
finden  müssen,  ist,  da  jeder  der  Koeffizienten  c^  nur  die  p  ver- 
schiedenen Werte  0,  1,  2,  •  •  •,  ^  —  1  haben  kann,  m  aber  ^  M 
ist,  höchstens  'gleich  p''.  Denkt  man  sich  daher  jetzt  n  ganze, 
ganzzahlige  Funktionen  F^(x)y  F^(jx)j  •  •  •,  F„{x)  gegeben,  imter 
denen  wenigstens  eine  nicht  kongruent  Null  ist  (mod.  p), 
so  wird  es  wieder  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener 
primärer  Funktionen  f(x)  geben,  welche  gemeinsame  Teiler 
derselben  (mod.^)  sind,  derart,  daß  n  Kongruenzen  bestehen 
von  der  Form: 

(25)  F,(x)  =f{x)'  rl>^{x)  (mod.i)) ; 

(i  =  1,  2,  ...,«) 

unter  diesen  primären  gemeinsamen  Teilern  sei  f{x) 
einer  von  denjenigen,  deren  Grad  (mod.j7)  am  größten 
ist.     Da    den   Kongruenzen   (25)    zufolge    für   die   gedachten 
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Funktionell  FJ^x)  die  Beziehung  (19)  stattfindet,  ergibt  sich 
auch  eine  Gleichung  von  der  Form  (20),  derzufolge  sämtliche 
Funktionen  Fi{x){moLp)  den  gemeinsamen  Teiler  f{x)ilf{x) 
hätten  Ton  höherem  Gfrade  wie  f{x),  wenn  nicht  i>{x)  von 
nulltem  Grade  also,  als  (mod.|))  primäre  Funktion,  kongruent 
l(mod.  p)  wäre.  Somit  muß  ^(ic)  =  1  (mod.p)  sein  und  es 
ergibt  sich  die  bestimmtere  Gleichung 

(26)  [p,  F,(x),  F,(x),  . . .,  F,ix)]  -  {p,  fix)]. 

Aus  ihr  erkennt  man  zugleich,  daß  der  mit  f{x)  bezeich- 
nete, allen  gegebenen  Funktionen  (mod.  p)  gemeinsame  primäre 
Teiler  höchsten  Grades  ein  völlig  bestimmter  ist;  denn,  gäbe 
es  noch  einen  zweiten  f(x)y  so  müßte  der  Modulus  zur  Linken 
von  (26)  auch  gleich  dem  Modulus  [p,  f  (x) }  sein ,  woraus 
einem  obigen  Satze  zufolge  die  Gleichheit  der  beiden  Funk- 
tionen f{x),  f{x)  hervorginge.  Demgemäß  soll  dieser 
Teiler  f(x)  hinfort  als  der  größte  (mod.p)  gemeinsame 
Teiler  der  gegebenen  Funktionen  bezeichnet  werden. 

Ist  er  gleich  1,  so  heißen  die  gegebenen  Funktionen 
jF\(a;),  F^ix),  •  •  •,  F^(x)  Funktionen  ohne  gemeinsamen 
Teiler  (mod. 2>),  insbesondere,  wenn  es  sich  nur  um  zwei 
Funktionen  F^ix)^  F^{x)  handelt,  relativ  prime  Funktionen 
(mod.  p).  In  diesem  Falle  gibt  es  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tionen 9?(a:),  q>x{x)j  ^>i{x),  •  -  -,  Vni^)>  ^^^  welche  die  Gleichung 

^  i>9 W  +  F,{x)  q>,{x)  -f  . . .  +  F,{x)  q>,{x)  =  1 
oder  die  Kongruenz 

(27)  F^ix)  v,{x)  +  F,(x)  ,p,(x)  +  ---  +  F,ix)  y,(x)  =  1  (mod.!,) 

erfüllt  wird;  mithin  im  Falle  nur  zweier  (mod.  |>)  relativ 
primen  Funktionen  F^(x),  F^{x)  zwei  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tionen 9>i(^),  9>t(^)  der  Art,  daß  die  Kongruenz  stattfindet: 

(28)  F^{x)  fp,(x)  +  F,{x)g>,{x)  =  1  (mod.j)). 

Wie  nun  aus  der  Gleichung  (9)  die  Sätze  über  Teilbar- 
keit der  ganzen  Funktionen  mit  beUebigen  bezw.  rationalen 
Zahlenkoeffizienten  erschlossen  worden  sind,  genau  ebenso  er- 
geben sich  aus  der  Kongruenz  (28)  völlig  entsprechende 
Sätze  über  die  Teilbarkeit  (mod,p)  der  ganzen  Funktionen 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten.  Multipliziert  man  nämlich  (28) 
mit  einer  solchen  Funktion  f{x\  so  daß  die  Kongruenz 
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(29)    f{x)F^{x)  .  fp^{x)  +  F^{x)  .  fix) q>,{x)  ^  f{x)  {moA.p) 

herrorgeht,  und  nimmt  an^  ^{x)  sei  ein  den  Funktionen 
f{x)F^{x)  und  F^{x)  (moA.p)  gemeinsamer  Teiler  derart,  daß 

f{x)F^{x)^q>{x)i,^{x),    F,(x)  =  fp{x)i;,{x) 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt  aus  (29) 

f{x)  =  q>(x)  .  l(p^{x) t^(x)  +  fix) fp^ix) ^,(^)], 

d.  i.  q)ix)  auch  als  ein  Teiler  von  fix)imod,p).  Ein  Pro- 
dukt zweier  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen,  deren 
eine  (mod.  p)  relativ  prim  ist  gegen  eine  gegebene 
Funktion  derselben  Art,  kann  also  nur  dann  einen 
Teiler  (mod.  p)  mit  der  letzteren  gemeinsam  haben, 
wenn  der  andere  Faktor  ihn  hat;  insbesondere  kann 
das  Produkt  nur  dann  durch  die  gegebene  Funktion 
teilbar  sein  (mod.|)),  wenn  der  andere  Faktor  es  ist. 
Ist  dagegen  auch  dieser  relativ  prim  (mod.|>)  gegen 
die  gegebene  Funktion,  so  muß  das  Produkt  es  eben- 
falls sein. 

Wir  definieren  nun  als  Primfunktion  (mod. |^)  eine 
Funktion  P{x),  welche  (mod.  p)  primär,  also  von  der 
Beschaffenheit  der  Funktion  (18)  ist,  und  keinen  von 
1  und  von  ihr  selbst  verschiedenen  primären  Teiler 
(mod,p)  besitzt. 

Aus  dieser  Definition  folgt  sogleich  der  Satz:  Eine  Prim. 
funktion  P{x)  (mod.^))  kann  mit  keiner  Funktion  F(x) 
geringeren  Grades  einen  Teiler  (höheren  als  nullten 
Grades)  (mod.^))  gemeinsam  haben,  es  sei  denn,  daß 
diese  Funktion  durch  p  teilbar  ist.  Denn,  da  dieser  Teiler, 
welcher  primär  gedacht  werden  darf,  nur  Pix)  selbst  sein 
könnte,  so  müßte  eine  Kongruenz  bestehen  von  der  Form 

F(x)  =  Pix)  .  ^(a;)  (mod.p), 
worin  ^(o;)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  bedeutet,  was,  da 
der  Grad  von  Fix)  geringer  ist  als  der  von  Pix),  erfordern 
würde,  daß   alle  Koeffizienten  von  ^(o;)  und  somit  auch  alle 
diejenigen  von  Fix)  durch  p  teilbar  wären. 

Jede  Primfunktion  Pix)  (mod.jp)  ist  also  (mod. p) 
relativ  prim  gegen  ihre  Ableitung  P'ix)\  denn  sonst 
müßte  P'ix)  =  0  (moA,p)  sein,  d.  h.,  wenn 
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P{x)  =  o/  +  Cjo/-*  H h  c^_iX  +  Cf 

gedacht  wird,  so  müßten  in 

V\x)  =  /•.  ^-1  +  c,(/  _  1)  .  :c/-«  +  . . .  +  1 .  c,_, 

sämtliche  Koeffizienten  durch  p  teilbar  sein;  dies  ergäbe 
c^  =  0  (med.  p),  wenn  f  —i  durch  p  nicht  teilbar  ist,  und  so- 
mit wäre 

wo  Pi(^)  eine  gewisse  ganze,  ganzzahlige  Funktion  bezeichnet^ 
eine  Folgerung,  welche  der  Irreduktibilität  der  Funktion 
P(a:)  (mod-p)  widerstritte. 

Denkt  man  sich  ferner  die  endliche  Anzahl  primärer 
Teiler  einer  ganzen,  ganzzahligen  Funktion  F(pc)  (mod.  p)^ 
unter  denen  der  Teiler  1  der  einzige  von  x  unabhängige  ist^ 
so  wird  unter  den  übrigen  wenigstens  einer,  er  heiße  r{x\ 
von  kleinstem  Orade  (mod.|))  sich  finden,  und  dieser  sicher 
eine  Primfunktion  (mod.  p)  sein  müssen.    Man  darf  also  setzen 

F{x)  =  P{x)'  F^ix)  (mod.p), 

wo  Fi(x)  wieder  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  ist,  die  nun 
ebenso  (mod.  p)  in  zwei  Faktoren  zerlegt  werden  kann,  deren 
einer  eine  Primfunktion  (moi,p)  ist,  usw.  Auf  diese  Weise 
findet  sich  ganz  entsprechend  der  Zerlegung  (13)  der  ganzen 
Funktionen  mit  beliebigen  bezw.  rationalen  Zahlenkoeffizienten 
die  folgende  Formel: 

(30)        F{x)  =  C'P {xY Pi {xfi ' ' .  P^(xyh  (mod. p), 

in  welcher  P{x)f  P^{x)y  -  "y  PJ^x)  verschiedene  Prim- 
funktionen (mod.j!>),  die  Exponenten  a,  a^,  *  *  -;  a^^  posi- 
tive ganze  Zahlen  und  c  den  kleinsten  positiven  Best 
bedeutet,  welchen  der  Koeffizient  des  höchsten  öliedes 
in  F{x)  (mod.  p)  läßt. 

Die  Eindeutigkeit  dieser  Zerlegung  der  Funktion 
F{x)  in  ein  Produkt  von  Primfunktionen  (mod.p)  er- 
gibt sich  schließlich  genau  ebenso,  wie  diejenige  der  Zer- 
legung (13),  nämlich  auf  Grund  der  zuvor  ausgesprocheneu^ 
den  dortigen  analogen,  Teilbarkeitssatze. 

1)  S.  Nr.  0,  L 
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Mittels  der  Formel  (30)  überzeugt  man  sich  leicht, 
daß  die  Funktion  F(x)  dann  und  nur  dann  einen  ge- 
meinsamen Teiler  (mod.|>)  mit  ihrer  Ableitung  F\x) 
besitzt,  wenn  sie  wenigstens  eine  Primfunktion  mehr- 
fach zum  Faktor  hat.  Man  darf  offenbar  den  gemeinsamen 
Teiler  als  Primteiler,  z.  B.  als  den  Teiler  P(x),  voraussetzen. 
Setzt  man  nun  abkürzend 

eine  Fonnel,  die  mit  einer  Gleichung 

F(x)'^P{x)'Qix)+p-f{x) 

gleichbedeutend  ist,  in  der  auch  f(x)  eine  ganze,  ganzzahlige 
Funktion  bezeichnet,  so  kommt  durch  Differenzierung 

F'(x)=^Pix)''-'.Q,ix)+p.r(x), 
also 

F\x)  =  P(xy''-Q,{x)  (moi.p), 
wo 

Q,(x)-aP'(x)Qix)  +  P(x)Q'(x) 

ZU  denken  ist.  Diese  Funktion  ist  für  a  =  1  nicht  durch 
P{x)  teilbar  (mod.^),  da  die  Funktion  Q(x)  nach  ihrer  Be- 
deutung, P\x)  aber  dem  oben  Gezeigten  gemäß  relativ  prim 
ist  zu  P(x).  Die  Kongruenz  für  F'(x)  lehrt  also,  daß 
F'(x)  (mod.p)  den  Faktor  P{x)  enthält  oder  nicht,  jenach- 
dem  ihn  F(x)  mehrfach  oder  einfach  hat,  wie  behauptet. 

4.  Der  Umstand,  daß  eine  Funktion  F{x)  dem  Modulus 
{Py  f{p^)  angehört  oder  eine  Gleichung  (23)  oder  die  Kon- 
gruenz (24)  stattfindet,  läßt  sich  in  einer  noch  Yorteilhafberen 
Weise  formulieren,  indem  man  schreibt: 

(31)  F{x)^OmoL[p,f{x)), 

Wir  setzen  aber  hinfort  f(x)  als  eine  Primfunktion  P{x) 
voraus,  deren  Grad  wir  n  nennen.  Für  eine  solche  kann  die 
Kongruenz 

(32)  P{x)^0  (mod.jp) 

keine  ganzzahlige  Wurzel  haben,  da  sonst,  wenn  x^a  eine 

wäre, 

P{x)  =  {x-a)  Pj  {x)  (moip) 

gesetzt  werden  könnte,  wo  Piipc)  eine  ganze,  ganzzahlige 
Funktion  bedeutet,  während  doch  P{x)  unzerlegbar  ist  (mod.j>). 
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Nun  werden  wir  später  beweisen  (Kap.  6,  Nr.  3),  daß  eine 
ganze  Funktion  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  deren  höchster 
gleich  1,  wenn  sie  nicht  in  zwei  Faktoren  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  zerlegbar  ist,  auch  nicht  in  Faktoren  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  zerlegbar  sein  kann,  mithin  irreduktibel 
ist.  Demnach  muB  die  nach  der  Voraussetzung  (moi.p) 
unzerlegbare  Funktion  P(x)  auch  schlechthin  irre- 
duktibel sein,  da  aus  einer  Gleichung 

in  welcher  dem  Gesagten  zufolge  die  Faktoren  ganzzahlige 
Funktionen  sein  müfiten,  jedenfalls  auch  die  Kongruenz 

hervorginge,  der  Bedeutung  von  P(x)  zuwider.  Hat  nun  zwar, 
wie  bemerkt,  die  irreduktible  Kongruenz  (32)  keine  ganz- 
zahlige  Wurzel,  so  wird  sie  doch  durch  jede  Wurzel  a  der 
irreduktibeln  Gleichung 

(33)  P{x)  =  0, 

da  für  eine  solche  P(a)  verschwindet,  ebenfalls  erfüllt  sein, 
und  a  deshalb  als  eine,  zwar  nicht  gewöhnliche,  doch  —  um 
mit  Galois^)  zu  reden,  imaginäre  Kongruenzwurzel  ein- 
geführt werden  dürfen.  Dann  läßt  sich  zunächst  einsehen, 
daß  die  Kongiuenz 

(34)  F(x)  =  0    mod,  [p,  P(x)] 

völlig  gleichbedeutend  ist  mit  der  anderen  Kongruenz 

(35)  F(a)  =  0     (mod.  p), 

diese  in  dem  Sinne  einer  Gleichung  von  der  Gestalt 

(36)  F{a)^p'(p{a) 

und  in  ihr  unter  tp(a)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion 
von  a  verstanden. 

In  der  Tat,  die  Kongruenz  (34)  besagt,  daß  eine  Gleichung 
besteht 

(37)  F(x)  ^p  'q>(x)  +  P(x)  •  ^(a?) 

1)  E.  Galois,  Bulletin  de  F^nuBac  13,  1880,  p.  898  und  Jonm.  des 
Math^m.  v.  Llouville  11,  1846. 
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mit  ganzen,  gaozzahligen  Fonktionen  ip{x)y  if{x\  und  aus  ihr 
geht  f&r  o:  -"  a  die  Gleichung  (36)  oder  die  Kongruenz  (35) 
hervor.  Besteht  aber  umgekehrt  die  letztere,  d.  i.  eine  Gleichung 
(36);  so  folgt  wegen  der  Irreduktibilitat  der  Kongruenz  (32), 
daß  die  Funktion 

(mod.  p)  durch  P{x)  teilbar  sein  muß;  denn  sonst  waren  F(a:), 
P(x)  relativ  prim  (mod.  |>)  und  es  bestände  nach  (28)  eine 
Kongruenz  von  der  Gestalt 

F{x)  '  tp^{x)  +  P{x)  '  ip^{x)  s  1     (mod.  jp), 

aus  welcher  f&r  o:  —  a  die  unmögliche  andere 

0  =  1     (mod.  p) 
hervorginge.     Hiemach  ergibt  sich 

F(x)  —pg>{x)  =  P(x)  •  tlf(x)    (mod.j}), 

d.  i.  eine  Gleichung  von  der  Gestalt  der  Gleichung  (37)  oder 
die  Kongruenz  (34). 

Hieraus  folgt  dann,  daß  a  nicht  Wurzel  einer 
Kongruenz  F(x)  =  0  (mod.  p)  geringeren  als  des  n**" 
Grades  sein  kann,  es  sei  denn,  daß  diese  identisch  ist.  Denn 
der  Gleichung  (37)  zufolge  müßte  sonst 

F{x)  ^P(x)if  (x)    (mod,  p) 

sein,  was  (s.  vorige  Nummer)  unmöglich  ist,  wenn  nicht  alle 
Koeffizienten  von  F(x)  durch  p  teilbar  sind.  Es  kann  also 
eine  Kongruenz 

(38)  %  +  a^a  +  o,«*  +  •  •  •  +  öt^-i«""*  =  0     (mod.jp) 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  nur  stattfinden,  wenn 
diese  sämtlich  durch  p  teilbar  sind.  Man  darf  daher 
in  Analogie  mit  einer  früheren  Benennung  sagen:  die 
Potenzen 

(39)  1,  «,  u\  ...,  «»-^ 

seien  (mod.  p)  unabhängig  von  einander. 

Betrachten  wir  nunmehr  die  Gesamtheit  aller 
ganzen,  ganzzahligen  Funktionen 

cj  -  F(a) 
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Ton  a,  Sie  bilden  einen  Bereich  von  ganzen  Gfrößen  —  er 
Heiße  O^  —  welche  offenbar  die  Eigenschaft  haben,  dnrch 
Additionen,  Subtraktionen  and  Multiplikationen  einander  zu 
reproduzieren.    Da  stets 

gesetzt  werden  darf,  wo  Q(x\  R(x)  ganze  Funktionen  sind, 
die  letztere  Ton  geringerem  Grade  als  P(x)f  deren  Koeffizienten, 
da  derjenige  der  höchsten  Potenz  in  P{x)  gleich  1  ist,  ganze 
Zahlen  sein  müssen,  so  ergibt  sich  auch  die  Kongruenz 

(40)  F(x)^P(x)Q(x)  +  r(x)    (mod.'p), 

wenn  unter  r(x)  die  Funktion  verstanden  wird,  deren  Koeffi- 
zienten die  kleinsten  nicht  negativen  Beste  (mod.  p)  derjenigen 
Ton  It{x)  sind.     Dieser  Kongruenz  zufolge  ist 

F(cc)  =  r(a)  (mod.  p), 

d.  h.  jede  Zahl  m^F(a)  des  Bereiches  G^  ist  (mod.  p) 
einem  Ausdrucke  kongruent  von  der  Form 

(41)  r(a)  «•  ao  +  a^a  +  a^cc^  H +  a^^iC^'\ 

dessen  Koeffizienten  a,-  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  •••, 
j>  —  1  sind. 

Solcher  Zahlen  gibt  es  p^  und  je  zwei  verschiedene  von 
ihnen: 

sind  inkongruent  (mod.  p),  denn  sonst  bestände  eine  Kon- 
gruenz (38),  in  welcher  allgemein  a^  =»  a/  —  a/'  wäre,  also 
müßten  alle  diese  Differenzen  kongruent  Null  (mod.  jp),  oder 
vielmehr,  da  sie  kleiner  als  p  sind,  gleich  Null  sein,  was  der 
Voraussetzung  zuwider  ist.  Hiernach  verteilen  sich  alle 
Zahlen  co  des  Bereichs  G^  (mod.  p)  in  p**  Klassen  kon- 
gruenter Zahlen  derart,  daß  zwei  verschiedenen  Klassen 
angehörige  Zahlen  unter  einander  inkongruent  sind,  und  die 
p^  Zahlen  von  der  Form  (41)  sind  Repräsentanten  die- 
ser Klassen  oder  bilden  ein  vollständiges  Restsystem 
für  die  Zahlen  o  (mod.j:>).  Eine  einzige  von  ihnen,  diejenige 
nämlich,  deren  Koeffizienten  sämtlich  Null  sind,  ist  kongruent 
Null  (mod.  p). 


94  Drittes  Kapitel. 

Es  gilt  ferner  der  Satz:   Das  Produkt  zweier  Zahlen 

F^{a)j  F^(a)   des  Bereichs   G^  ist  nur  dann  kongruent 

Null  (mod.  p)^  wenn  es   einer  der  Faktoren  ist.     Denn 

aus 

F^(a)  '  F^(a)  =  0     (mod.  p) 

fließt  dem  Obigen  zufolge  eine  Kongruenz  yon  der  Form 

-Fl  (x)  '  F^  (x)  =  P{x)'ip  (x)    (mod.  p), 

d.  h.  die  Primfunktion  P(x)  ist  ein  Teiler  des  Produktes 
i^i  (x)  '  jF,  (x)  (mod.  p)  und  folglich  auch  eines  seiner  Faktoren, 
etwa  ein  Teiler  yon  Fi{x\  dies  aber  zieht  eine  Kongruenz 

j;  (a)  =  0     (mod.  p) 

nach  sich,  wie  sie  behauptet  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  sei  jetzt  ci  irgend  eine  Zahl  des  Be- 
reiches G„,  welche  nicht  kongruent  Null  ist  (mod.  p),  und  man 
bezeichne  zur  Abkürzung  mit  v  die  Potenz  jp"  imd  mit 

(43)  0,  Ol,  oj,  öj,  •  .  •,  o^_i 

die  j>"  Repräsentanten  (41)  der  inkongruenten  Zahlenklassen 
oder  allgemeiner  irgend  ein  vollständiges  Restsjstem  der 
Zahlen  to,  d.  i.  ein  System  solcher  Zahlen,  die  den  Zahlen  (41) 
bezw.  kongruent  sind.     Dann  sind  auch  die  Produkte 

(44)  <o  •  0,  (Dcoi,  ajcoj,  ojOj,  •  •  •,  gjo^.i 

einander  (mod.  i>)  inkongruent,  da  aus  (ögi,  =  cd(d,  sich  die 
Kongruenz  ©  ((o^  —  (Oj^  =  0  und  aus  dieser,  da  o  nicht  =  0  ist, 
dem  eben  bewiesenen  Satze  gemäß  sich  o^  =  o^  ergäbe  gegen 
die  Voraussetzung.  Hierbei  werden  die  beiden  ersten  Zahlen 
(43),  (44)  für  sich  kongruent  sein.  Da  somit  die  übrigen 
Zahlen  (44)  den  übrigen  (43)  insgesamt  kongruent  sind,  so 
muß  auch  das  Produkt  derselben  es  dem  Produkte  der  letzteren, 
also 

caf^"^'  (»iCDj  •  •  •  aj,_i  ^  öl  (Dg  •  •  '(o^_i     (mod.  p) 

und,  da  das  Produkt  c^^cj^  •  -  -  (o^^_^y  dessen  einzelne  Faktoren 
nicht  =  0  sind,  dies  auch  nicht  sein  kann,  einfacher 

(45)  a)^''^=l     (mod.i?) 

sein.  Für  jede  Zahl  (o  des  Bereiches  6r^,  welche  nicht 
kongruent  Null  ist   (mod.  p),   ist   also   die   Kongruenz 
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(45)  erfüllt^  ein  Satz,  welcher  ein  Analogon  des  Fermat- 
schen  Satzes  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie  bildet.  Man  gibt 
ihm  sogleich  eine  andere  Form,  in  welcher  er  für  jede  Zahl 
<o  des  Bereiches  ohne  Ausnahme  gilt,  indem  man  ihn  aus- 
spricht wie  folgt:  Jede  Zahl  &  des  Bereiches  G^  erfüllt 
die  Kongruenz 

(46)  cö^"~cö     (moi.p), 
oder  ist  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

(47)  X^=X    (moi.p), 

die  somit  genau  ebensoviel  Wurzeln  im  Bereiche  G^  besitzt, 
als  ihr  Gbrad  beträgt. 

Hier   gilt   femer   ganz   analog  der  gewöhnlichen  Zahlen- 
theorie  der  Satz,  daß  eine  Kongruenz 

(48)  f(X)^0    (mod.jp), 

in  welcher  f{X)  eine  ganze  Funktion  von  X  vom 
Grade  m  mit  zum  Bereiche  G^  gehörigen  Koeffizienten 
bedeute,  nicht  mehr  als  m  inkongruente  Wurzeln  in 
diesem  Bereiche  besitzen  kann,  es  sei  denn,  daß  sie 
identisch  besteht.  Hätte  sie  nämlich  deren  mindestens 
m  +  1,  welche 

«0?    «i;    hif    '  '  'j   %m 

heißen  mögen,  so  hätte  die  Kongiiienz 

/'(X)-C-(X-y(X-|.)---(X-g„)  =  0    (mod.1,), 

deren  Koeffizienten,  wenn  C  denjenigen  der  höchsten  Potenz 
von  X  in  f{X)  bedeutet,  wieder  zum  Bereiche  G^  gehören^ 
deren  Grad  aber  nur  noch  m  —  1  sein  kann,  gewiß  die  m 
Wurzeln  |^,  ^j,  •  •  •,  Sm?  s^®  müßte  also  identisch  bestehen,  wenn 
man  den  behaupteten  Satz  bereits  für  Kongruenzen  des  m  —  1*^ 
Grades  erwiesen  annimmt.     Aus  der  identischen  Kongruenz 

/^(X)  =  C.(X-6,)(X-|,)--(X-|J     (mod.p) 
ergäbe  sich  dann  aber  für  X  =  |q  die  Beziehung 

0  =  (?.(go-y(|,-y...(lo-U     (mod.i,), 

welche  unmöglich  ist,  da  nach  der  Voraussetzung  keiner  der 
Faktoren  des  rechtsstehenden  Produktes  kongruent  Null  (mod.p) 
ist.    Der  Satz  gilt  ako  für  Kongruenzen  m*^  Grades,  wenn  er 
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schon  für  Eong^enzen  vom  Örade  m  —  1  besteht,  und  somit 
allgemein,  da  er  offenbar  für  Kongruenzen  ersten  (Jrades 
richtig  ist. 

Verbindet  man  diesen  allgemeinen  Satz  mit  dem  Analogon 
des  Fermatschen  Satzes,  das  wir  erhielten,  so  darf  man  die 
nachstehende  identische  Kongruenz  schreiben: 

X^**-  X  =  X(X  -  ©i)  (X  -  (D,)  ...  (X -  a),.i)    (mod.  p), 

oder  einfacher 

(49)  X'^-*-  1  =  (X  -  ©i)  (X -«,).. •  (X-  ai,.i)  (mod.  p\ 

aus  welcher  ftir  X  =»  0  die  dem  Wilsonschen  Satze  der  ge- 
wöhnlichen Zahlentheorie  entsprechende  Beziehung 

(50)  o^o),  . .  •  (o^^i  =  —  1     (mod.  p) 

entspringt,  sobald  p  eine  ungerade  Primzahl  ist. 

Endlich  sei  bemerkt,  daß  die  Kongruenz  (46),   oder  die 

nachstehende: 

Fiaf  =  F(a)     (mod.  p) 

nach  den  oben  gemachten  Bemerkungen  der  anderen: 

F(xy=F(x)    moi.  {p,  P{x)} 

Yöllig  gleichbedeutend  ist;  demzufolge  kann  der  verallgemeinerte 

Fer matsche  Satz  auch  folgendermafien  ausgesprochen  werden: 

Jede   ganze   ganzzahlige   Funktion   von  x  leistet   der 

Kongruenz 

X^-X  =  0     mod.  {p,  P{x)) 

Genüge,  welche  Primfunktion  n**^  Grades  (mod.  p)  unter 
P{x)  auch  verstanden  werden  mag. 

5.    Auf  diesem  Satze  beruht  die  Zerlegung  der  Funktion 

af^-x 

in  ihre  einfachsten  Faktoren  (mod.  p);  doch  bedürfen  wir,  um 
sie  und  anderes  herzuleiten,  noch  zweier  einfachen  Hilfs- 
Sätze,  die  wir  daher  sogleich  hier  voraufschicken. 
I.  Ist 

(51)  F(x)  =  ax^  +  ajir*-^H h  a^^^iX  +  Q/, 

eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion,  so  ist  in  bezug  auf 
den  Primzahlmodulus  p  stets 

(52)  F(xy^F(c(f)    (inod,!)) 
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nnd  daher  allgemeiner  für  jeden  positiven  ganzen  Ex- 
ponenten n 

(53)  F{xY  =  F{af')    (moL  p). 

In  der  Tat  folgt  bei  Erhebung  des  Ansdracks  (51)  zur  p^^ 
Potenz  nach  der  bekannten  Eigenschaft  des  Polynomialkoeffi- 
zienten 

F{xy  =  aPaf'P  +  Va:(*-*)^  +  •  •  •  +  o,f,^^x^  +  <i^ 

nnd  hieraus  mit  Bücksicht  auf  den  Fermatschen  Satz  die 
Formel  (52),  aus  welcher  (53)  durch  wiederholte  Potenzierung 
hervorgeht. 

n.  Ist  ferner  F(X)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tion von  X  und  X=>F(x)  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

(54)  F(X)  =  0    mod.   {i>,  P(a;)}, 
so  sind  die  sämtlichen  Potenzen 

(55)  Fix),  F{xy,  F{x)p\  F(x)p',  ■  ■  ■ 

ebenfalls  solche  Wurzeln.  Denn,  besteht,  wie  die  Voraus- 
setzung ausspricht,  eine  Gleichung  von  der  Form 

¥{F(x))  -jp  ■  g>{x)  +  P{x)  .  i;{x) 

mit  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen  <p{x),  t{^)y  ^o  folgt  dar- 
aus, indem  man  die  unbestimmte  x  durch  j^  ersetzt 

wofür  dem  ersten  Hilfssatze  zufolge  offenbar  auch  geschrieben 
werden  kann 

F{Fixy)  ^P'(p,(x)  +  P(xy  .  ^,(a;), 

unter  g>i{x),  ifi{x)  wieder  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  von  x 
verstanden;  es  ist  mithin 

F  {F{xy)  =  0    mod.  {p,  P{x) } , 

also  F(xy  und  ebenso  dann  auch  jede  der  übrigen  Potenzen 
{55)  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (54),  wie  behauptet. 

Dies  vorausgeschickt  folgt  nun  zuerst  aus  dem  verallge- 
meinerten Fermatschen  Satze  für  jede  Primfunktion  P(x)  n^^ 
Orades  (mod.  p)  die  Kongruenz 

af^—x^O    mod.  {p,  P{x)], 

B»chm»nn|  Zftblentheorie.    V.  7 
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d.  h.  jede  solche  Primfanktion  ist  (mod.  p)  ein  Primteiler  von 

Zweitens  aber  kann  diese  Differenz  keinen  Primteiler  von 
höherem  als  dem  n*^  Grade  (mod.  p)  haben.  Denn,  wäre  P{x) 
ein  solcher  vom  Grade  m>n  also 

x^—x  =  0    mod.{p,  P{x)}j 

so  bestünde  auch  für  jede  ganze,  ganzzahlige  Fmiktion  F(x) 
die  Kongruenz 

F(af^)  =  F(x)    mod.  [p,  P(x)) 

und,  da  die  (mod.  p)  erfüllte  Kongruenz  (53)  a  fortiori  auch 
mod.  {py  P{x))   gelten  muß,  auch  diese  andere: 

F(xY*=F(x)    mod.  [p,  P(x)}', 

da  die  Funktionen  F(x)  aber  in  bezug  auf  den  bezeichneten 
Doppelmodulus  in  genau  p^>f^  inkongruente  Blassen  zer* 
fallen,  so  hätte  diese  Kongruenz  vom  Grade  p%  was  dem  in 
voriger  Nummer  bewiesenen  allgemeinen  Kongruenzsatze  zu- 
widerläuft, mehr  als  jp"  Wurzeln. 

Drittens  können  yon  den  Primfunktionen  P(x),  deren 
Grad  w  <  w  ist,  nur  solche  in  x^  —  x  aufgehen,  für  welche  m 
ein  Teiler  von  n  ist.  Wäre  nämlich  im  Gegenteil  n^mq  +  r^ 
wo  r  positiv  und  kleiner  als  m  ist,  und  wäre  gleichwohl 

af'—x^O    mod.  [p,  P{x)\, 

so  er(^be  sich  aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  dieser  und  der^ 
dem  allgemeinen  Fermatschen  Satze  zufolge  erfüllten  Kon- 
gruenz 

o(f^-x  =  0    mod.  {p,  P(x)] 

leicht  auch  die  dritte 

df  —x^O    mod.  [pj  P(x)]y 

welche  doch,  da  der  Grad  von  P{x)  großer  ist  als  r,  nach 
dem  eben  Bewiesenen  unmöglich  ist. 

Viertens  geht  dagegen  jede  Primfunktion  P(x),  deren 
Grad  ein  Teiler  d  von  n  ist,  in  o;^— ;r  auf.  Denn,  da  nach 
dem  verallgemeinerten  Fermatschen  Satze 

a^^  x^O    mod.  [p,  P{x) } 
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sein  maß^  so  folgt,  wenn  n=^  qd  gesetzt  werden  kann^  offen- 
bar anch 

af^-x  =  0    mod.  [p,  P(x)}, 

Endlich  leuchtet  ans  der  Identität 

sofort  ein,  daß  die  Funktion  x^  —  x  mit  ihrer  Abgeleiteten 
l^^"-i_-  1  keinen  Teiler  (mod.  p)  gemeinsam  und  daher  auch 
keinen  Teiler  mehrfach  besitzen  kann. 

Aus  all'  diesem,  sowie  aus  dem  Umstände,  daß  der  höchste 
Koeffizient  in  of"  -  a;,  wie  in  jeder  Ptimfunktion  (mod.  p) 
gleich  1  ist,  erschließt  man  dann  die  Zerlegung  der  Punk- 
tion x^—x  in  ihre  Primfaktoren  (moi.p\  wie  folgende 
Formel  sie  ausspricht: 

(56)  3^-x^YIp;{x)PJ;'{x).--    (mod.!,); 

d :  n 

die  Multiplikation  ist  hier  auf  alle  verschiedenen 
Primfunktionen  P^^ipo)  (mod.  |>)  zu  erstrecken,  deren 
Grad  d  gleich  n  oder  ein  Teiler  von  n  ist. 

Aus  der  Vergleichung  der  Grade  beider  Seiten  dieser  Kon- 
gruenz fließt  zugleich*  die  Formel 

(57)  l^-^d.U), 

d :  n 

welche  ebenfalls  über  alle  Teiler  d  von  fiy  diese  Zahl  einschließ- 
lich, erstreckt  zu  denken  ist,  während  (df)  die  Anzahl  der 
Terschiedenen  Primfunktionen  rf*^  Grades  (mod.^)  be- 
deutet. Auf  Grund  eines  allgemeinen  zahlentheoretischen 
Satzes  (s.  Elemente  der  Zahlentheorie,  S.  41)  ergibt  sich  aus 
ihr  diese  andere: 

(58)  n  .  (w)  ^t^-^p'^  +  ^ir' , 

worin  die  erste  Summe  auf  alle  Primfaktoren  a  yon  n, 
die  zweite  auf  alle  Kombinationen  a,  h  je  zweier  der- 
selben usw.  ausgedehnt  werden  muß.  Da  der  Ausdruck 
zur  Rechten  offenbar  nicht  Null  werden  kann,  geht  aus  der 
Formel  die  wichtige  Folgerung  heryor:   daß   (mod.  ^)  Prim- 
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fniiktionen  jeden  beliebigen  Grades  immer  vorhanden 
sind;  die  Anzahl  derjenigen  vom  Grade  n  ist 

n  N 

(59)  («)  -  i»"  -^P'  \^P"  -■•■  . 

Derselbe  zahlentheoretische  Satz  liefert  auch  das  Produkt 
aller  dieser  Primfdnktionen  n^  Grades.  Setzt  man  nämlich 
das  Produkt  der  Primfiinktionen  d^*^  Grades 

und  

(60)  /T«-(*)  -  *.H 

d:  n 

mithin 

^  log  .  0^(x)  -  log  .  V,{x), 

d:n 

80  geht  hieraus  jenem  Satze  zufolge  die  Formel 

log .  9^{x)  =  log .  V,{x)  -2^1og .  y«  (o?)  +2'l^8  •  ''-(*) 

a  ab 

hervor,  der  man  die  gleichbedeutende 

0  (x)  = ^^-^ 

a  abc 

substituieren  kann.  Indem  man  hier  aber  mit  dem  Nenner 
multipliziert  und  die  Formeln  (56)  und  (60)  in  Betracht  zieht, 
erhält  man  die  Beziehung 

(61)  9^{x)  .JJ(a;'''-a;)...  =  (a?''*-a;).JJ(a;P^--a?)...(mod.i>); 

Da  nun,  wie  man  sich  unschwer  überzeugt  (s.  des  Verfassers 
,^iedere  Zahlentheorie''.  Lpzg.  1902,  S.  381,  382),  der  Ausdruck 

n 

{jx?^  -—  x)  ^11  (pf^   —  x)  '  •  ' 


n  n 


nix''-x).n(j»^'"-x)  ■■■ 

einer  ganzen,  ganzzahligem  Fnnlction  gleidi  ist  und  da  in  (61) 
die  Funktion  «.(x)  mit  einer  ebensolchen  Funktion  multipliziert 
ist,  deren  höchster  Koeffizient  zudem  die  Einheit  ist,  ei^bt 
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sich  daxanfl  sogleich  die  verlangte  Darstellnng  für  das 
Produkt  aller  Primfunktionen  n^^  Orades  mittels  der 
Formel 

n 

(62)    0^(x)^      (^j^)'mx^'-^^)-^:    .     (^,^^)^ 

in  welcher  die  Ausdehnung  der  einzelnen  Produkte 
die  gleiche  ist,  wie  die  der  einzelnen  Summen  in  der 
Formel  (58). 

Man  kann  schließlich  diesen  Formeln  eine  bequemere  ein- 
fache Gestalt  geben,  wenn  man  sich  eines  Funktionszeichens 
bedient,  welches  Eronecker  eingeführt  hat.  Man  verstehe 
f&r  jeden   Teiler   d  von  n   unter   dem   Zeichen  £^   die  Null, 

wenn  -^  irgend  welche  gleiche  Faktoren  enthält,  im  entgegen- 
gesetzten Falle  die  Eins,  diese  aber  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen, jenachdem  die  Anzahl  der  Primfaktoren  von  -^  ge- 
rade oder  ungerade  ist.  unter  dieser  Übereinkunft  lassen 
sich  die  Formeln  (59)  und  (62)  folgendermaßen 
schreiben: 

n.(»)-2«ct^ 

(63)  ;^" 

*„  {x)  =J[  2  {oT  —  xy^    (mod.  p). 

d'.n 

6.  Nun  wird  nach  dem  Obigen  die  Kongruenz 

af"  —  a:  =  0     (mod.  p) 

von  den  sämtlichen  Zahlen  o  des  Bereiches  G^  erfüllt  und 
diese  zerfallen  in  p^  (mod.  p)  inkongruente  Klassen.  Wegen 
Formel  (56)  verteilen  sich  daher  die  p^  in  G^  möglichen 
Wurzeln  jener  Kongruenz  auf  die  verschiedenen  Faktoren 
JPJ^(x)  der  rechten  Seite  dieser  Formel  in  der  Art,  daß  jeder 
genau  soviel  Wurzeln  hat,  als  sein  Grad  angibt,  da  sonst  gegen 
den  frfihra:  bewiesenen  allgemeinen  Kongruenzsatz  einer  von 
ihnen  mahx  Wurzeln  zulassen  müßte,  als  sein  Grad  beträgt. 
Es  bleibt  jedoch  noch  zu  untersuchen,  welche  der  ;>** 
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möglichen  Wurzeln  einem  jeden  dieser  Faktoren  zu- 
kommen, um  diese  Frage  zu  erledigen,  stellen  wir  nach- 
folgende Betrachtungen  an,  denen  auch  sonst  ein  Interesse 
zukommt. 

Jede  Zahl  co  in  6r^,  welche  nicht  kongruent  Null  (mod.p) 
ist,  erfüllt  die  Kongruenz 

(64)  o^"- 1  =  1     (mod.  p) , 

es  kann  aber  sein,  daß  schon  eine  niedrigere  Potenz  von  o 
den  gleichen  Rest  (mod.  ^)  läßt.  Ist  nun  (d^  die  niedrigste 
Potenz  dieser  Art,  so  nennen  wir  d>0  den  Exponenten, 
zu  welchem  c?  (mod.  |>)  gehört.  Da  alsdann  außer  (64)  auch 
die  Kongruenz 

(65)  o^  ^  1     (mod.  |)) 

besteht,  findet  sich  leicht,  daß  d  ein  Teiler  Tonj)"  — 1  sein 
muß,  denn,  wäre  im  Gegenteil  j)"—  1  =  gd  +  r,  wo  r  positir 
und  kleiner  als  d,  so  erschlösse  man  aus  (64)  und  (65)  auch 

0}'"  =  1     (mod.  p) 

gegen  die  Bedeutung  des  Exponenten  d.  Sei  nun  d  irgend 
ein  bestimmter  Teiler  von  j/*—  1.     Da  dann 

gesetzt  werden  kann,  unter  Q(x)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tion verstanden,  und  da  die  linke  Seite  dieser  Formel  (moi,p) 
genau  soviel  Wurzeln  in  G^  hat,  als  ihr  Grrad  aussagt,  nämlich 
die  p"  —  1  (mod.  p)  inkongruenten  Zahlen  ©,  welche  nicht  kon- 
gruent Null  sind,  so  muß  auch  die  Kongruenz 

(66)  a:^  _  1  =  0     (mod.  p) 

genau  ä  solche  Wurzeln  in  G„  besitzen.  Jede  derselben  ge- 
hört zu  einem  bestimmten  Exponenten  t  (mod.  jp),  der  wieder, 
wie  aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  Kongruenzen 

w^  =  1 ,  Gj'  =  1     (mod.  p) 

zu  erschließen  ist,  ein  Teiler  von  d  sein  muß;  wie  denn  auch 
umgekehrt  jede  zum  Teiler  t  von  d  gehörige  Zahl  eine  der  d 
Wurzebi  von  (66)  sein  wird.  Neimt  man  daher  y(t)  die  An- 
zahl aller  inkongruenten  zum  Exponenten  t  gehörigen  Zahlen, 
so  ergibt  sich  ohne  weiteres  die  Beziehung 
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^y(0  = 


aus  welcher  nach  dem  schon  zweimal  benutzten  zahlentheore- 
iischen  Satze  sich  der  Wert  der  Funktion  y(d)  ergibt,  nämlich 
gleich  der  bekannten  zahlentheoretischen  Funktion  (p(d)f  welche 
durch  die  gleiche  Formel 


^ 


9,(0  -  * 

lesiimmt  wird,  also         '^ 

<67)  y(d)  -  g>iä) 

(far  Jeden  Teiler  S  von  ^"  —  1). 

Dieser  Formel  zufolge  sind,  was  bisher  noch  fraglich 
scheinen  durfte,  fOr  jeden  Teiler  ä  von  j/*  —  1  wirklich  Zahlen 
Yorhanden,  die  zu  ihm  gehören. 

Haben  wir  in  dieser  Weise  alle  Zahlen  ci  des  Bereiches 
G„,  welche  nicht  kongruent  NuU  sind  (mod.  p),  nach  dem  Ex- 
ponenten d,  zu  welchem  sie  gehören,  in  Klassen  von  je  <p(ß) 
Zahlen  verteilt,  so  wollen  wir  dieser  Verteilung  jetzt  eine 
andere  an  die  Seite  stellen,  und  dann  beide  Verteilungen  mit 
einander  vergleichen.     Jede  Zahl  (o  erf&llt  die  Bedingung 

(68  j  c^^  =  (0     (mod.  jp) , 

aber  es  ist  möglich,  daß  n  nicht  die  kleinste  positive  Zahl  ist, 
für  wcifche  eine  Kongruenz  dieser  Gestalt  besteht.  Ist  dann 
^  für  eine  Zahl  cd  die  kleinste  positive  Zahl,  für 
welche 

(69)  (oP*^  =  m     (mod.  p) 

ist,  so  soll  gesagt  werden,  die  Zahl  <o  passe  zum  Ex- 
ponenten d.  Man  erkennt  sogleich,  daß  d  ein  Teiler  von 
n  sein  muß.  Denn,  wäre  im  Gegenteil  n  =  qd-\-  r,  wo  r 
positiv  und  kleiner  als  d,  so  ergäbe  sich  aus  (69)  durch  wie- 
derholte Erhebung  zur  Potenz  pi^  die  Kongruenz 

folglich 
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mithin  gegen  die  Bedeutoug  des  Exponenten  d  schon 

Sei  jetzt  d  irgend  ein  bestimmter  Teiler  von  n.  Da  dann 
auch  j)"  —  1  teilbar  ist  durch  p^  —  ly  so  g^t  die  Funktion 
a:^""^  —  1  durch  x^"^^  —  1  auf  und  folglich  kann  man 

a-p*  —  a;  =  {x^^  —  x)  •  Q{x) 

setzen,  wo  Q(x)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  bedeutet» 
Weil  nun  die  linke  Seite  jede  der  jf*  (mod,p)  inkongruenten 
Zahlen  o  zur  Wurzel  hat,  muß  auch  die  Kongruenz 

(70)  x^-x  =  0  (moi.p) 

genau  p*  Wurzeln  in  G^  besitzen.  Jede  derselben  aber  paßt 
zu  einem  bestimmten  Exponenten  t,  der  wieder  sogleich  aus 
dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  Kongruenzen 

o^  ^  <o,     (0^  =  cj  (mod.  p) 

als  ein  Teiler  von  d  erkannt  wird;  und  umgekehrt  wird  jede 
zu  einem  Teiler  t  von  d  passende  Zahl  auch  eine  Wurzel  der 
Kongruenz  (70)  sein,  so  daß  sich  folgende  Beziehung  aus- 
sagen laßt: 

(71)  2s(i)-P'> 

t:d 

iu  welcher  mit  g(t)  die  Anzahl  der  zum  Exponenten  t  passen- 
den iokongruenten  Zahlen  co  bezeichnet  ist.  Vergleicht  man 
diese  Formel  aber  mit  der  Formel  (57),  so  erschließt  man 
dem  zahlentheoretischen  Hilfssatze  zufolge  die  Gleichung 

(72)  9{d)  =  d'  (d), 

(fftr  Jeden  Teiler  d  von  n) 

welche  auch  hier  wieder  lehrt,  daß  in  jeder  der  Klassen,  in 
welche  wir  jetzt  die  Zahlen  o  nach  dem  Exponenten,  zu  welchem 
sie  passen,  verteilt  haben,  wirklich  Zahlen  yorhanden  sind. 
Betrachten  wir  insbesondere  die  Klasse  der  zum  Ex- 
ponenten 1  passenden  Zahlen  o,  d.  h.  die  Wurzeln  der  Kon- 
gruenz 

(73)  xP  =  x  (mod,p). 

Da  diese  durch  jede  der  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •,  p  —  1  erfüllt 
wird,  welche  nicht  nur  im  gewohnlichen,  sondern,  wie  leicht 
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einzusehen,  auch  im  Sinne  der  Eongraenz  (35)  inkongruent 
sind,  und  da  sie  zudem  nicht  mehr  als  p  Wurzeln  in  @^  haben 
kann,  so  ergibt  sich,  daß  jede  Zahl  o,  welche  die  Kon- 
gruenz (73)  erfüllt,  einer  der  Zahlen 

0,  1,  2,  •  •  •,  2>  —  1  (mod.  p) 

kongruent  sein  muß. 

7.  Um  nun  festzustellen,  wie  die  besprochenen  beiden 
Yerteilungen  der  Zahlen  cd  in  Klassen  einmal  nach  dem  Ex- 
ponenten, zu  dem  sie  gehören,  das  andere  Mal  nach  dem- 
jenigen, zu  welchem  sie  passen,  sich  zueinan^ler  verhalten, 
bemerke  man  yor  allem,  daß,  wenn  eine  Zahl  g?,  welche  nicht 
kongruent  Null  ist  (mod.jp),  zum  Exponenten  d  paßt,  die 
Kongruenz  (69)  einfacher  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

(74)  (D^^-^-l  (mod.i)) 

and  daß  somit  o  nur  zu  eiuem  Exponenten  d^  gehören  kann,. 
der  ein  Teiler  ist  von  p^  —  1.  Derselbe  Exponent  kann  aber 
kein  Teiler  eines  ähnlichen  Ausdrucks  ^  —  1  sein,  in  welchem 
0<a  <  d  ist;  deim  mit  der  Kongruenz  d^d  ^  1  bestände  dann 
auch  die  Kongruenz 

(75)  coP'-i^l^ 

also  auch,  der  über  co  gemachten  Annahme  entgegen,  diese 
andere: 

co^  =  (D  (mod.|?). 

(0  <  e  <  d) 

Aus  diesem  Orunde  nennen  wir  8^  einen  dem  Ausdrucke 
p^  —  X  eigenen  Teiler  und  dürfen  dann  als  Resultat  unserer 
bisherigen  Betrachtung  den  Satz  aussprechen:  Jede  zum  Ex- 
ponenten d  passende  Zahl  o,  welche  nicht  kongruent 
Null  ist  (mod.j)),  gehört  zu  einem  dem  Ausdrucke  i)**—  1 
eigenen  Teiler  8^,  Und  auch  umgekehrt.  Denn,  ist  8^ 
ein  solcher  Teiler  und  gehört  co  zum  Exponenten  d^,  so  folgt 
aus  GJi^d  =  1  auch  die  Kongruenz  (74),  mithin  auch  0^  =  co^ 
paßte  nun  cn  nicht  zu  d,  so  müßte  eine  Kongruenz  m^  =  (o 
bestehen,  in  welcher  der  Exponent  e<,d  sein  müßte,  woraus 
dann  die  Kongruenz  (75)  und  8^  als  ein  Teiler  von  l>^  —  1 
hervorginge  gegen  die  Voraussetzung.    Aus  diesem  Ergebnisse 
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schließt  man  aber  sogleich  weiter,  daß,  wenn  man  mit 
^dj  ^d'y  ^d"y ' ' '  ^i®  Terschiedenen  dem  Ausdrucke p*—  1 
eigenen  Teiler  bezeichnet,  die  gesamte  Klasse  der  zu 
d  passenden  Zahlen  o  (welche  nicht  =0  (mod.jp)  sind) 
aus  den  Klassen  der  zu  jenen  Teilern  d/,  d/',  dj'\  •  •  • 
gehörigen  Zahlen  zusammengesetzt  ist. 

Ist  nun  o  eine  zum  Exponenten  d^^''^  gehörige  Zahl,  so 
ist   jede    der  Potenzen   o^,  cd^,  (o^,  •  •  •    es   ebenfetlls.     Denn 

erstens  folgt  aus  cd  ^  =  1  auch 

(co^/-  -  1, 
aber  es  kann  auch  keine  kleinere  Potenz  von  w^  kongruent  1 
sein,  weil  umgekehrt  aus  (oj*^)*  =  1  der  Exponent  p*  •  t  und, 
da  j/  zu  p**  —  1  mithin  auch  zum  Teiler  ä^(*>  von  p*  —  1  prim 
ist,  auch  i  durch  d^^^^  teilbar  befunden  würde.  Unter  jenen 
Potenzen  sind  die  d  folgenden: 

(76)  o,  (o^,  a^,  '  •  -,  o^"^ 

(mod.  p)  inkongruent,  da  aus  der  Kongruenz  zweier  derselben: 

a)P  =  m^  (mod.  jp), 

worin  etwa  Isf  >k  sei,  durch  Erhebung  in  die  Potenz  |>**"* 
und  mit  Rücksicht  auf  (69) 

^p**-*  _  ^  (mod.  p) 

hervorginge,  während  doch  Je  —k<,d  ist.  Die  nun  folgenden 
Potenzen  cu^,  cd'^"*'*,  •  •  •  sind  wegen  (69)  den  ersten  d  Poten- 
zen periodisch  kongruent.  Die  Gruppen  aber,  welche  zwei 
zum  Exponenten  dj^^^  gehörigen  Zahlen  cd,  cd'  entsprechen, 

/  fm  ffß  f^d  —  1 

CO,©',  fi}^,  •  •  •,  Co'         , 

sind  (mod.  p)  inkongruent,  wenn  nicht  g)'  schon  in  der  ersten 
enthalten  ist,  denn  aus 

CO'*  =  m^  (mod.  p) 

erschließt  man  leicht 

g/  =  ©'*  (mod.  p), 

wo    h    der    kleinste    positive    Rest    von    d  +  k  —  h'  (mod.  rf). 
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Demnach  zerfällt  die  ganze  Klasse  der  g>{dd^)  zum  Ex- 
ponenten d?^  gehörigen  Zahlen  in 

Unterabteilungen  Yon  je  d  Zahlen  (76). 

Die^  der  t^  dieser  Unterabteilungen  angehörigen 
Zahlen  sind  immer  die  Wurzeln  einer  ganzen,  ganz- 
zahligen und  (mod.  jp)  irreduktibeln  Kongruenz  d^^ 
Grades 

(77)  P^«(a:)  =  0(mod.j)). 

In  der  Tat  leisten  sie  einer  Kongruenz  von  der  Form 

Oendge,  deren  Koeffizienten  die  einfachsten  ganzen  und  ganz- 
zahligen symmetrischen  Funktionen  von  o,  m^,  o^,  •  •  •;  a^" 
sind.     Ist  aber 

irgend  eine  solche  Funktion ,  so  findet  sich  nach  dem  ersten 
Hilfssatze 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (69)  und  wegen  der  Symmetrie  der 
Punktion  S  die  Kongruenz 

mithin  leistet  die  zu  G„  gehörige  Gh-öße  S  der  Kongruenz 
(73)  Genüge  und  ist  daher  nach  der  an  diese  geknüpften  Be- 
merkung  einer  ganzen  Zahl  (mod.  p)  kongruent.  Daß  die 
ganzzahlige  Kongruenz  (77)  aber  auch  (mod.p)  irreduktibel 
ist,  ergibt  sich  mittels  des  zweiten  Hilfssatzes.    Wäre  nämlich 

Pß  (x)  =  (p(x)  t(x)  (mod.  p), 

unter  ip{x)j  if(x)  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  verstanden,  so 
müßte  die  Zahl  (d,  da  sie  eine  Wurzel  der  linken  Seite  ist, 
auch  etwa  der  Kongruenz 

q)(x)  =  0  (mod.  2)) 

genügen,  deren  ßrad  kleiner  ist  als  d.  Dann  würde  aber  die 
letztere  Kongruenz   nach  jenem  Hilfssatze  auch  die  Wurzeln 
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(o^j  o^;  ' ' ',  o)^  "^  haben  müssen,  was  wegen  ihres  Qrade» 
nicht  angeht. 

Hiemach  sind  die  q^{dd^)  zum  Exponenten  dd^  gehörigen 
Zahlen  zusammengenommen  die  Wurzeln  der  Kongruenz 

/Jp,W(a!)  =  0(mod.i)), 

i 

in  welcher  die  Multiplikation  über  die  Werte  i  =  1,  2,  •  •  -,  9^^*) 
erstreckt  zu  denken  ist;  desgleichen  werden  daher  die  sämt- 
lichen zum  Exponenten  d  passenden  Zahlen  ^  welche  nicht 
kongruent  Null  sind  (mod.  p);  die  Wurzeln  der  Kongruenz 

h  i 

sein,  wo  in  der  zweiten  Multiplikation  der  Index  h  die  den 
verschiedenen  eigenen  Teilern  des  Ausdrucks  p^  —  1  zukom- 
menden Werte  durchlauft;  und  endlich  werden  insgesamt  die 
(moi.p)  inkongruenten  Zahlen  <o  des  Bereichs  G^,  für  welche 
nicht  (D  ^  0  (mod.  p)  ist,  die  Wurzeln  der  Kongruenz 

d  h  i 

sein,  in  welcher  die  dritte  Multiplikation  auf  sämtliche  Teiler  d 
von  n  zu  erstrecken  ist;  ihr  genügt  auch  die  Zahl  o  =  0  (mod.i>X 
wenn  sie  noch  mit  x  multipliziert  gedacht  wird.  Mithin  er- 
hält man,  da  dieselben  Zahlen  auch  die  Wurzeln  der  Kon- 
gruenz 

x^""  —  x  =  0  (mod.  p) 

im  Bereiche  G^  sind,  die  identische  Beziehung 

d  h  i 

d.  h.  eine  Zerlegung  der  Funktion  x^*  —  a?  in  Primfunktionen^ 
welche  mit  der  in  (56)  ausgesprochenen  Zerlegung  überein- 
stimmen muß.  So  wird  die  Bedeutung  der  dort  auftretenden 
PrimAmktionen  P^W  (a;)  oder  die  Verteilung  aller  inkongruenten 
Zahlen  des  Bereiches  G^  auf  sie  in  das  hellste  Licht  gesetzt: 
jede  der  mit  Pß{x)  bezeichneten  und  von  x  verschie- 
denen Primfunktionen  df^  Grades  hat  d  der  zum  Ex- 
ponenten d  passenden  Zahlen  co  zu  Wurzeln,  und  zwar 
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bilden  diese  immer  je  eine  Unterabteilung  der  Klassen^ 
in  welche  die  zu  d  pasBenden  Zahlen  nach  dem  Ex- 
ponenten, zu  dem  sie  gehören,  zerfallen. 

8.  Zum  Schluß  dieser  Betrachtungen  fassen  wir  noch  den 
besonderen  Modulus 

(78)  {p,xP-x] 

ins  Auge.  Ist  F(x)  irgend  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion, 
so  kann  man  setzen 

F(^)  =  {xP  -  x)  .  tlj{x)  +  q(x), 

wo  auch  ^(x),  q(x)  solche  Funktionen,  die  letztere  vomjp  —  l***" 
Grade  bedeuten.  SoU  nun  für  jeden  ganzzahligen  Wert  Ton  x 
die  Funktion  F(x)  teilbar  sein  durch  p,  so  ist  dieser  Gleichung 
zufolge  und  da  nach  dem  Fermatschen  Satze  x^—  x  für  jeden 
solchen  Wert  durch  p  aufgeht,  dafür  notwendig  und  hinrei- 
chend, daß  auch  (>(^),  welches  die  Form  hat 

q{x)  =  tto  +  Oja;  +  a^x^  H h  %^^xp-\ 

fttr  jeden  solchen  Wert  von  x  durch  p  teilbar  ist,  woraus 
dann  folgt,  daß  die  Kongruenz 

p(a;)  =  0  (mod.jp) 

identisch  bestehe,  d.h.,  daß  q{x)  ^  p  -  (p(x)  sei.  Man  erhalt 
also  den  Satz: 

Damit  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  F(x)  für 
jeden  ganzzahligen  Wert  von  x  durch  p  teilbar  sei, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  sie  von  der  Form 

(79)  F{x)  - i?9(x)  +  (xP  -  x)  *(a?), 

d.  h.  im  Modulus  (78)  enthalten  sei. 

Dieser  Satz  laßt  sich  folgendermaßen  verallgemeinem: 
Damit  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  F(x,y,0,'  -  -) 
der  unbestimmten  Xj  yy  sf,  •  •  •  für  alle  ganzzahligen 
Werte  der  letzteren  durch  p  teilbar  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  sie  yon  der  Form 

(80)  F(x,y,i8,'")^P'F+{xP—x)'0+(yP'-y)'W+(eP-ß)'X+" 

and  in  dieser  jP,  9,  !F,  X  ^  •  •  •  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tionen von  Xy  y^  z,  ' ' '  seien,  oder,  was  dasselbe  sagt, 
daß  sie  in  dem  Modulus 

(81)  {jp,  xP-x^yP-y^gP-ßy"') 
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enthalten   sei.    Faßt   man   nämlich,   um   dies   za  beweisen^ 

F{Xy  y,  fff  ' ' ')  als  eine  Funktion  von  x  allein  anf,  so  ist  es 

eine  ganze  Funktion   von  x  mit  Koeffizienten,   die  ihrerseits 

ganze,  ganzzahlige  Funktionen  von  y,  z,  •  -  -  sind,  und  man 
kann  setzen: 

(82)  F{x,y,jg,^'')^(xP-x)'0{x,y,0,'")  +  P(x,y,if,'")f 

wo  0(x,  y,  jb>  •  •  0;  P{^}  P}  ^9  ' '  •)  öhensolche  Funktionen  von  x 
sind,  die  letztere  vom  Ghrade  p  —  1\  diese  hat  somit  die  Gestalt 

(83)  P(x,y,0, . .  0  =  Po  +  Pi  '^  +  P,'  ^*+-  •  •  +  Pp.i-^'-S 

worin  die  P^  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  von  y,  ff,  -  -  -  allein 
bedeuten.  Soll  nun  für  alle  ganzzahligen  o;,  y,  j?,  •  •  •,  d.  h.  f&r 
ein  beliebig  gewähltes  ganzzahliges  System  y,  jer,  •  •  •  und  jede 
ganze  Zahl  x  die  Funktion  JF  (x,  y,  e,  -  -  *)  durch  p  teilbar 
werden,  so  ist  nach  (82)  notwendig  wie  offenbar  auch  hin- 
reichend, daß  auch  die  Funktion  P{Xj  y,  z,  -  -  -),  wenn  man 
darin  f&r  y,  0,  -  -  -  dies  Zahlensystem  gesetzt  denkt,  für  jeden 
ganzzahligen  Wert  von  x  durch  p  aufgehe,  daß  mithin  die 
diesem  Zahlensystem  y,  nfy  -  -  -  entsprechend  bestimmte  ganz- 
zahlige Kongruenz 

Pq  +  P^'X+P^'X^  +  '"  +  Pp_i 'af-^  =  0  (mod.p) 

die  p  Wurzeln  a;  =  0,  1,  2,  -  -  -,  p—  1  zulasse,  also  identisch 
erfüllt  sei.  Daher  findet  sich  als  notwendige  imd  hinreichende 
Bedingung,  daß  jede  der  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen  P^ 
von  y,  jer,  •  •  •  für  jedes  beliebig  gewählte  ganzzahlige  Weri- 
system  dieser  Unbestimmten,  deren  Anzahl  um  1  geringer  ist, 
als  die  der  ursprünglichen  Unbestimmten  x,  y,  0,  *  -  -,  durch 
p  teilbar  sei.  Set-een  wir  also  voraus,  der  zu  beweisende  Satz 
stehe  schon  fest  für  die  geringere  Anzahl  von  Unbestimmten, 
so  ergibt  sich  für  die  Koeffizienten  P^  die  notwendige  und 
hinreichende  Form 

Pi  -P-Fi  +  (jf^-y)  'W,  +  (0p--0)'X,  +  '", 

(fftr  i  =  0,  1,  8,  •  •  .,  1»  -  1) 

worin  die  F^,  9^^,  X^,  •  •  •  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  der 
y,  0,  '  - '  bezeichnen.  Daraus  ergibt  sich  P(Xf  y,  0,  -  -  *)  wegen 
(83)  von  der  folgenden  Form: 

P(x,  y,0,"  ')^P'F+(yP-y)  -  W  +  (0^  -  0)  -  X  + -  • -, 
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wo  nun  Fy  V^  X^  *•  -  ganze^  ganzzahlige  Funktionen  der  sämt- 
lichen Unbestimmten  Xy  y,  0,  -  -  -  sein  werden^  und  somit  wegen 
(82)  endlich  auch  f&r  F(Xy  V?  ^7  "  *)  die  in  der  Gleichung  (80) 
behauptete  notwendige  Oestalt^  die  ersichtlich  aber  in  An- 
betracht des  Fermatschen  Satzes  auch  hinreichend  ist.  Da 
nun  f&r  Funktionen  F(x)  einer  Unbestimmten  der  Satz  durch 
den  Toraufgeschickten  besonderen  FaU  schon  festgestellt  ist, 
so  ist  hiermit  seine  Allgemeingültigkeit  erwiesen.  —  Wir 
werden  von  diesem  hier  nach  Hensel  (Joum.  für  reine  und 
angewandte  Mathematik;  113  S.  144)  bewiesenen  Satze  später 
mehrfachen  Gebrauch  zu  machen  haben. 


Viertes  Kapitel. 
Die  ganzen  algebraischen  Zahlen. 

1.  Nach  den  in  den  yorigen  Kapiteln  angestellten  vor- 
bereitenden Untersuchungen  wenden  wir  uns  nunmehr  zum 
eigentlichen  Gegenstande  dieses  Werks^  der  Theorie  der 
ganzen  algebraischen  Zahlen. 

In  Nr.  1  des  ersten  Kapitels  sind  diese  Zahlen  als  die 
Wurzehi  der  Gleichungen  beliebigen  Grades 

(1)         :xf  +  a^x"'^  +  a^rr""*  H h  a^^iX  +  a^  =f  0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  definiert  worden.  Wie  nun 
bei  jeder  gewöhnlichen  ganzen  Zahl  die  nächstUegende  Frage 
ist,  welche  Teiler  sie  hat,  so  tritt  auch  hier  zuerst  die  Frage 
nach  den  Teilern  einer  gegebenen  ganzen  algebraischen  Zahl  a 
an  uns  heran.  Man  nennt  aber  a  teilbar  durch  eine 
andere  Zahl  ß  dieser  Art  oder  ein  Vielfaches  von  ß^ 

wenn  der  Quotient  -J  wieder  eine  ganze  algebraische  Zahl  oder 

wenn  a  dem  Produkte  ßy  aus  ß  in  eine  ebenfalls  ganze  alge- 
braische  Zahl  y  gleich  ist.  Hieraus  leuchten  sofort  die  beiden 
ein&chen  Sätze  ein: 

1)  Sind  a,  a  zwei  durch  die  ganze  Zahl  ß  teil- 
bare   algebraische    ganze   Zahlen,    so    sind   auch   ihre 
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Summe  a  +  a"  und  ihre  Differenz  a  —  a"  zwei  solche 
Zahlen;  denn  aus 

a  ^ßy,    a   ^  ßy  , 

wo  y,  y"  ganze  algebraische  Zahlen  bedeuten^  folgen  die  Glei- 
chungen 

a  +  a   =  ß{y'  +  y");     «'  -  «"  =  KV  -  y")i 

wo  auch  (Eap.  1,  Nr.  3,  Zusatz)  /  ±  y'  wieder  ganze  alge- 
braische Zahlen  sind.  Man  kann  diese  Tatsache  auch  dahin 
aussprechen^  daß  man  si^:  die  sämtlichen  Vielfachen 
einer  ganzen  Zahl  bilden  einen  Zahlenmodulus. 

2)  Ist  eine  ganze  Zahl  a  ein  Vielfaches  einer 
ganzen  Zahl  ß  und  diese  selbst  ein  Vielfaches  von  der 
ganzen  Zahl  yy  so  ist  auch  a  ein  Vielfaches  von  y\ 
denn  aus  a  =  /3d,  /S  =  y£  folgt  a  =»  y  •  tf «,  wo  das  Produkt  8b 
der  beiden  ganzen  Zahlen  8y  e  (s.  dieselbe  Stelle)  wieder  eine 
solche  ist. 

Eine  ganze  algebraische  Zahl  h^  durch  welche 
jede  solche  Zahl  teilbar  ist,  werde  eine  Einheit  ge- 
nannt. Solche  Zahlen  gibt  es,  denn  z.  B.  sind  +  1  zwei  der- 
gleichen. Eine  Einheit  b  muß  der  Definition  zufolge  auch  ein 
Teuer  von  1  sein,  also  muß  1  -  ss  gesetzt  werden  können, 
wo  auch  c'  eine  ganze  Zahl  ist;  und  umgekehrt  ist,  da  a  »=  1  •  a 
gesetzt  werden  kann,  nach  dem  zweiten  der  vorauf  gehenden 
Sätze  jeder  Teiler  von  1  auch  Teiler  jeder  beliebigen  ganzen 
Zahl  a,   mithin  eine  Einheit.     Daher  ist  auch  der  reziproke 

Wert  einer  Einheit 

1 

£    ==  — 

e 

wieder  eine  Einheit.  Da  nun  auch  das  Produkt  zweier  Ein- 
heiten €,  s^  wieder  eine  Einheit  ist,  indem  aus  Gleichungen 
von  der  Form 

1  ==  Sb\       1  =  B^Bj 

auch 

1  =  6£^  •  b'b^' 

hervorgeht,  wo  b'bj'  mit  e',  b^  zugleich  eine  ganze  Zahl  ist, 
80  folgt,  daß  auch  der  Quotient 

«1  1  f 

---  =  £,  —  =  £.  •  £ 
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zweier  Einheiten  wieder  eine  Einheit  ist.     Desgleichen  ist 


±    r 


mit  £  zugleich  für  alle  positiven  ganzzahligen  r,  s  eine  Ein- 
heit; in  der  Tat  muß  nach  den  Yoraufgehenden  Bemerkungen, 

da  £ ''  =  */€  als  eine  nach  Kap.  1,  Nr.  3  ganze  Zahl,  deren  r^ 
Potenz  gleich  e,  d.  i.  ein  Teiler  von  1  ist,  selbst  in  der  Ein- 
heit aufgeht,  auch  deren  5^  Potenz  sowie  ihr  reziproker  Wert 
eine  Einheit  sein.  Allgemeiner  noch  ist  jede  algebraische  Zahl, 
die  einer  ganzzahligen  Gleichung  (1)  Genüge  leistet  mit  dem 
letzten  Koeffizienten  1,  eine  Einheit,  denn  dieser  Koeffizient 
ist  (nach  Kap.  1,  Nr.  1)  das  Produkt  aUer  Wurzeln  jener  Glei- 
chung also  teilbar  durch  jene  Zahl  Sonach  ist  die  Menge 
aller  algebraischen  Einheiten  unendlich. 

Ist  der  Quotient  zweier  ganzen  Zahlen  a,  ß  eine 
Einheit  £,  also  a  »  ßs,  so  heißen  a,  ß  einander  asso* 
ziieri  Diese  Beziehung  ist  gegenseitig,  denn  als  Ein- 
heit genügt  B  einer  Gleichung  1  »  ££',  worin  auch  s  eine  Ein- 
heit ist,  und  Termittels  dieser  Gleichung  nimmt  die  Beziehung 

(2)  a^ßs 

die  Gestalt  an 

ß  =a  as\ 

Auch  sieht  man  unmittelbar  ein,  daß  zwei  Zahlen  cc^,  a^, 
welche  derselben  dritten  Zahl  ß  assoziiert  sind,  es  auch  ein- 
ander sein  müssen;  denn  aus  den  Gleichungen 

worin  f^,  s^  Einheiten  sind,  folgt  sogleich 


«1  =  «2 


wo  der  Quotient  -  wieder  eine  Einheit  ist.  Man  kann  da- 
her sämtliche  ganze  algebraische  Zahlen  in  Gruppen  verteilen, 
indem  man  stets  diejenigen  zusammenfaßt,  welche  einander 
assoziiert  sind,  und  jede  ganze  Zahl  findet  sich  alsdann  in 
einer  und  nur  einer  dieser  Gruppen  vor.  Hieraus  leuchtet 
ein,  daß  in  Fragen  der  Teilbarkeit  zwei  Zahlen  der- 
selben   Gruppe    sich    durchaus    gleich   verhalten   und 

Bachmann,  Zahlentbeorie.    V.  8 


114  Viertes  Kapitel. 

einander  vertreten  können:  wenn  nämlich  a  teilbar  ist 
durch  ßf  so  wird  auch  jede  zu  a  assoziierte  Zahl  durch  jede 
zu  ß  assoziierte  Zahl  teilbar  sein^  da  aus  einer  Gleichung 

sofort 


und  hier  —  sich  als  eine  ganze  Zahl  ergibt^  wenn  b,  f^  Ein- 

heiten  bedeuten. 

Die  bisherigen  Ergebnisse  stimmen  im  wesentlichen  toU* 
ständig  mit  den  Sätzen  überein^  welche  in  analoger  Weise  für 
die  Teilbarkeit  der  rationalen  ganzen  Zahlen^  für  die  raitionalea 
Einheiten  ±  1,  und  f&r  die  Verteilung  jener  Zahlen  in  positiv» 
und  negative  Zahlen  bestehen.  Durchaus  unterscheiden  sich 
dagegen  die  ganzen  algebraischen  Zahlen  von  den  ganzen 
rationalen,  wenn  man  nach  ihren  einfachen  oder  unzerlegbaren 
oder  Primfaktoren  fragt:  während  die  letzteren  bekannt- 
lich als  Produkt  einer  endlichen  Anzahl  solcher  un- 
zerlegbaren Faktoren  dargestellt  werden  können^ 
herrscht  im  Gebiete  aller  ganzen  algebraischen  Zahlen 
eine  unbegrenzte  Zerlegbarkeit  In  der  Tat  kann  man  eine 
gegebene  ganze  algebraische  Zahl  a  in  eine  beliebig  vorge- 
schriebene Anzahl  r  von  Faktoren  aus  jenem  Gebiete  zer- 
legen einfach  dadurch^  daß  man  a^\a^}    setzt  und  bemerkt 

daß  die  Zahl  a'*  als  Wurzel  der  Gleichung  sf  ^  a  (nach  Kap.  1^ 
Nr.  3)  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist. 

Nun  ward  man,  als  man  zur  Verallgemeinerung  zahlen- 
theoretischer Untersuchimgen  das  Gebiet  der  rationalen  ganzen 
Zahlen  überschritt,  nicht  sogleich  in  das  Gebiet  aller  ganzen 
algebraischen  Zahlen  überhaupt  geführt,  sondern  beschränkte 
sich  auf  gewisse  Arten  derselben.  Gauß,  dem  zuerst  jener 
geniale  Gedanke  kam,  als  er,  bemüht  die  Theorie  der  bi- 
quadratischen Reste  auf  ähnliche  Gesetze  zurückzuführen,  wie 
sie  diejenige  der  quadratischen  Beste  beherrschen,  auf  sonst 
imüberwindliche  Schwierigkeiten  stieß,  bediente  sich  der  so- 
genannten komplexen  ganzen  Zahlen  von  der  Form  a'\-biy 
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worin  i  eine  Wurzel  der  Gleichung  ^'  »-  ~  1  und  a^  b  ganze 
rationale  Zahlen  sind;  für  Zahlen  dieser  Art  bestehen,  wie  er 
fand,  genau  die  gleichen  Teilbarkeitssätze,  insbesondere  die 
gleiche  eindeutige  Zerlegbarkeit  in  eine  endliche  Anzahl  yon 
Primfaktoren,  wie  in  der  Theorie  der  rationalen  ganzen  Zahlen. 
Wie  wir  uns  überzeugen  werden,  sind  aber  jene  komplexen 
ganzen  Zahlen  nichts  anderes,  als  die  ganzen  algebraischen 
Zahlen  des  endlichen  Körpers  K(i]  R),  der  aus  der  Zahl  i 
und  dem  Bereiche  R  aller  rationalen  Zahlen  erzeugt  wird. 
Dies  legt  daher  den  Gedanken  nahe,  sich  bei  der  Untersuchung 
der  Teilbarkeitsgesetze  algebraischer  Zahlen  nur  auf  die 
Zahlen  eines  bestimmten  endlichen  Korpers  zu  be- 
schränken; und  solche  Beschränkung  wird  in  der  Tat 
uns  zu  einem  der  bewundernswertesten  allgemeinen 
Ergebnisse  arithmetischer  Spekulation,  nämlich  zu 
der  Erkenntnis  führen,  daß  für  die  Zahlen  eines  jeden 
Körpers  dieser  Art  —  freilich  nur  bei  Einführung 
eines  neuen  außerordentlich  fruchtbaren  Begriffs  — 
wieder  yöllig  analoge  Teilbarkeitsgesetze  bestehen, 
wie  in  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie.  Diesen  Nach- 
weis zu  führen,  bildet  die  Hauptaufgabe  der  nächstfolgendeu 
Abschnitte. 

2.  Die  Zahlen  g  eines  endlichen  Körpers  £^(A;  SR)  n*^ 
Grades  sind  nach  K^p.  1,  Nr.  8  in  9{  algebraische  Zahlen,  in- 
dem sie  einer  Gleichung  n^^  Grades 

(3)  g«  +  R,^'^  +  R^ir-'  +  '"  +  R^-0 

mit  in  9i  enthaltenen  Koeffizienten  genügen.  Hier  gilt  nun 
zunächst  der  einfache  Satz,  daß  jede  solche  in  91  alge- 
braische Zahl  des  Körpers  durch  Multiplikation  mit 
einer  Zahl  des  Integritätsbereiches  von  9{  zu  einer 
ganzen  in  9{  algebraischen  Zahl  gemacht  werden  kann. 
Sind  nämlich  nicht  sämtliche  Koeffizienten  in  (3)  Zahlen  dieses 
Integritätebereiches,  d.  h.  ist  i  nicht  schon  von  vornherein  eine 
in  91  ganze  Zahl,  so  wird  man  setzen  dürfen 

Ri=^^  (fori  =  1,  2,  ...,ii), 

wo  die  P,  sowie  der  gemeinsame  Nenner  P  dem  Integritäts- 
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bereiche  angehören.  Setzt  man  dann  J;' »  P  •  S,  so  leistet  f^ 
der  aus  (3)  durch  Multiplikation  mit  P"  henrorgehenden 
Gleichung 

(4)     r  +  PiC  +  pp,r''  +  '"  +  p'^'Pn  -  0 

Genüge^  deren  Koeffizienten  dem  Integntatsbereiche  angehörig 
sindy  und  ist  also  eine  in  9t  ganze  algebraische  ZahL  —  Ins- 
besondere gilt  dies  auch  von  der  den  Körper  S  » ^(A;  9t) 
erzeugenden  Zahl  A;  für  welche  die  Gleichung  (3),  der  sie 
genügt,  irreduktibel  ist;  da  diese  durch  Multiplikation  mit  P" 
nicht  reduktibel  werden  kann,  so  wird  also  die  aus  A  her- 
vorgehende ganze  Zahl  A'  ebensowohl  wie  A  selbst  als  eine 
erzeugende  Zahl  des  Körpers  gewählt  werden  können,  und 
somit  ergibt  sich  weiter:  Jeder  endliche  Körper  enthält 
eine  in  seinem  Rationalitätsbereiche  ganze  algebrai- 
sche Zahl,  durch  welche  er  erzeugt  werden  kann. 

Ist  der  Ralionalitätsbereich  9i  der  Bereich  iZ  der  ratio- 
nalen Zahlen,  so  besteht  der  Satz:  Jede  ganze  algebraische 
Zahl  des  Bereichs  iZ  gehört  zu  dessen  Integritäts- 
bereiche, d.  h.,  wenn  eine  ganze  algebraische  Zahl 
rational  ist,  so  ist  sie  sogar  eine  ganze  rationale  Zahl. 
In  der  Tat,  wäre  l  eine  Wurzel  der  ganzzahligen  Gleichung 

(5)  r  +  OiT"*  +  ör»r-'  +  •  •  •  +  a„  «  0 

und  wäre  zugleich  f  =-  — ,  wo  r,  s  ganze  Zahlen  bedeuten,  die 

ohne  gemeinsamen  Teiler  vorausgesetzt  werden  können,  so  er- 
hielte man  aus  jener  Gleichung  die  Beziehung 

(6)  7^«  — s(air"-i-f  a,s^-*H f-a««""^); 

welche  doch  unmöglich  ist,  da  die  rechte  Seite  ein  Vielfaches 
von  5,  die  linke  aber  relativ  prim  zu  s  ist. 

Dieser  Satz  verstattet  die  Ausdehnung  auf  den  Fall,  daß 
der  Rationalitätsbereich  91  der  Bereich  aller  rationalen  Funk- 
tionen einer  Anzahl  von  Unbestimmten  iCi,  ^j,  •  •  •,  ^«  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten  ist.  Jede  in  diesem  Bereiche 
ganze  algebraische  Größe  nämlich,  welche  dem  Ratio- 
naZt^ä^^bereiche  angehört,  ist  sogar  eine  Größe  seines 
IntegritätsYiQteiQheB.  Um  dies  für  den  Fall  einer  einzigen 
Unbestimmten    x    darzutun,    genügen    die   Sätze   des   vorigen 
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S[apitels.  Sei  nämlich  t  eine  Große^  welche  der  Gleichung  (3) 
genügt^  während  deren  Koeffizienten  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tionen Yon  X  sind.  Ist  sie  dann  selbst  eine  rationale  Funktion 
Yon  X,  80  daß  man,  unter  By  S  ganze  ganzzahlige  Funktionen 

von  X  verstehend,  5  =  ^  setzen  darf,  so  ergibt  sich  die  mit 

(6)  analoge  Gleichung 

(7)  ii»  «  -  SiR^R"-'  +  JJjSi?-«  +  •  •  •  +  -ß„S'»-0, 

d.  h.  i2"Jmüßte  teilbar  sein  durch  S,  Da  man  aber  {;  unter  ein- 
fachster Form,  d.  i.  R,  8  von  jedem  gemeinsamen  rationalen  Teiler 
befreit  oder  im  Sinne  von  Eap.  3,  Nr.  1  als  relativ  prim  vor- 
aussetzen darf,  so  wird  dann  auch  ü"  prim  gegen  S,  also 
nicht  durch  8  teilbar  sein,  wie  es  die  Gleichung  (7)  verlangt, 
es  sei  denn,  daß  8  von  x  unabMngig  ist.  Man  schließt  leicht 
hieraus  (vgl.  Eap.  6,  Nr.  3  die  Sätze  über  den  „Teiler^'  einer 
ganzen,  ganzzahligen  Funktion),  daß  8  ^  ly  also  ^  eine  ganze, 
ganzzahlige  Funktion  von  x  sein  muß,  wie  behauptet.  —  Für 
ganze  Funktionen  mehrerer  unbestimmten  finden  sich  aber  — 
worauf  wir  für  unsere  Zwecke  nicht  näher  eiozugehen  brau- 
chen —  ganz  ähnliche  Teilbarkeitssätze,  wie  sie  für  Funktionen 
einer  Unbestimmten  in  Eap.  3,  Nr.  1  gegeben  worden  sind, 
und  auf  Grund  derselben  dann  auch  durch  analoge  Schlußweise 
der  oben  ausgesprochene  allgemeinere  Satz. 

Ist  dagegen  der  Bationalitätsbereich  ein  belie- 
biger Eörper  J^(A;  9t),  so  werden  im  allgemeinen  die 
ganzen  algebraischen  Zahlen  dieses  Bereichs  oder 
Eörpers  nicht  auch  immer  Zahlen  seines  Integri- 
tätsbereichs, nämlich  nicht  immer  als  ganze,  ganz- 
zahlige Funktionen  von  A  und  den  Elementen 
9t',  9%'',  •  •  •  des  Bereichs  91  darstellbar  sein,  selbst 
dann  nicht,  wenn  als  die  erzeugende  Zahl  A  selbst  eine 
ganze  algebraische  Zahl  gewählt  wird.  Einen  einfachen  Be- 
leg für  diese  Wahrheit  g^bt  der  Eörper  jE^(A;  12),  dessen  er- 
zeugende Zahl  A  gleich  )/^3  ist;  die  diesem  Eörper  oder 
Bationalitätsbereiche  (1,  )/—  3)  angehörige  kubische  Einheits- 
wurzel   ~^ ist   ersichtlich   nicht   zugleich   auch  eine 

Zahl   seines   Integritätsbereiches,  gleichwohl  aber  eine   ganze 
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algebraische  Zahl^  weil  sie  der  ganzzahligen  Oleichung 

Genüge  leistet.  Beschränkt  man  sich  jedoch,  wie  wir 
fortan  es  tun  dürfen  und  wollen,  auf  die  Voraussetzung, 
daß  der  Rationalitätsbereich  des  endlichen  Körpers 
der  Bereich  aller  rationalen  Zahlen  ist,  also  auf  die 
Betrachtung  endlicher  Körper  von  der  Art  K(^]  B),  so  läßt 
sich  für  die  ganzen  algebraischen  Zahlen  eines  solchen 
Körpers  eine  andere  allgemeine  Darstellungsform 
nachweisen,  die  für  all'  unsere  weiteren  Betrachtungen  die 
Grundlage  ausmachen  wird. 

3.  Sei  also  iC(A;  R)  ein  endlicher  Körper  S  n^^  Grades 
mit  dem  Rationalitätsbereiche  12  aller  rationalen  Zahlen;  seine 
erzeugende  Zahl  A  darf  nach  voriger  Nummer  als  eine  ganze 
algebraische  Zahl,  also  als  Wurzel  einer  irreduktibeln  Gleichung 

(8)  f(x)  =  af  +  a,af+a,x^-'+  . . .  +  a„  «  0 

n^°  Gh*ades  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  vorausgesetzt  wer- 
den. Die  Gesamtheit  aller  ganzen  algebraischen  Zahlen 
dieses  Körpers  werde  fortan  mit  g  bezeichnet  Nach 
den  Eigenschaften  ganzer  algebraischer  Zahlen  einerseits  und 
der  Definition  eines  Körpers  andererseits  sieht  man  sogleich, 
daß  die  Zahlen  in  g  durch  Additionen,  Subtraktionen  und  Mul- 
tiplikationen sich  reproduzieren,  da  Summe,  Differenz  und  Pro- 
dukt von  zwei  solchen  Zahlen  wieder  sowohl  ganze  algebraische 
Zahlen  als  auch  Zahlen  des  Körpers  sind.  Ebenso  gehören 
alle  rationalen  ganzen  Zahlen  der  Gesamtheit  g  an,  so  daß 
man  für  diese  Gesamtheit,  welche  einen  Modulus  bil- 
det, die  Beziehungen 

(9)  hi-Q,    99  5- g 

aufstellen  darf,  welche  (Kap.  2,  Nr.  2)  dieselbe  als  eine 
Ordnung  ganzer  Zahlen  des  Körpers  charakterisieren; 
die  zweite  derselben  darf  genauer  durch  die  Gleichheit 

(10)  89  -  9 

ausgedrückt  werden.     Es  mag  aber  sogleich  hinzugefügt  wer- 
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den;  daß  g  nicht  immer  die  einzige  Ordnung  ganzer  Zahlen  ist; 
welche  im  Körper  vorhanden  ist. 

Nach  Kap.  1^  Nr.  8  ist  jede  in  dem  hier  betrachteten 
Körper  befindliche  Zahl  g  Wurzel  einer  Gleichung  ftf^  Ghiules 

(11)         q>{x)  =  sf"  +  riaf»-!  +  r^af^"^  + h  f n  "-  0 

mit  rationalen  Koeffizienten.  Daraus  allein  nun^  daß  man  ^  als 
ganze  algebraische  Zahl  voraussetzt;  würde  noch  nicht  folgen, 
daß  die  Koeffizienten  der  für  sie  charakteristischen  Gleichung 
{11)  ganzzahlig  sind;  z.  B.  ist  (Dedekind)  )/2  eine,  der 
Gleichung 

<12)  x^  +  \x^-2x-\=^0y 

deren  Koeffizienten  nicht  sämtlich  ganzzahlig  sind;  genügende 
und  doch  zugleich  als  Wurzel  der  Gleichung  x^  ^2  eine 
ganze  algebraische  Zahl.  Gleichwohl  gilt  die  Folgerung  für 
ganze  Zahlen  des  vorliegenden  Körpers.  In  der  Tat  ist  tp  (x)  nach 
Kap.  1;  Nr.  13  eine  Potenz  einer  anderen  ganzen  Funktion  t.{^) 
mit  gleichfalls  rationalen  Koeffizienten;  welche  irreduktibel  ist; 
da  nun  i,  wenn  es  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist;  auch 
Wurzel  einer  gewissen  ganzzahligen  Funktion  ist;  welche 
doch;  wie  schon  einmal  bemerkt  worden;  nur  ganzzahlige 
Teiler  haben  kanU;  so  muß  die  Funktion  tlf(x),  da  sie  not- 
wendig ein  Teiler  derselben  ist;  eine  ganzzahlige  sein;  dann  ist 
aber  auch  ihre  Potenz,  nämlich  die  Funktion  g)(x)  eine  solche 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten.  Hiernach  ist  jede  Zahl  ^ 
in  g  Wurzel  einer  Gleichung  (11)  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten. 

Da  aber  die  mit  g  konjugierten  Zahlen  ^^\  ^^\  •  •  •,  5^""^^ 
derselben  Gleichung  genügen;  so  sind  auch  sie  ganze  alge- 
braische Zahlen;  die  freilich  nicht  immer  sämtlich  ebenfalls 
dem  Körper  ft  =  iS:(A;  R)  anzugehören  brauchen.  Hieraus 
folgt  dann  weiter,  daß  auch  die  Spur  S{i),  die  Norm 
JV(S);  sowie  die  Diskriminante 

(13)  z/(0=-^(l,  ?,  g»,  •••,  ^"-^ 

jeder  Zahl  i  in  q,  weil  nur  aus  ganzen  algebraischen 
Zahlen   durch   Additionen;  Subtraktionen  und  Multi- 
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plikationen  gebildet^  eine  ganze  algebraische  Zahl, 
und,  da  sie  nach  Kap,  1  zugleich  eine  Zahl  des  Rationalital»- 
bereichs  B  ist,  sogar  eine  ganze  rationale  Zahl,  mithin 
sicher  in  g  enthalten  sein  muß. 

Sind  nun  0,  rj  zwei  bestimmte  Zahlen  in  g  und  ist  6  teil- 
bar  durch   fj,   80   daß   die  Gleichheit   0  ^  rj '  ^  erfUlt  und  ^ 

ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist,  so  muß  auch  (  in  g  enthalten 

0 
sein,  denn  (  »  —  ist  eine  ganze,  aber  auch  dem  Körper  ft  zu- 
gehörige ZahL    Aus  der  Beziehung  zwischen  den  Zahlen  0,1?,  t 
folgt  aber  zudem  nach  Kap.  1  (45)  auch  die  entsprechende  Be- 
ziehung 

(14)  N(e)  =  N(fi)  ■  Nit) 

zwischen  ihren  Normen.     Da  femer 

(15)  N{e)  -  e .  ö(A)  •  «w . . .  ö("- 1) 

ist,  wenn  6^^\  0^^\  . . .,  ÖC"-*)  die  zu  0  konjugierten  also  ganze 
algebraische  Zahlen  bedeuten,  so  ist  N{0)  teilbar  durch  6  und, 
da  mit  der  Zahl  0,  wie  bemerkt,  auch  ihre  Norm  der  Gesamt- 
heit g  angehört,  dem  eben  Gesagten  zufolge   der  Quotient 

(16)  0(1).  e(«)..  .e(— 1) 

eine  ebenfalls  in  g  enthaltene  Zahl. 

Unter  einer  Einheit  in  g  verstehen  wir  jede  in  g  ent- 
haltene Zahl  s,  durch  welche  alle  Zahlen  dieser  Ge- 
samtheit teilbar  sind.  Da  eine  solche  Zahl  auch  die  in  g 
enthaltene  Zahl  1  teilen  muß,  ist  sie  stets  auch  in  dem  früheren 
Sinne  eine  Einheit,  wie  denn  auch  umgekehrt  jede  Einheit  e 
im  allgemeineren  Sinne,  wenn  sie  in  g  enthalten  ist,  eine  Einheit 
in  g  ist,  da  zugleich  mit  1  auch  jede  andere  Zahl  in  g  durch 
€  teilbar  ist.  Die  charakteristische  Eigenschaft  einer 
Einheit  a  in  g  kann  deshalb  auch  darin  gesetzt  wer- 
den, daß  £  eine  Zahl  in  g  sei,  deren  Norm 

(17)  N{s)  -  ±  1 

ist.  Denn  erstens  ist  eine  Zahl  £  in  g,  welche  diese  Bedingung 
erfüllt,   ein  Teiler  von  1  und  somit  auch  von  jeder  anderen 
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in  g  enthaltenen  Zahl;  wenn  aber  umgekehrt  s  eine  Einheit 
in  g  ist^  so  hat  man  auch 

1  =  es', 

wo  der  Quotient  b  =  —  zugleich  eine  Einheit  und  in  g  ent- 
halten  ist,  und  aus  dieser  Gfleichung  folgt 

1  =  N(€)  .  Nie"), 

wo  beide  Normen  rationale  ganze  Zahlen  sind,  mithin  muß 
^(c) »»  +  1  sein.  Man  darf  auch  sagen:  Eine  Zahl  s  ist 
dann  und  nur  dann  eine  Einheit  in  g,  wenn  £  -  g  »  g, 
d.  h.  wenn  durch  Multiplikation  jeder  Zahl  in  g  mit  s  wieder 
eine  Zahl  in  g  und  solcherweise  auch  jede  dieser  Zahlen  ent- 
steht. Ist  nämlich  s  eine  Einheit  in  g,  so  folgt  aus  (9)  für 
jede  in  g  enthaltene  Zahl  y,  daß  sy  ^  Q  ist;  und,  setzt  man 
1  =  sb\  so  gehört  e'  und  folglich  auch  e'y  zu  g,  und  jede  in 
g  enthaltene  Zahl  y  ^^  e  -  s'y  entsteht  aus  einer  Zahl  in  g 
durch  Multiplikation  mit  e.  Erfüllt  umgekehrt  eine  Zahl  e 
jene  Bedingungen,  so  folgt  aus  der  ersten,  daß  £  »  6  •  1  zu  g 
gehört;  nach  der  zweiten  aber  muß  auch  1  ^  s  -  y  sein,  wo  y 
zu  g  gehört,  und  somit  ist  e  eine  Einheit  in  g. 

Nun  nannten  wir  zwei  Zahlen  y,  y  einander  assoziiert^ 
wenn  y  ^  ey'  gesetzt  werden  kann,  während  e  eine  Einheit  ist. 
Handelt  es  sich  ausschließlich  um  Zahlen  in  g,  so  kann  eine 
solche  Gleichung  nur  statthaben,  wenn  £  speziell  eine  Ein- 
heit in  g  ist;  denn  dann  gehört  die  Einheit  a   als  Quotient 

-7  zu  g.    Man  ersieht  hieraus,  daß  zur  Verteilung  aller  Zahlen 

der  Gesamtheit  g  in  Gruppen  assoziierter  Zahlen  nur  die  Ein- 
heiten in  g  heranzuziehen  sind,  auf  die  wir  also  fortan,  wenn 
nichts  anderes  gesagt  wird,  uns  völlig  beschränken,  und  die 
wir  deshalb,  ohne  ein  Mißverständnis  befürchten  zu  müssen^ 
kurz  als  Einheiten  (ohne  den  Zußatz:  in  g)  bezeichnen  dürfen. 
Ist  eine  in  g  enthaltene  Zahl  y  keine  Einheit,  so  hat  sie 
mindestens  einen  Teiler  in  g,  der  ebenfalls  keine  Einheit  ist, 
da  man  y  ^  y  -  1  setzen  darf.  Ist  aber  in  g  ein  Teiler  ß  von 
y  vorhanden,  der  weder  eine  Einheit  noch  mit  y  gleich  oder 
assoziiert  ist,  sodaß  y  ^  ßd  gesetzt  werden  kann,  wo  auch  9 
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weder  eine  Einlieit  noch  auch  mit  y  assoziiert  ist^  so  darf  y 
in  g  zerlegbar  heißen  und  es  folgt  die  Gleichung 

N(y)  =  N(ß)  .  Nid), 

während  N(ß)y  N(d)  von  ±  1  verschieden  und  rationale  ganze 
Zahlen  sind.     Demnach  muß  numerisch 

N(ß)  <  Nir) 

sein.  Wäre  also  auch  ß  noch  in  g  zerlegbar,  d.  h.  /J  =»  /3'6', 
wo  wieder  ß\  d'  Zahlen  in  g  aber  weder  eine  Einheit  noch 
mit  ß  assoziiert  sind,  so  wäre  y  =  /J'-  dd',  wo  numerisch 

Ni^)  <  Niß) 

ist;  USW.  Die  so  entstehende  Reihe  ganzer  Zahlen  N(ß),  N^ß'), 
N^ß'^f  '  -  •  kann  als  eine  absolut  abnehmende  nur  eine  end- 
liche seiU;  und  somit  ergibt  sich  zuletzt  ein  Teiler  0  »  j9^^> 
von  y,  welcher  nicht  mehr  zerlegbar  ist.  Setzt  man  dann  wie- 
der y  -=  ö  •  /  also  N{y)  «  iV(Ö)  •  N(y'),  so  ist  N(y')  <  2Sr(y); 
aus  gleichem  Grunde  aber  darf  man  /»  d'-  /'  setzen,  wo  6' 
ein  unzerlegbarer  Teiler  von  y  ist,  und  man  findet  N^y^  < 
N{y\  usw.,  ein  Fortgang,  der  wieder  nur  ein  endlicher  sein 
kann  und  schließlich  also  die  Zerlegung  der  Zahl  y  in  eine 
endliche  Anzahl  von  in  g  enthaltenen  und  unzerlegbaren 
Teilern: 

(18)  y  =  ö.ö'-r  ...ew 

d.  i.  die  beschränkte  Zerlegbarkeit  der  ganzen  alge- 
braischen Zahlen  des  Körpers  ^  =»  £'(A;  R)  ergibt.  Mit 
diesem  leicht  gefundenen  Ergebnisse  ist  man  jedoch  noch  weit 
entfernt  davon,  die  am  Schlüsse  von  Nr.  1  ausgesprochene 
Behauptung  begründet  zu  haben.  Denn  diese  würde  wesent- 
lich noch  die  Aussage  erfordern^  daß  die  Zerlegung  (18)  einer 
Zahl  y  in  g,  die  durch  die  bisherige  Betrachtung  nur  als  über- 
haupt möglich  erwiesen  ist,  auch  nur  auf  eine  einzige,  be- 
stimmte Weise  möglich,  eii\e  nur  eindeutige  Zerlegung  sei. 
Es  gibt  aber  im  Gegenteil,  wie  wir  uns  bald  überzeugen  wer- 
den, Körper  —  und  diese  Körper  bilden  keine  Ausnahme, 
sondern  die  Regel  —  für  deren  ganze  Zahlen  eine  eindeutige 
Zerlegung  nicht  vorhanden  ist. 

4.  In  der  weiteren  Verfolgung  unseres  Zieles   treten  uns 
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yor  allem  die  beiden  Elementarsatze  in  Nr.  1  entgegen,  welche 
oflenbar  auch  bei  der  Beschränkung  auf  Zahlen  der  Gesamt- 
heit Q  in  Gültigkeit  bleiben.  Dem  ersten  derselben  zufolge  bil- 
den alle  Zahlen  in  Q,  welche  durch  eine  bestimmte  0  von 
ihnen  teilbar  sind,  nämlich  alle  Zahlen  von  der  Form  6  •  y, 
unter  y  sämtliche  Zahlen  in  g  yerstanden,  einen  Modulus  von 
Zahlen;  den  wir  durch  das  Zeichen 

(19)  {0} 

ausdrücken  und  wieder  nur  als  eine  andere  Deutung  des  Tei- 
lers 0  selbst  ansehen  können.  Allgemeiner  bezeichnet  hier  der 
Modulus 

(20)  {e,  e\  ff\  ...,  ö(«-i)}, 

wo  unter  ö,  ö',  Ö",  •  •  •,  ö("»"^)  irgend  welche  Zahlen  in  g  ge- 
dacht werden ;  die  Gesamtheit  aller  offenbar  in  g  enthaltenen 
Zahlen  von  der  Form 

(21)  f^ey  +  ffy'  +  r/'  +  .  .  •  +  ö(™-i)y("»-i), 

wenn  darin  für  y,  y',  y",  •  •  •,  y("»-*)  die  sämtlichen  Zahlen  der 
Gesamtheit  g  gesetzt  werden.  Einem  solchen  Modulus 
kommt  die  charakteristische  Eigenschaft  zu,  daß  das 
Produkt  aus  jeder  seiner  Zahlen  in  irgend  eine  der 
Zahlen  in  g  wieder  ihm  angehört.  Wir  wollen  nun 
allgemein  nach  Dedekind  eine  Gesamtheit  Yon  Zahlen 
in  g,  welche  einen  Modulus  bildet  und  dieser  charak- 
teristischen Eigenschaft  genie&t,  ein  Ideal  des  Körpers 
K{Pi]  R)  nennen  und  allgemein  mit  \  bezeichnen. 

Demnach    ist    der    ModuJus  (20)  ein  Ideal.  —  Für   ein 
solches  sind  die  Beziehungen 

(22)  i  5-  9,  9i  5-  i 

charakteristisch.  Da  g  auch  die  Zahl  1^  mithin  g  •  \  auch 
1  •  j  enthält;  so  gilt  auch  die  Beziehung  )  ^  gj^  sodaß  die 
zweite  der  Yorstehenden  Beziehungen  auch  schärfer  als  die 
Gleichheit 

(22^)  8i  -■  i 

ZU  fassen  ist. 

Aus  dieser  Definition  des  Ideals  fließen  zunächst  zwei  ein- 
fache Folgerungen: 
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1)  Sind  0^,  0^,  ^8' ' ' '  irgend  welche  Zahlen  des  Ideals  j, 
so  ist  auch^  unter  y^^  y^^  y^^  •  •  •  irgend  welche  Zahlen  in  g 
yerstanden,  die  Zahl 

«in  +  »»^2  +  ö.y»  +  •  •  • 

im  Ideale  enthalten. 

2)  Ist  0  eine  Zahl  des  Ideals  |;  so  ist's  auch  ihre  Norm, 
denn  N{0)  ist  gleich  0  mal  der  nach  der  vorigen  Nummer  in 
9  enthaltenen  Zahl  e<*)d<»)  •  •  •  «("-i). 

Nun  gibt  es  (nach  Kap.  1,  Nr.  8),  im  endlichen  Körper 
jr(A;  S)  n*^  Grades  n  yon  einander  unabhängige  Zahlen 
^i;  ^%j  ' ' '}  ^%  ^^^  ^^^  Beschaffenheit,  daß  jede  Zahl  des 
Körpers  in  der  Form 

rjöi  +  r^Gj,  +  •  •  •  +  r^G}n 
dargestellt  werden  kann,  indem  man  ffir  die  r^  Zahlen  des  Ra- 
tionalitatsbereiches,  hier  also  rationale  Zahlen  setzt.  Die  Basis- 
zahlen CD^,  cD^y  •  •  -,  a)„  dürfen  hierbei  sogar  als  ganze  Zahlen 
des  Körpers,  d.  i.  als  Zahlen  in  g  vorausgesetzt  werden;  denn, 
sind  c^y  Cg,  .  .  .,  c^  passende  rationale  Zahlen,  durch  welche 
multipliziert  g}|,  fo^)  -  -  -y  (o^  resp.  in  ganze  Zahlen 

des  Körpers  übergehen,  so  sind  auch  diese  n  Zahlen  rational 
unabhängig,  da  eine  Beziehung 

»1^1  +  «»y«  +  — I-  %7n  =  0 

mit  rationalen,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffizienten 
die  Beziehung 

derselben  Art  nach  sich  ziehen  würde.  Demnach  dürfen 
auch  die  ganzen  Zahlen  y^,  y^,  •  •  •,  y^  des  Körpers  als 
eine  Basis  desselben  gewählt  und  mithin  wird  jede 
seiner  Zahlen,  insbesondere  jede  Zahl  in  g  in  der 
Form 

(23)  r^yi  +  riY%  +  '"  +  r^yn 

mit  rationalen  Koeffizienten  dargestellt  werden.  Wenn 
hier  den  Koeffizienten  ganzzahlige  Werte  erteilt  werden,  so 
wird  die  entstehende  Zahl  selbstverständlich  eine  Zahl  in  g 
sein;  doch  ist  damit  durchaus  nicht  gesagt,  daß  so  auch  alle 
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Zahlen  in  g  entstehen,  oder  daß  nicht  auch  rationalen  Werten 
der  Koeffizienten  solche  Zahlen  estsprechen;  es  würde  sich 
darum  handeln,  diejenigen  Werte  der  Koeffizienten  auszuson- 
dern, welche  die  ganzen  Zahlen  und  nur  sie  ergeben.  Jeden- 
falls aber  gilt  die  allgemeine  Form  (23)  der  Zahlen  in  g  auch 
f&r  die  Zahlen  in  j.  Unter  den  letzteren  gibt  es  daher  auch 
solche,  welche  in  der  Form  (23)  mit  ganzzahligen  Koeffi- 
zienten darstellbar  sind,  denn,  ist 

eine  Zahl  des  Ideals  mit  rationalen  Koeffizienten  und  allge- 
mein r^  =»  — ,  wo  g  und  die  Zahlen  g^  ganze  Zahlen  bedeuten, 
so  wird 
(23')  gO  =  g^y^  +  ^^^y^  +  . . .  +  g^y^ 

eine  im  Ideale  enthaltene  Zahl  mit  ganzzahligen  Koeffizienten 
sein.  Nun  gibt  es  wieder  unter  den  letzteren  Zahlen  des  Ideals 
auch  solche  yon  der  Form 

wo  s  eine  beliebige  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  w  und  gp  von  Null 
yerschieden  ist;  in  der  Tat,  wenn  0  irgend  eine  von  Null  ver- 
schiedene, somit  auch  N(ff)  eine  Zahl  des  Ideals  bedeutet,  so 
ist  ^(6)  •  y^  eine  Zahl  des  Ideals  von  der  behaupteten  Form. 
Stellt  man  aber  in  dieser  Weise  n  Zahlen  des  Ideals  auf: 

(24)     e,  -  g,(^  ■  y^  +  g,m  •  y,  +  «;,W  •  y, 


ö,  =  9i^'^  ■  Vi  +  V">  •  y»  +  ^»<">  •  y,  +  •  •  •  +  oJ'"^  •  Yn  > 

80  bilden  dieselben,  da  die  Determinante 

dieser  Gleichungen  von  Null  verschieden  ist,  von  neuem  eine 
Basis  des  Körpers  und  folglich  ist  jede  Zahl  desselben,  ins- 
besondere auch  jede  Zahl  0  des  Ideals  )  von  der  Form 

(25)  e-^iöi+r,ö,-h--  +  rA 
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mit  rationalen  Koeffizienten.  Betrachten  wir  einstweilen  nur 
diejenigen  Zahlen 

(26)  Öo  =  9iöi  +  e,ö,  +  --+P»0. 

des  Ideales,  deren  Koeffizienten  p|  den  Bedingungen 

(27)  0<(.,<1 

genügen;  solche  Zahlen  gibt  eS;  z.  B.  die  Zahlen  d^,  ^sr**;^«- 
Wie  wir  nachher  zeigen  werden ,  ist  diB  Anzahl  aller  Zahlen 
dieser  Art  im  ganzen  Korper  eine  nur  endliche;  dies  gilt  also 
um  so  mehr  ffir  die  Anzahl  derjenigen  von  ihnen,  welche  dem 
Ideale  j  angehören.  Man  kann  daher  die  letztgedachten  Zahlen 
in  n  endliche  Gruppen  verteilen,  so  daß  in  der  s^^^  Gruppe 
diejenigen  von  ihnen  liegen,  welche  die  Gestalt 

(28)  ÖW  =  (>i«ei  +  Q^^'%  +  • .  •  9/')Ö, 

haben,  während  wieder  0<p/*^^l,  insbesondere  aber  p,W 
von  Null  verschieden  ist;  da  0,  selbst  eine  solche  Zahl  ist, 
enthält  jede  der  bezeichneten  Gruppen  mindestens  eine  Zahl 
und  unter  ihnen  allen  sei  Oq^*^  eine  von  denjenigen,  bei  welchen 
p/*)  den  kleinsten  Wert  habe,  welcher  tf,  heiße.  Denkt  man 
sich  diese,  den  einzelnen  Gruppen  entsprechenden  Zahlen 

mit  den  letzten  Koeffizienten  (J^,  ^j,  •  •  •,  (f„_i,  <s^  resp.  ge- 
bildet, so  wird  man  durch  Subtraktion  eines  ganzen  Vielfachen 
von  6^^^  von  der  in  der  Form  (25)  gegebenen  Zahl  6  des 
Ideals  \  eine  andere  Zahl  desselben  erhalten,  in  welcher  der 
letzte  Koeffizient,  wenn  er  nicht  Null  ist,  positiv  und  kleiner 
als  6^  ist;  aus  dieser  wieder  durch  Subtraktion  eines  Vielfachen 
von  Öq("~*)  eine  neue  Zahl  des  Ideals,  deren  vorletzter  Koeffi- 
zient Null  oder  positiv  und  kleiner  als  <y„_i  ist,  während  der 
letzte  unverändert  blieb,  u.  s.w.;  kurz  man  darf  setzen 

(29)  0  =  g^e^^^)  +  (7,00^«)  +  . . .  +  gj^-^  +  0^, 

worin  die  Koeffizienten  g^  ganze  rationale  Zahlen,  6^  aber 
eine  Zahl  des  Ideals  von  der  Form  (26)  ist,  deren  Koeffizienten 
den  Bedingungen  genügen 
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was  doch  der  Bedeatmig  der  Koeffizienten  tf ^  zufolge  nur  sein 
kann^  wenn  allgemein  q^  »  0,  also  auch  O^^O  ist.  So  nimmt 
die  Gleichung  (29)  die  Gestalt  an: 

(30)  ö-^,0oW  +  ^,ÖoW  +  .-.<7,0o<"> 

und  lehrt  als  Endergebnis  unserer  Betrachtung^  daß  es  im 
Ideale  j|  stets  n  unabhängige  Zahlen  0q^^\  0^^%  •  •  •,  Öq(*'> 
gibt  von  der  Beschaffenheit^  daß  jede  Zahl  desselben 
durch  sie  in  der  Gestalt  (30)  mittels  ganzzahliger 
Koeffizienten  dargestellt  werden  kann.  Aber  auch  um- 
gekehrt wird  dann  jede  Zahl  dieser  Gestalt  eine  Zahl  des  Ideals 
sein.     Man  erkennt  hieraus  den  Satz: 

Jedes  Ideal  des  Körpers  ist  ein  (im  DedekindBchen 
Sinne  zu  nehmender)  n-gliedriger  Modulus 

(31)  W'\  Öo««),  . . .,  00^«)], 

dessen  Basis  aus  Zahlen  in  g  besteht. 

Daß  die  Zahlen  öo^^),  »o^*),  •  •  •,  öo^")  unabhängige  Zahlen 
sind,  folgt  einfach  daraus,  daß  auch  die  n  Yon  einander  unab- 
hängigen Zahlen  0^,  6^,  •  •  •,  0^  des  Körpers  linear  durch  sie 
darstellbar  sind;  denn,  ließen  sich  jene  durch  nur  einen  Teil 
Yon  ihnen  linear  ausdrücken,  so  müßte  auch  zwischen  diesen 
eine  lineare  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten ,  bestehen. 

Zur  Yollständigen  Begründung  dieses  wichtigen  Satzes 
fehlt  noch  der  Nachweis,  daß  die  Anzahl  der  Zahlen  (26)  bei 
Geltung  der  Ungleichheiten  (27)  nur  endlich  ist.  Hierzu  be- 
dienen wir  uns  des  nachstehenden  Hilfssatzes: 

Es  giht  unter  allen  ganzen  algebraischen  Zahlen, 
welche  Körpern  n*^  Grades  von  der  Art  ^(A;  JR)  an- 
gehören, nur  eine  endliche  Anzahl  von  solchen,  die 
nebst  allen  ihren  Konjugierten  dem  absoluten  Be- 
trage nach  nicht  größer  sind,'  als  ein  gegebener  Wert. 
In  der  Tat  werden  dann  auch  die  nach  Nr.  3  ganzzahligen 
Koeffizienten  der  Gleichung  n^^  Grades,  der  eine  solche  Zahl 
genügt,  da  sie  die  einfachsten  symmetrischen  Funktionen  aller 
Konjugierten  sind,  nach  ihrem  absoluten  Werte  nicht  über 
einer  nur  durch  n  und  den  gegebenen  Wert  bestimmten  Grenze 
liegen  und  demnach  als  rationale  ganze  Zahlen  nur  eine  end- 
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liehe  Menge  Ton  Werten  haben  können,  sodaß  dann  auch  nur 
eine  endliche  Menge  von  Gleichungen  vorhanden  ist,  als  deren 
Wurzeln  jene  ganzen  algebraischen  Zahlen  bestimmt  sind. 

Da  nun,  wenn  0  ^  p^  <  1  ist,  nach  der  Formel  (26) 
jedenfalls 

mod.  Oq  <  mod.  0^  +  mod  öj  H +  mod.  0^ 

ist  und,  weil  die  Formel  (26)  bestehen  bleibt,  wenn  statt  der 
2ahlen  Öq,  Öj,  ö,,  •  •  •,  6^  ihre  Konjugierten  gesetzt  werden, 
eine  entsprechende  Ungleichheit  für  die  absoluten  Betrage  der 
Konjugierten  von  Oq  erschlossen  wird,  so  trifft  für  die  ganzen 
-algebraischen  Zahlen  0^,  deren  Koeffizienten  Q^  jener  Ungleich- 
heit genügen,  die  Annahme  des  Hilfssatzes  zu,  falls  die  größte 
der  oberen  Grenzen  für  jene  absoluten  Beträge  als  der  ge- 
gebene Wert  gedacht  wird;  damit  ist  aber  der  oben  ver- 
langte Nachweis  erbracht. 

Bedenkt  man  jetzt,  daß  der  Modulus  Q  aller  ganzen 
algebraischen  Zahlen  des  Körpers  ^,  da  er  w^^en  (9) 
ikuch  den  Bedingungen  (22): 

8  5^  9,  99  5^  9 
genügt,  selbst  ein  Ideal  des  Körpers  ist,  so  fließt  aus  dem 
nun  vollständig  begründeten  Idealsatze  auch  die  in  Nr.  2  ver- 
heißene allgemeine  Darstellungsform  der  Zahlen  in  g; 
denn  nach  jenem  Satze  gibt  es  n  von  einander  unab- 
hängige ganze  algebraische  Zahlen  y^,  y^f  ' '  't  7%  ^^^ 
Körpers  von  der  Beschaffenbeit,  daß  die  Gesamtheit 
der  Zahlen  in  g  durch  die  Formel 

(32)  ^=5^1^!  +9iyi  +  -"  +  9nYn 

dargestellt  wird,  wenn  darin  für  die  Koeffizienten  g^ 
alle  rationalen  ganzen  Zahlen  gesetzt  werden.  Mit 
hinderen  Worten:  diese  Gesamtheit  g  ist  identisch  mit 
dem  n-gliedrigen  Modulus 

(33)  9  =  [yi.  y^,  •••;  yJ 

Die  Basis  y^,  y^,  *  *  *,  y^  dieses  Modulus  soll  auch  eine 
Basis  von  g  genannt  werden.  (Vgl.  hierzu  Minkowski,  Geo- 
metrie der  Zahlen,  §  41). 

5.  Hieran  fügen  wir  zunächst  als  Grundlage  für  spätere 
Betrachtungen  eine  Reihe  von  Folgerungen. 
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Die  Basis  von  g  ist  keine  eindeutig  bestimmte  ^  yielmehr 
wissen  wir  aus  Kap.  2,  Nr.  5,  daß  sie  durch  jedes  System  von 
Zahlen 

(34)  y/  =  CuVi  +  c^iVi  +  '"+  c^iYny 

(«•  =  1,2,  ...,1.) 

in  welchen  die  ganzzahligen  Koeffizienten  c^j^  eine  der  posi- 
tiven oder  negativen  Einheit  gleiche  Determinante  haben^  und 
welche  in  g  enthalten  sind^  doch  auch  nur  durch  ein  solches 
System  ersetzt  werden  können. 

Denken  wir  dagegen  irgend  ein  System  (34)  von  n  in  g 
enthaltenen  Zahlen  yf,  indem  wir  den  ganzzahligen  Koeffizienten 
Cf]^  nur  die  einzige  Beschränkung  auferlegen ,  daß  ihre  Deter- 
minante nicht  verschwinde,  so  werden  diese  Zahlen  y^  zwar 
nicht  immer  eine  Basis  von  g,  aber^  weil  unabhängig  von  ein- 
ander,  eine  Basis  des  Körpers  ^  sein.  Der  in  g  enthaltene 
Modulus  -    ,      ,  ^ 

in  =  [yi.  ya;.--;  y«j 

wird  mithin  ein  n-gliedriger  Modulus  sein.  Wir  können  der- 
artige n-gliedrige  Moduln  hinfort  ^^Moduln  in  g^'  nennen,  dürfen 
jedoch  dafElr  kürzer  auch  schlechthin  ^^odul^  sagen  ^  wo 
kein  Mißverständnis  zu  befürchten  ist.  Jedes  Ideal  des  Körpers, 
insbesondere  also  g  selbst,  ist  ein  derartiger  Modulus.  Die 
Diskriminante 

^{riy  y^y     "y  O 

der  Basis  des  Modulus  möge  kurz  die  Diskriminante 
z/(m)  des  Modulus  heißen. 

Aus  den  Beziehungen  (34)  geht  (s.  Kap.  1,  (51))  die 
Gleichung  hervor: 

(35)  ^(y/,  y^\  •  •  .,  O  =  |c^j|«  •  J(y^,  y,,  •  •  -,  yj 

oder 

(36)  z/(m)  =  |c,,;».^(8). 

Ist  das  System  der  y/  nur  eine  andere  Basis  von  g,  nämlich 
\c^^\  =  ±  1,  so  ergibt  sich  nt  =  g  und  -^(m)  =  -^(g),  d.  h.  die 
Diskriminante  von  g  ist  unabhängig  von  der  Wahl  der  be- 
sonderen Basis  von  g.  Da  allgemein  sowohl  die  Zahlen  y^ 
als  die  Zahlen  y/  eine  Basis  des  Körpers  bilden,  so  sind  die 
Diskriminanten  -^(g),  ^(ni)  von  Null  verschiedene,  ganze 
rationale  Zahlen  (s.  Nr.  3),  mithin  ist,  da  auch  {c^f^]  eine  solche 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  9 
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ist;  die  Diskriminante  von  g  gemeinsamer  Teiler  aller^ 
den  verschiedenen  ^^Moduln  in  g'^  entsprechenden 
Diskriminanten.  Zu  diesen  Moduln  zählt;  da  die  den  Körper 
erzeugende  Zahl  A  als  ganze  algebraische  Zahl  vorausgesetzt 
ist,  auch  der  Modulus 

[1,  A,  A»,  ■••,  A"-i], 

dessen  Diskriminante  nach  Kap.  1,  (74)  durch 

(37)  ^(A)  -  (-  1)^  •  NrW 

ausgedrückt  werden  kann;  also  ist  J(q)  auch  ein  Teiler  dieses 
letztem  Ausdrucks.  Hiemach  ist  unter  den  Diskriminanten 
aller  Moduln  in  g  die  Diskriminante  von  g  selbst  die  absolut 
kleinste  und  eine  eindeutig  bestimmte  Zahl.  Sie  soll,  weil 
von  fundamentalster  Bedeutung  für  die  Theorie,  die 
Diskriminante  oder  die  Grundzahl  des  Körpers  $» 
K(A]R)  genannt  und  durch  das  Zeichen  D  angedeutet 
werden: 

(38)  D  =  ^(8). 

Bedeutet  2q  die  Anzahl  imaginärer  Wurzeln  der  den 
Körper  erzeugenden  Gleichung  (8),  so  hat  die  Grund- 
zahl D  das  Vorzeichen  von  (■—  1)*.  In  der  Tat,  in  der 
Determinante 


y,m,       y,W,  .  .  . 

•  •,  y»<'' 

y^(«-«        y^(»-l). 

•  •,  yn<"- 

(39)  r  = 


deren  einzelne  Reihen  die  Konjugierten  zu  den  Zahlen  der 
ersten  Reihe  sind,  und  deren  Quadrate  die  Diskriminante  ^(g) 
gleich  ist,  werden  die  Zahlen  einer  Reihe,  die  einer  reellen 
Wurzel  der  Gleichung  (8)  entspricht,  reell,  die  Zahlen  zweier 
Reihen,  welche  zwei  konjugiert  imaginären  Wurzeln  dieser 
Gleichung  entsprechen,  selbst  einander  resp.  konjugiert  ima^ 
ginär  sein.  Vertauscht  man  daher  i  mit  —  i  in.  dem  Aus- 
drucke der  Determinante  (39),  so  werden  je  zwei  solche  Reihen 
sich  mit  einander  vertauschen  und,  da  so  q  Vertauschungen 
zweier  Reihen  stattfinden,  F  übergehen  in  (— l)«r.  Also  geht 
aus  dem  Ausdrucke 
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der  folgende 

r  -  ir'  =  (-  ly .  (r  +  ir') 

hervor,  d.  h.  es  ist, 

wenn  q  gerade  ist,         F"  =  0,  F  reell,  D  >  0, 

wenn  q  ungerade  ist,     F'  =  0,  f  rein  imaginär,  D  <  0, 

was  die  Behauptung  bestätigt. 
6.  Sind  ferner 

zwei  beliebige  n-gliedrige  Modaln,  deren  Basen  zu- 
gleich Basen  des  Körpers  sind,  so  läßt  sich  leicht 
übersehen,  daß  auch 

a  +  6,    afi,    a  —  b,    ~ 

ebensolche  Moduln  sind. 

Denn  erstens  besteht  der  Modulus  a+  b  aus  den  Zahlen 

ist  also  der  endliche  Modulus 

(40)  [a^,  «2,  •  •  •,  «„,  ßi,  ft,  •  •  •,  /JJ, 

welcher,  da  er  n  yoneinander  unabhängige  Zahlen  a^  oder  j3,. 
des  Körpers  enthält,  nach  Kap.  2,  Nr.  5  auf  einen  n-gliedrigen 
reduziert    werden    kann,    dessen    unabhängige   Elemente   dem 
Körper  angehören,  also  eine  Basis  desselben  bilden. 
Zweitens  ist  der  Modulus  ab  dem  folgenden: 

mit  den  für  i,  A;  =  1,  2,  •  •  •,  n  gebildeten  Elementen  a^ßf.  gleich, 
von  welchem,  da  er  n  unabhängige  Zahlen  des  Körpers,  z.  B. 
^\ß\)  ^^ß\7  ' '  'y  ^nßu  eiithält,  das  über  den  Modulus  (40)  Ge- 
sagte ebenfalls  gilt. 

Was  drittens  den  Modulus  a  —  6  betrifft,  welcher  die 
den  Moduln  a,  6  gemeinsamen  Zahlen  umfaßt,  so  kann,  da  die 
Elemente  ß^  eine  Basis  des  Körpers  bilden,  jede  in  a  enthal- 
tene Zahl  a  in  der  Form 

mit  rationalen  Koeffizienten  ausgedrückt  werden;  setzt  man 
hier  r^=^~,    wo   p^,  q   ganze   rationale  Zahlen   bedeuten,    so 

9^ 
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wird  Qa  eine  Zahl  des  Modulus  6^  und  somit  kann  jede  Zahl 
des  n-gliedrigen  Modulus  a  durch  Multiplikation  mit  einer 
rationalen  ganzen  Zahl  in  eine  Zahl  des  Modulus  6  verwandelt 
werden.  Infolge  davon  ist,  wie  in  Eap.  2,  Nr.  6  bewiesen 
worden  ist,  der  Modulus  a  —  B  ebenfalls  ein  n-gliedriger 
Modulus,  dessen  dem  Körper  angehörige  Elemente  also  zu- 
gleich eine  Basis  des  letzteren  bilden. 

Endlich  bemerke  man,  um  die  obige  Aussage  auch  für 

den  Modulus  —  zu  bestätigen,  daß  dieser  Modulus  aus  den- 
jenigen Zahlen  besteht,  welche  den  Moduln 

B  •  «i"*S  B  •  «j""^,  •  •  •,  B  •  a^"^ 

gemeinsam  sind,  woraus  nach  dem  zuletzt  Bewiesenen  die 
Richtigkeit  der  Aussage  fließt.    In  der  Tat,  damit  ^  eine  Zahl 

des  Modulus  —  sei,  d.  h.  eine  Zahl,  ftir  welche  Q,-  l^h  ist, 

ist  offenbar  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Produkte 

«iS.    ^i}    "J    «n5 

in  B,  oder  daß  die  Zahl  g  in  jedem  der  zuvor  genannten 
Moduln  enthalten  sei. 

Setzt  man  nun  wieder  spezieller  voraus,  daß  die 
Moduln  a,  B  „Moduln  in  g^',  ihre  Basen  nämlich  ganze 
Zahlen  des  Körpers  sind,  so  leuchtet  sogleich  ein, 
daß  die  Moduln  a  +  B,  a  —  B,  aB,  da  sie  nur  aus  Zahlen 
in  g  bestehen,  ebensolche  Moduln  sein  müssen.     Vom 

Modulus  —  gilt   nicht   immer   das  Gleiche.     Sind  jedoch  die 

Zahlen  von  B  im  Modulus   a  enthalten,  so  sind  die  Zahlen  g 

des  Modulus  —  sämtlich  ganze  Zahlen,   d.  i.  der  Modulus  — 

ein  „Modulus  in  g^';  denn,  da  ag  ^  B,  so  ist  auch  ag  ^  a,  also 
bestehen  insbesondere  Gleichungen  von  der  Form 

«if  =  fl^i^'^«!  +  ft('>a,  +  •  •  •  +  g^'-K 


mit  ganzzahligen  Koeffizienten,   aus   denen  i  als  eine  ganze 
algebraische  Zahl  des  Körpers  erschlossen  wird. 
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Ans  diesem  Ergebnisse  folgt  der  Satz:  Ist  a  ein  n-glie- 
driger  Modnlus  des  Körpers,  insbesondere  ein  ^^Modulus 
in  Q'^y  so  ist  der  Quotient 

stets  ein  Modulus  in  g.  Jeder  Quotient  dieser  Art  stellt 
wegen  Eap.  2,  Nr.  2  eine  ^,Ordnung  in  q*^,  nämlich  einen 
Modulus  in  g  dar,  welcher  die  Eigenschaften  einer  Ordnung 
hat.     Aber   auch   umgekehrt   ist  jede  Ordnung   o   in  g  nach 

derselben  Stelle  der  Quotient  0^  =^  —  eines  Modulus  in  g. 

Für  jede  Ordnung  0  ganzer  Zahlen  des  Körpers 
besteht  die  Gleichung 

(41)  go  =  g. 

In  der  Tat^  da  o  ^  g  ist,  so  ist  auch  go  ^  gg,  d.  h. 
go  ^  g;  andererseits  folgt  aus  }  ^  0  auch  jg  d.  h.  g  ^  go  und 
aus  beiden  Resultaten  die  Gleichheit  (41). 

Den  zur  Ordnung  0  in  g  gehörigen  Quotienten 

(42)  f-f 

nennen  wir  mit  Dedeiind  den  Führer  der  Ordnung  o. 

Wegen  0  ^  g  und  zufolge  der  letzten  Bemerkung  über 
den  Quotienten  zweier  Moduln  in  g  ist  er  selbst  solch  ein 
Modulus.  Da  er  die  Gesamtheit  der  Zahlen  {;  bedeutet,  fELr 
welche  gg  y  o,  so  ist  auch  gf  ^  o;  aus  J  ^  g  folgt  aber  jf  oder 

fJ-9f, 
also    ist    auch    f  ^  0.   *  Umgekehrt    ist    f  g  -  g  *»  f  -  g^    mithin 
g  -  f  g  ^  0  und  die  Zahlen  des  Modulus  fg  gehören  folglich  zu 
den  Zahlen  g  oder  es  ist 

f95-f- 
Zusammen    mit   der  vorhergefundenen,   entgegengesetzten  Be- 
ziehung ergibt  sich  die  Gleichheit 

(43)  f  fl  =  f, 

der  zufolge  jede  Zahl  des  ganzzahligen  Modulus  f,  mit  einer 
beliebigen  ganzen  algebraischen  Zahl  des  Körpers  multipliziert^ 
wieder  eine  Zahl  in  f  ist.  Aus  all'  diesem  erkennt  man 
den  Satz: 
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Der  Führer  f  einer  Ordnung  0  in  g  ist  ein  in  der- 
selben enthaltenes  Ideal.  Jedes  andere  in  derselben 
Ordnung  enthaltene  Ideal  j  ist  auch  enthalten  in 
ihrem  Führer  f.  Denn,  da  g)  ^  \y  so  folgt  aus  \  ^  o  auch 
Q\^  0,  was  nach  der  Bedeutung  von  f  die  Beziehung  )  ^  f 
nach  sich  zieht. 

Der  Führer  der  speziellen  Ordnung  g  ist  wegen 
gg  ="  S  offenbar  g  selbst. 

7.  Sei  nun 

(44)  a  =  [a,,  «8,  ■•-,«„] 

ein  beliebiger  Modulus  in  g.  Seine  Basiszahlen  hangen  als 
ganze  Zahlen  des  Körpers  mit  den  Basiszahlen  von  g  durch 
n  Gleichungen  von  der  Form 

(45)  a,  =  c^i^i  +  c^jy,  +  •  •  •  +  c^^y^ 

(•■  =  1,  2,  .     .,  n) 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  o^^  zusammen.  Nach  Ende  Ton 
Kap.  2  ist  daher  die  Anzahl  (g,  a)  der  Erlassen,  in  welche  sich 
alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  in  bezug  auf  a  als  Modulus 
Terteilen,  dem  Absolutwerte  der  Determinante  der  Gleichungen 

(45)  gleich;  in  Zeichen: 

(46)  (9,  a)  -  ±  I  c,, ; . 

Sie  ist  der  Natur  der  Sache  nach  unabhängig  von  der  Wahl 
der  besonderen  Basis  sowohl  fär  g,  wie  fQr  den  Modulus  Q; 
in  der  Tat,  sind  a^',  a^'  •  •  •,  a^'  irgend  eine  andere  Basis  von 
a,  so  bestehen  Gleichungen  von  der  Form 

«/  -  ö^i«!  +  a^gflCg  +  •  •  •  +  a^na»; 

(i  =  1,  2,  .-.,11) 

deren  ganzzahlige  Koeffizienten  a^^  die  Determinante  ±  1  haben; 
sind  femer  y^\  y^y  •  •  •,  yj  irgend  eine  andere  Basis  von  g,  so 
bestehen  n  ähnliche  Gleichungen 

ri  - 9iiyi  +  9i<ty%  H v 9inYn 

(.•  =  1,  2,  ..-,  n) 

mit  ebenfalls  ganzzahligen  Koeffizienten  imd  der  Determinante 
l^al  ^  ±  1-  Ihnen  zufolge  lassen  sich  die  a/  linear  mittels 
der  yl  ausdrücken  durch  Gleichungen  mit  der  Determinante 
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Aus  diesen  ßleichangen  aber  erschließt  man^  wie  (46)  aus  (45), 
die  Beziehung 

(9;ö)  =  ±k<*'-|au|-!Ä*l; 

d.  i.  wieder  die  Gleichung  (46). 

Die  so  nur  durch  a  und  g  bestimmte  Zahl  (g,  a) 
«oll  die  Norm  des  Modulus  a  genannt  und  mit  91  (a) 
bezeichnet  werden,  so  daß 

(47)  gi(a)  -  (9,  a) 

ist.  Da  jedes  Ideal  j  ein  Modulus  in  g  ist,  so  bestimmt  sich 
nach  dieser  Festsetzung  auch  die  Norm  91  (j)  eines  Ideals. 

Wenn  aber  insonderheit  y  irgend  eine  bestimmte  ganze 
Zahl  des  Körpers  ist,  so  bildet  die  Gesamtheit  aller  in  g  ent- 
haltenen Vielfachen  von  y  ein  Ideal,  welches  das  Haupt- 
ideal Qy  genannt  werde,  da  es  alle  2^hlen  umschließt,  welche 
Produkte  aus  y  und  einer  Zahl  in  g  sind,  und  nur  solche. 
Die  Zahlen  in  g  sind  aber  von  der  Form 

mithin  diejenigen  des  gedachten  Hauptideals  die  Zahlen 

9i'yyi  +  ffi'yyi+"+ffn'  m; 

und  da  die  Zahlen  yyiy  yy^,  - '  -,  yyn  offenbar  unabhängig  ron- 
einander  sind,  so  sind  sie  Basiszahlen  des  Hauptideales,  welche 
mit  den  Basiszahlen  von  g  durch  n  Gleichungen 

(48)  yy^  -  g^^y^  +  g,^y^  -!-•••  +  g^^y^ 

(.•  =  1,  8,  .  .  .,  n) 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  verbunden  sein  müssen.  Hier- 
aus folgt  nach  den  unmittelbar  vorhergehenden  Sätzen  fQr  die 
Norm  des  Hauptideals  gy  die  Beziehung 

Bedenkt  man  aber,  daß  die  y^  auch  eine  Basis  des  Körpers 
ausmachen,  vergleicht  man  femer  die  Gleichungen  (48)  mit 
den  Formeln  (32)  des  ersten  Kapitels  und  erinnert  sich  der 
dort  in  (38)  gegebenen  Definition  der  Norm  einer  Zahl,  so 
folgert  man  schließlich  die  Gleichung 

(49)  9l(gy)  =  ±  N{y). 
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Auch  jede  Ordnung  in  g  ist  ein  besonderer  Modulus  in  g. 
Bezeichnen  m^,  o,^  -  •  •,  o^  Basiszahlen  der  Ordnung  0,  so  be- 
stehen n  Gleichungen 

(50)  ©<  -  kari  +  *«y«  +  •  •  •  +  ki^7n 

(i-  =  1,  2,  .  .  . ,  h) 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  deren  Determinante  nach  ihrem 
Absolutwerte  k  heiße: 

(51)  *-±i*al- 
Die  Norm 

(52)  5R(o)-(9,o) 

der  Ordnung  oder  die  Anzahl  der  Klassen  kongruenter  Zahlen, 
in  welche  sich  alle  ganzen  Zahlen  des  Körpers  in  bezug  auf 
die  Ordnung  ab  Modulus  verteilen^  ist  diesem  Absolutwerte 
gleich,  in  Zeichen: 

(53)  (9,o)-A. 

Endlich  ergibt  sich  aus  (50)  das  Ä;-fache  jeder  der  Basis- 
zahlen von  8  und  somit  auch  das  Ä-fache  jeder  ganzen  Zahl 
des  Körpers  als  eine  Zahl  der  Ordnung,  d.  h.  das  Hauptideal 
gA;  ist  in  0  enthalten,  woraus  nach  der  vorigen  Nummer  hervor- 
geht, daß  es  auch  im  Führer  der  Ordnung  enthalten  sein  muß: 

(54)  g/c  J^  f. 


Fünftes   Kapitel. 

Die  Entwicklung  der  Theorie  am  Beispiel  des  quadratiscliep 

KOrpers  eriäutert. 

1.  Bevor  wir  nun  in  der  Darstellung  der  allgemeinen 
Theorie  foitfsJiren,  wollen  wir  einen  besonderen  Zahlenkörper, 
den  sogenannten  quadratischen,  in  Betracht  ziehen.  Es  wird 
nicht  beabsichtigt^  hier  eine  vollständige  Theorie  desselben  zu 
geben,  die  vielmehr  der  Fortsetzung  dieses  Werks  vorbehalten 
bleiben  muß;  wir  gedenken  nur,  indem  wir  an  diesem  Bei- 
spiele die  eingeführten  Begriffe  dem  Leser  vertrauter  machen 
wollen,   zugleich   in  kurzen  Zügen   die   wesentlichen   Stadien 
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darzulegen,  durch  welche  die  geschichtliche  Entwicklung  unse- 
rer Theorie  hindurchgegangen  ist,  his  sie  ihren  heutigen  fest- 
gegründeten und  allumfassenden  Stand  erreicht  hat. 

Unter  einem  quadratischen  Körper  versteht  man  jeden 
endlichen  Körper  J^(A;  B)  zweiten  Grades,  d.  i.  einen  Körper^ 
der  von  der  Wurzel  A  einer  irreduktibefai  quadratischen 
Gleichung 

(1)  f{x)  -=  aa;^  +  6a;  +  c  «  0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  a,  b,  c  erzeugt  wird.  Die  Ge- 
samtheit seiner  Zahlen  liefert  die  Formel 

(2)  v-r  +  sfii, 

wenn  unter  r,  s  alle  rationalen  Zahlen  verstanden  werden^ 
während 


—  fe-f  ]/fe«  — 4ac 
2a 
ist.    Man  kann 

(3)  6»  -  4ac  =  /8«  ■  d 

setzen,  indem  man  unter  d  eine  ganze  Zahl  ohne  quadratischen 
Teiler  versteht:  sie  darf  aber  weder  Null  noch  Eins  sein,  da 
sonst  die  Gleichung  (1),  welche  als  irreduktibel  vorausgesetzt 
worden,  rationale  Wurzeln  besitzen  und  f(x)  in  zwei  rationale 
Linearfaktoren  zerlegbar  sein  würde.  Hierdurch  nimmt  die 
Formel  (2)  die  Gestalt  an: 

(4)  t-p  +  qVd, 

wo  wieder  p,  q  alle  rationalen  Zahlen  bedeuten.  Es  handelt  sich 
vor  allem  darum,  die  ganzen  algebraischen  Zahlen  des  Kör- 
pers aus  dieser  Allgemeinheit  seiner  sämtlichen  Zahlen  auszu- 
scheiden.    Man  setze  p  =  — .  ^  =  "»  indem  man  mit  Hq  den 

Generalnenner  der  beiden  rationalen  Zahlen  jp,  q  bezeichnet, 
so  daß  Pq,  9o,  ^0  drei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler 
bedeuten.    Dann  folgt  aus  (4)  fiLr  g  die  quadratische  Gleichung 

und  es  handelt  sich  darum,  jp^,  q^,  n^  so  zu  wählen,  daß  ihre 
Koeffizienten  ganzzahlig  werden.  Dazu  muß,  wenn  unter  P,  Q 
ganze  Zahlen  verstanden  werden. 
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(5)  2p^^n,P,    Po' -  dq,' -  n^' -  Q 

werden.  Wäre  nun  zuerst  Uq  ungerade^  so  müßte  P  =^  2P' 
und  Pq  =  n^P'  sein,  aus  der  zweiten  der  yoraufgehenden  Glei- 
chungen folgte  dqQ^  teilbar  durch  tiQ^  und,  da  q^  keinen  Teiler 
mit  Pq,  n^  gemeinsam,  d  aber  keinen  quadratischen  Teuer  haben 
kann,  muß  n^  ==  1,  folglich 

t-Po  +  QoVä 

sein.  Wird  dagegen  n^  gerade  gedacht,  etwa  n^  »  2v,  so  er- 
gibt sich  aus  (5) 

Pq^  V  '  P,     dq^  teilbar  durch  i/*, 

also  wieder  v  =1  und  Hq  »  2;  dann  gibt  aber  die  zweite  der 
Gleichungen  (ö)  die  Kongruenz 

V  —  ^^0^  =  0  (mod.  4), 
aus   welcher,  da  d  nicht  durch  4  teilbar  ist,  p^  und  q^  aber 
nicht  zugleich  mit  n^  gerade  sein  können,  die  Zahlen  p^,  q^ 
sich  als  ungerade  und  folglich  sich 

p^  +  qoyd 

^  2 

mit  ungeraden  Elementen  jp^,  q^  und 

rf  =  1  (mod.  4) 

ergibt.  Der  letzte  Fall  ereignet  sich  demnach  nur  dann,  wenn 
d  Ton  der  Form  4k  -{-  1  ist.  Man  gelangt  so  zu  folgendem 
Endergebnis: 

Die    ganzen    Zahlen    des    quadratischen    Körpers 
werden  gegeben  durch  die  Formel 

-    '  t--Po  +  QoV^ 

mit  beliebigen  ganzzahligen  Elementen  p^,  q^,  wenn 
rf  =  2,  3(mod.  4)  ist,  dagegen,  wenn  d=l(mod.  4)  ist, 
außer  durch  diese  Formel  noch  durch  die  zweite: 

^  2 

mit  ungeraden  Elementen  Pq,  q^,  oder,  was  dasselbe  sagt, 
durch  die  eine  Formel 


b  Q  7 
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deren  ganzzahlige  Elemente  p^,  q^  gleichartig  ge- 
dacht sind: 

1^0  =  ^0  (mod.  2). 

Setzt  man  im  letzteren  Falle  pQ  =  2g  +  g^,  so  wird 

und  da  übrigens  Pq,  q^  im  ersten  Falle,  is,  q^  im  zweiten  Falle 
beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten,  darf  man  sagen:  die  ganzen 
Zahlen  des  quadratischen  Körpers  sind  die  Zahlen 
des  Modulus 

(6)  9  =  [1,  Vd] , 

wenn  (2^2,  3  (mod.  4),  dagegen  die  Zahlen  des  Modulus 


r  i+l/5""l 


(7)  8  =  L^,  ■  -2    -  j 

wenn    d=l  (mod.  4)  ist.     Im    ersten    Falle    sind    demnach 

?!  "^^9  Y^^  V^y   ™   zweiten  y^  =^^7  7%^       2    "  ß^i^zahlen 
von   g.     Da  nun  offenbar  die  zur   Zahl  (4)  konjugierte  Zahl 

erhalten  wird,  indem  man  ^d  in  —  |/d  verwandelt,  so  ist  im 
ersten  Falle 


^(^i;  y^  - 


1,     n' 
1, -l/rf 


==4r7. 


im  zweiten  Falle 


^(yi,  y«)  = 


1, 


1+1/5"'* 


1  1 -Vi 

^'        2 


=  rf; 


die  Grundzahl  des  quadratischen  Körpers  ist  daher 

D  =  4d,     wenn  ci  =  2,  3  (mod.  4) 

< 

D  =  d^       wenn  ti=  1  (mod.  4). 

Man  übersieht  hiemach  leicht,   daB  in  beiden  Fallen  ge- 
setzt werden  darf 


(8) 


<9) 


9  =  ^n^- 


Die  Formel  (6)  bezw.  (7),  welche  die  ganzen  Zahlen  des 
aus  der  Wurzel  A  der  quadratischen  Gleichung  (1)  entstehenden 
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Körpers  JST  (A;  JR)  gibt,  liefert  ebenso  auch  die  ganzen  Zahlen 
des  Körpers  K(yd]  Jß);  da  nämlich  wegen  (3) 


-J  +  Pl/d 


also  umgekehrt 


Yd 


2a 
2a*  A  +  2» 


jede  der  beiden  Zahlen  A;  Yd  also  rational  durch  die  andere 
ausdrückbar  oder  in  dem  aus  der  anderen  gebildeten  Körper 
enthalten  ist,  so  ist  auch  jeder  dieser  zwei  Körper  selbst  im 
andern  enthalten,  also 

Hiernach   ist   insbesondere,   wenn  d 1,   d.  i.  ]/ä  -  » 

gedacht  wird,  die  Gesamtheit  der  ganzen  Zahlen  des  Körpers 
K{i]  B)  der  Modulus 

8  -  [1;  i], 

d.  i.  die  Gesamtheit  der  sogenannten  komplexen  ganzen  Zahlen 
von  der  Form  x  +  yi  mit  ganzzahligen  Elementen  x^  y,  und 

die  Grundzahl  dieses  Körpers  ist  D 4. 

Ist  dagegen  d  =-  —  3  mithin  D  =  ci  =  —  3,  so  ist  nach 

(9)  die  Gesamtheit  der  ganzen  Zahlen  des  Körpers  K(y—  3;  i2) 

nicht  der  Modulus  [1,  ]/—  3] ,  sondern  der  Modulus 

wof&r  auch  der  Modulus  [1,  q\  gesetzt  werden  kann,  wenn 
unter  q  die  imaginäre  kubische  Einheitswurzel 

verstanden  wird;  sie  ist  also  nicht  diejenige  der  Zahlen  von 

der  Form  x  +  yY—  3,  sondern  die  Gesamtheit  der  sogenann- 
ten komplexen  ganzen  Zahlen  yon  der  Form  x  +  yp,  von 
welcher  die  erstere  nur  einen  Teil  ausmacht 

2.  Die  Theorie  der  komplexen  ganzen  Zahlen  von  der 
Form  X  +  yi  ist  das  früheste  Beispiel  yon  der  Arithmetik 
eines  Zahlenkörpers,  welches  behandelt  worden  ist.    Nachdem 
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Ganß^)  die  reale  Bedeatimg  der  komplexen  Großen  festgestellt 
nnd  in  seinem  Fnndamentalsatze;  daß  für  jede  algebraische 
Gleichnng  im  Gebiete  dieser  Großen  eine  Wurzel  existiere, 
ihre  Wichtigkeit  fQr  die  Theorie  der  Gleichungen,  sowie  bald 
hernach  auch  für  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  er- 
kannt hatte,  fand  er  andererseits  bei  seinen  Bemühungen,  die 
Theorie  der  biquadratischen  Reste  ^)  auf  ähnliche  Gesetze  zu- 
rückzuführen, wie  sie  in  derjenigen  der  quadratischen  Reste 
bestehen,  daß  dies  nur  möglich  werde,  wenn  neben  den  reellen 
ganzen  Zahlen  auch  die  komplexen  ganzen  Zahlen  x  +  yi  in. 
die  Betrachtung  gezogen  würden.  Dies  gab  die  Veranlassung, 
zunächst  die  Teilbarkeitsgesetze  der  letzteren  zu  untersuchen, 
was  schon  von  Gauß  selbst,  später  dann  von  Dirichlet  in 
seiner  Abhandlung:  recherches  sur  les  formes  quadratiques  ä 
coefficiens  et  ä  indeterminees  complexes,  Joum.  f.  Math.  24, 
S.  291  getan  worden  ist.  Hierbei  stellte  sich  der  wichtige 
Umstand  heraus,  daß  für  solche  komplexe  Zahlen  ein  ganz 
analoger  Algorithmus  aufgestellt  werden  könne,  wie  der  Eucli- 
dische  Algorithmus  zur  Auffindung  des  größten  gemeinsamen 
Teilers  zweier  reellen  ganzen  Zahlen,  der  nun,  ganz  wie  der 
letztere,  die  Quelle  darbietet,  um  Töllig  der  reellen  Zahlen- 
theorie entsprechende  Sätze  über  die  Teilbarkeit  der  komplexen 
Zahlen,  ihre  eindeutige  Zerlegbarkeit  in  Primfaktoren  u.  dgl.  m. 
zu  erlangen.  Versteht  man  unter  der  Norm  N(x  +  yt)  der 
komplexen  Zahl  x  +  yi  das  Produkt 

(^  +  yi)  (^  —  yi)  '^x^  +  y^ 

der  beiden  konjugierten  Zahlen  x  +  yi^  x  —  yi,  so  ist  die 
wesentliche  Grundlage  der  ganzen  Theorie  der  einfache  Satz, 
daß  für  jede  komplexe  Größe  z  ==  x  -\-  yi  eine  komplexe  ganze 
Zahl  m  ^  a  +  hi  angebbar  ist,  für  welche 

(10)  N(z  -  m)<  1 

ist. 


1)  S.  Gauß'  Anzeige  seiner  tbeoria  residuomm  biquadraticorum, 
commentatio  secnnda,  in  GOttinger  gel.  Anz.  1831,  April  23  (Gauß* 
Werke  2,  p.  169);  femer  die  Abhandlungen  in  Gauß'  W.  3,  p.  1,  81,  57. 

2)  Gauß'  theoria  resid.  biquadr.,  comment.  secnnda,  Comment. 
Gotting.  rec.  7,  1832  oder  Gauß'  Werke  2,  p.  93. 
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Diese  Gaußischen  Erfolge  legten  es  Eisenstein  and 
Jacobi^)  bei  ihren  Untersuchungen  über  kubische  Reste  nahe, 
die  Theorie  derselben  auf  die  Arithmetik  einer  geeigneten  ent^ 
sprechenden  Gattung  komplexer  Zahlen  zu  begründen.  A1& 
solche  erwies  sich  die  Gattung  der  Zahlen  von  der  Form 

worin  p  =  — — ^^^ eine  kubische  Einheitswurzel  ist,   und 

für  welche  in  der  Tat  ein  der  Formel  (10)  TÖllig  entsprechender 
Satz  und  damit  ein  Euclidischer  Algorithmus  vorhanden  ist. 
Auf  Grund  des  letztem  ergaben  sich  dann  wieder  für  diese 
neue  Gattung  komplexer  ganzer  Zahlen  genau  die  gleichen 
Teilbarkeitsgesetze,  die  für  die  reelle  Zahlentheorie  und  die- 
jenige der  Zahlen  x  +  yi  bereits  festgestellt  waren,  in  der 
Tat  darf  man  allgemein  aussagen,  daß,  so  oft  für  eine  Gattung 
Yon  algebraischen  Zahlen  ein  Euclidischer  Algorithmus  nach- 
weisbar ist,  sicher  ganz  analoge  Gesetze  der  Teilbarkeit  werden 
gelten  müssen,  wie  in  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie,  wobei 
freüich  zu  beachten  ist,  daß  jene  ausreichende  Bedingung  nicht 
auch  notwendig  zu  sein  braucht. 

In  der  Erwartung  ähnlich  einfacher  aber  allgemeinerer 
Ergebnisse,  wie  in  den  beiden  bisher  besprochenen  Gebieten 
der  aus  i  oder  aus  (>,  d.  h.  aus  gewissen  Einheitswurzeln  zu- 
sammengesetzten komplexen  ganzen  Zahlen,  unternahmen  es 
nunmehr  Dirichlet  und  Kummer,  die  Zahlengattungen  zu 
untersuchen,  die  aus  einer  beliebigen  Einheitswurzel  und  ganz- 
zahligen Koeffizienten  zusammengesetzt  sind,  bei  denen  aU- 
gemein  ein  Euclidischer  Algorithmus  nicht  mehr  besteht. 
Yon  des  Ersteren  Untersuchungen  sind  nur  die  wichtigen 
Sätze  bekannt  geworden,  durch  welche  die  Gesamtheit  aller 
Einheiten  eines  solchen  Zahlengebietes  bestimmt  und  auf  eine 
endliche    Anzahl    sogenannter    Fundamentaleinheiten    zurück- 


3)  Jacobi,  über  die  Ereisteilung  und  ihre  Anwendung  auf  die 
Zahlentheorie,  Berliner  Monatsber.  1837  oder  Joum.  f.  Math.  30,  p.  166; 

Eisenstein,  Beweis  des  Beziprozitätsgesetzes  für  die  kubischen 
Reste,  Joorn.  f.  Math.  27,  p.  289.  8.  auch  Lebesgue,  recherches  sur 
les  nombres,  Liouville's  Jouxn.  d.  Math.  4. 
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gefflkrt  wird.^)  Wie  bedeutend  diese  schönen  Dirichletschen 
Ergebnisse  auch  waren^  folgenreicher  wurde  der  Umstand;  zu 
welchem  sich  Kummer  geführt  sah  und  den  er  in  einer  aka- 
demischen GelegenheitsBchrift  (de  numeris  complexis^  qui  radi- 
cibus  unitatis  et  numeris  integris  realibus  constant^  YratislaTiae^. 
1844)  bekannt  gemacht  hat;  der  Umstand  nämlich;  daß  in  einem 
solchen  Gebiete  zwar  eine  endliche  aber  nicht  mehr  eine  eindeutige 
Zerlegbarkeit  der  Zahlen  in  unzerlegbare  Faktoren  stattfindet. 
Diese  fatale  Tatsache  schien  jede  Möglichkeit  zu  benehmen;  jemals 
die  Teilbarkeitsgesetze  für  derartige  Zahlengebiete  in  ähnlicher 
Einfachheit  und  Schönheit  formulieren  zu  können;  wie  in 
den  früher  betrachteten  Gattungen  ganzer  Zahlen.^)  Aber  gerade 
sie  sollte  der  Keim  werden;  aus  welchem  der  Zahlentheorie 
ein  ganz  neuer  fruchtbringender  Begriff  und  damit  eine  un- 
geahnte weitere  Ausgestaltung  herauswuchs.  Die  Bemühungen 
EummerS;  jene  Schwierigkeit  der  neuen  Theorie  zu  über- 
winden; führten  ihn  zu  dem  genialen  Gedanken  einer  Neu- 
schöpfung geeigneter  Zahlen;  die  er  ideale  Zahlen  benannt 
hat.')  Wie  diese  Zahlen  in  dem  gedachten  Zahlengebiete  zn 
verstehen  und  einzuführen  sind;  kann  hier  nicht  auseinander- 
gesetzt werden;  man  findet  das  Wesentliche  darüber  dargestellt 
in  des  Verfassers  Werke:  Die  Lehre  von  der  Ej*eisteilung  usw. 
1872;  17.  und  18.  Vorlesung.  Der  Begriff  und  die  Verwen- 
dung der  idealen  Zahlen  Kummers  läßt  sich  jedoch  ebenso 
gut  auch  erläutern  am  Beispiele  des  quadratischen  EörperS;. 
mit  dem  wir  uns  hier  beschäftigen  und  bei  welchem  im  all- 
gemeinen ebenfalls  jene  Erscheinung  der  nicht  mehr  eindeutigen 
Zerlegbarkeit  der  Zahlen  in  einfachste  Faktoren  bemerkbar  ist. 

i)  Dirichlet,  Berl.  Monatsber.  1841,  1842,  1846  und  Par.  C.  B 
1840,  10,  p.  286. 

2)  Kummer  selbst  spricht  a.  a.  0.  darüber  sich  folgendermafiea 
aus:  Maxime  dolendum  videtur,  quod  haec  numerorum  realium  virtus, 
ut  in  factores  primos  dissolvi  possint,  qui  pro  eodem  numero  semper 
iidem  sint,  non  eadem  est  numerorum  complezorum,  quae,  si  esset,  tota 
haec  doctrina,  quae  magnis  adhuc  difficultatibus  laborat,  facile  absolvi 
et  ad  finem  perduci  posset. 

8)  Seine  bezuglichen  Arbeiten  finden  sich  hauptsächlich  im  Joui-n. 
f.  Math.  30,  85,  40,  in  Liouv.  Joum.  de  Math.  16,  sowie  in  den  Abhh. 
der  Berliner  Akademie  1866,  1867,  1869,  1861. 
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3.  BeflMshrankeii  wir  uns  aber  bei  diesen  Betracbtongen  der 
Einfinchheit  wegen  auf  den  Fall,  in  welcbem 

rf  =  —  1  (mod.  4), 

also  die  Gesamtheit  g  der  ganzen  Zahlen  des  quadratischen 
Körpers  der  Modulns  [1,  Yd]  und  Ad  die  Omndzahl  des 
Korpers  ist. 

Eine  ganze  Zahl  des  Körpers  d  i.  eine  Zahl  x  +  jfYd 
mit  ganzzahligen  x,  y  heißt  durch  eine  andere  ganze  Zahl 
X  +  yf  Yd  desselben  teilbar,  wenn  eine  dritte  ganze  Zahl 
x"  +  y"  Y^  desselben   vorhanden  ist,  för  welche 

(11)  x  +  yYd--{x'+^Y^  {x"  +  y'Yd) 

ist.  Ans  dieser  Beziehung  folgt  dann  die  gleiche  Beziehung 
zwischen  den  konjugierten  Zahlen 

(12)  x-yyd~{x'-y'Vd){x"-y"yi) 

und  daher  auch  die  entsprechende  Beziehung  zwischen  ihren 
Normen : 

(13)  N{x  +  yYd)  -  N{x'+  y'Yd)  •  N{x''+y"YdY 

Ist  nun  auch  umgekehrt  x  +  y'Y^  teilbar  durch  x  +  yY^f 
sodaß 

x+y'Yd-^ix  +  yYd)  •  (a^  +  y^V^ 

gesetzt  werden  kann,  so  gibt  die  Verbindung  dieser  Formel 
mit  der  Formel  (11)  die  Gleichheit 

(14)  l-{x'+y'Y^'{x,  +  y,Yd) 

d.  h.  x'  +  y'  Yd  ist  ein  Teiler  der  Einheit  und  deshalb  auch 
ein  Teiler  jeder  ganzen  Zahl  des  Korpers,  eine  sogenannte 
Einheit  des  Korpers.  Da  aus  (14)  durch  den  Übergang  zu 
den  Normen 

1  =-  N{x"  +  y"  Vrf)  •  N{x^  +  y,  Vd) 

gefunden  wird,  so  muß  die  Norm  jeder  Einheit,  da  sie  wegen 
rf  =  —  1  (mod.  4)  nicht  —  1  sein  kann,  gleich  1  sein,  wie 
denn  auch  umgekehrt  jede  Zahl  x"  +  y"  )/d,  deren  Norm  1  ist, 
eine  Einheit  des  Körpers  ist.  Zwei  Zahlen  x-^yY^^ 
x'+yY^}  welche  sich  nur  um  einen  Faktor  unter- 
scheiden, welcher  eine  Einheit  ist,  derart,  daß  in  (11) 
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N(x"  +  y"  Yd)  =  1 

ist^  werden  assoziierte  Zahlen  genannt. 
Da  jede  Norm 

«ine  rationale  ganze  Zahl  ist^  so  erkennt  man  hiernach  mit 
Rücksicht  auf  (13),  daß,  wenn  eine  Zahl  ^  +  y  V^  zerlegbar, 
nämlich  das  Produkt  zweier  Faktoren  ist,  deren  keiner  eine 
Einheit,  auch  ihre  Norm  eine  im  gewöhnlichen  Sinne  zerleg- 
bare rationale  ganze  Zahl  ist.  Demnach  werden  alle  diejenigen 
Zahlen  x  +  y^d  unzerlegbar  sein,  deren  Norm 

(15)  N{x  +  yyd)^p 

eine  rationale  Primzahl  ist;  aber  das  Umgekehrte  braucht 
nicht  der  Fall  zu  sein.     Z.  B.  ist,  wenn  d  =  —  5, 

N{-r- 1  +  2y^5)  -  21  =  3.  7 

und  doch,  wie  man  sich  unschwer  überzeugt,  die  Zahl 
— - 1  +  2  ]/—  5  auf  keine  Weise  in  ein  Produkt  zweier  Zahlen 
Ä^'+  yV—  5,  x"  +  y'y—  5,  welche  von  Einheiten  yerschieden 
sind,  zerlegbar.  So  oft  nun  für  eine  unzerlegbare  Zahl 
X  +  yYd  die  Norm 

l!i{x  +  yYd)  ==  m  -n 

eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  so  oft  tritt  offenbar  die  ge- 
dachte Erscheinung  einer  mehrfachen  Zerlegung  derselben  Zahl 
in  unzerlegbare  Faktoren  zutage.  Es  fragt  sich  dann,  wie  man 
zur  Eindeutigkeit  der  Zerlegung  hier  wieder  zurück  gelangen 
kann. 

Offenbar  jnüssen  die  wahren  Primfaktoren  von  x  +  y  Yd 
da  sie  auch  in  der  Norm  N(x  +  y  Yd)  aufgehen,  in  den  ratio- 
nalen Primzahlen  aufgehen,  aus  denen  diese  sich  zusammensetzt. 
Untersuchen  wir  daher  zunächst,  wann  und  auf  welche  Weise 
eine  gegebene  Primzahl  p  in  der  Norm  einer  komplexen  ganzen 
Zahl  X  +  yY^  aufgehen  oder  die  Kongruenz 

(16)  x^  -  dj/2  =  0     (mod.  p) 

bestehen  kann.  Man  muß  hierzu  durchaus  unterscheiden,  ob 
die  Primzahl  p  die  Grundzahl  4d  des  Körpers  teilt  oder  nicht. 
Oeht  zunächst  jp  in  4d  nicht  auf,  so  kann  d  bezüglich  dieser 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  10 
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ungeraden  Primzahl  p  entweder  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  sein.     Im  erstem  Falle  hat  die  Kongruenz 

(17)  z^^d    (moA.p) 

zwei  einander  entgegengesetzte  Wurzeln,  welche  w  und  —  w 
heißen  mögen.  Da  somit  w*  ^d  (mod.  p)  ist,  nimmt  die  Kon- 
gruenz (16)  die  Gestalt 


oder  .  .  ,  X       /. 

{x  +  wy)  {x  —  wy)  =  0 


(mod.  p) 


an  und  mindestens  einer  dieser  Faktoren  muB  teUbar  sein 
durch  p.  Wären  sie  es  beide,  so  wären  es  auch  2x  und  2tcy,. 
d.  h.  o;  und  y,  und  die  komplexe  Zahl  x  -f  yYd  hätte  den 
Teiler  p.  Andernfalls  kann  nur  ein  bestimmter  der  beiden 
Faktoren  durch  p  aufgehen,  und  hier  setzt  nun  Kummers 
neue  BegrüBFsbildung  ein.  Wenn  nämlich  x  +  wy  durch  p 
teilbar  ist,  so  soll  nach  seinem  Vorgange  gesagt  wer- 
den: die  Zahl  x  +  yYd  enthalte  einen  idealen  Faktor 
von  p,  der  durch  die  Kongruenzwurzel  w  charakteri- 
siert ist  und  deshalb  der  zur  Kongruenzwurzel  w  ge- 
hörige ideale  Faktor  von  p  heißen  und  durch  {p^  w} 
bezeichnet  werden  soll.  Ist  im  Gegenteil  x  —  wy  teilbar 
durch  p,  so  enthält  x  +  y  Yd  den  zur  Wurzel  —  w  gehörigen 
idealen  Faktor  (p,  —  w)  von  p.  Findet  beides  statt,  so  ist, 
wie  schon  bemerkt,  x  +  yYd  teilbar  durch  Py  und  somit  darf 
p  selbst  als  das  Produkt  der  beiden  „konjugierten^^  idealen 
Faktoren  (p,  tr),  (p,  —  w)  aufgefaßt  und  die  Norm 

(18)       N{py  w)  =-  JV(p,  —««;)  =  (p,  M?)  •  (p,  -  w)  =i> 

gesetzt  werden. 

Man  erkennt  nun  vor  allem,  daß  die  so  definierten 
idealen  Faktoren  von  p  Primfaktoren  sind,  nämlich  der 
Eigenschaft  genießen,  daß  ein  Produkt  zweier  komplexen  Zahlen 
nur  dann  durch  einen  solchen  Faktor  teilbar  ist,  wenn  ihn 
eine  dieser  Zahlen  enthält.    In  der  Tat,  enthielte  das  Produkt 

{x  +  yYd)'{x'+y'Yd)=-xx'+dyy+{xy'+x'y)Yd 
den  idealen  Faktor  (p,  w)y  so  müßte 


DieEntwickl.  d.  Theorie  am  Beispiel  d.  quadiat.  Körpers  erläutert.     147 

xx'  +  dy\f  +  {xy  +  x'y)  w  =  0 


(x  +  wy)(x'+wy')~0^ 


(mod.  p), 


also  einer  der  Faktoren  durch  p  und  die  entsprechende  der 
Zahlen  x  +  yYd,  x'+y'Yd  durch  (p,  w)  teilbar  sein.  Weil 
die  Normen  dieser  Primfaktoren  gleich  p^  sind^  sollen  sie  selbst 
ideale  Primzahlen  ersten  Gh*ades  genannt  werden. 

Aus  der  Möglichkeit  der  Kongruenz  (17)  folgt  bekanntlich 
auch  diejenige  der  Kongruenz 

(19)  a^  =  d   (mod.  p'«), 

die  wieder  zwei  einander  entgegengesetzte  Wurzeln  w^,  —  w^ 
hat;  unter  ihnen  sei  w^  diejenige^  welche  mit  w  (mod.  p)  kon- 
gruent  ist.  Dann  ist  nach  Kummer  weiter  zu  definieren:  die 
Zahl  X  +  yYd  enthalte  den  idealen  Primfaktor  {p,  tv) 
m  Mal,  wenn 

(20)  x  +  w^y  =  0    (mod.  p^) 

ist^  und  genau  m  Mal,  wenn  dann  nicht  mehr 

^  +  ^m+iV  =  0     (mod.  jp"»+i) 

ist.  Hieraus  ergibt  sich  leicht  die  Folgerung^  daß  eine  Zahl 
X  +  yYd,  welche  diesen  idealen  Primfaktor  m  Mal  enthalt^  ihn 
auch  m—  l  Mal  u.  s.  w.  enthalten  muß,  denn  aus  (20)  folgt 

X  +  w^y  =  0    (mod.  jp"*  ~  ^) 
und  daher  auch 

da  m;^  =  ««^„j«i  (mod.  ^"*"'*)  sein  muß. 

Ist  auf  solche  Weise  jede  ungerade  Primzahl  p^  für  welche 

( — j  «  1    ist,   als  Produkt  zweier  konjugierter   idealer  Zahlen 

ersten  Grades  dargestellt,  so  sieht  man  sogleich  ein^  daß  jede 

ungerade  Primzahl  p,  für  welche  (-  j  ==  —  1  ist,  in  der 

gegenwärtigen  Theorie    selbst   eine    Primzahl   ist.     In 

der  Tat  ist  die  Kongruenz  (16)  in  diesem  Falle  nur  möglich, 

wenn  y  und  folglich  auch   x   durch  p   teilbar   ist.     Demnach 

geht  ein  Produkt 

IG» 
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(21)  {x  +  yVd)  (x  +  y'Yd)  -  xx  +  dyy' +  (xy+x'y)  Yd 
durch  p  nur  auf,  wenn  einer  der  Faktoren  es  tut,  da  aus 

xx'  +  dyy  =  0,    xy  +  x'y  =  0    (mod.  p) 

sich  nach  der  Formel 

{x^  -  dy«)  (a;'»~  dy'^  «  {xx'  +  dyyj  -  d{xy'  +  x'y^ 

eine  der  Kongruenzen 

x«-dy«  =  0,    x^-dy^^O    (mod.i>) 

erfüllt,  mithin  eine  der  Zahlen  x  +  y  Yd,  x  +  y'  }/d  sich  durch 
p  teilbar  erweist.  Eine  solche  Primzahl  heißt  zweiten 
Orades,  da  ihre  Norm  JV(^)  =  j>*  ist. 

Es  bleiben  noch  zu  betrachten  die  in  der  Ghiindzahl  4(f 
aufgehenden  Primzahlen,  also  die  Zahl  2  und  die  ungeraden 
Primzahlen  g,  aus  denen  sich  d  zusammensetzt.  Damit  zu- 
nächst 

x^  —  dy*  =  0     (mod.  q) 

sei,  ist  die  Bedingung 

(22)  o;  =  0     (mod.  q) 

erforderlich  und  genügend.  Findet  sie  statt,  so  soll  gesagt 
werden,  die  komplexe  Zahl  x -\- yYd  enthalte  einen 
idealen  Faktor  von  g,  welcher  durch  X;  ausgedrückt 
werde.  Derselbe  zeigt  sich  sogleich  als  ein  Primfaktor 
kraft  der  Eigenschaft,  nach  welcher  ein  Produkt  (21)  zweier 
komplexen  Zahlen  ihn  nur  dann  enthalten  kann,  wenn  xx  ^  dy\(y 
d.  h.  wenn  xx\  also  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  Xy  x' 
durch  g,  oder  eine  der  beiden  komplexen  Zahlen  durch  h 
teilbar  ist.  Da,  wenn  beide  Zahlen  diesen  Faktor  enthalten, 
nach  (21)  ihr  Produkt  einerseits  durch  ifc^,  andererseits  durch 
q  aufgeht,  darf  man  sagen,  daß  q  mit  dem  Quadrate  des 
idealen  Primfaktors  A:  identisch, 

(23)  q  =-  fc« 

sei,  der  seinerseits  nach  der  Beziehung 

^  =  iV(g)  =  JV(Jfc»)  =  JV^(Ä)* 

oder  q  =  "NQi)  sich  als  eine  Primzahl  ersten  Grades  her- 
ausstellt. 


(mod.  2) 
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Ganz  ähnlich  erkennt  man  als  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  fdr  das  Stattfinden  der  Kongruenz 

x^  —  dy^  =  0    (mod.  2) 
die  Kongruenz 

(24)  x~y    (mod.  2). 

Ist  sie  erfüllt;  so  soll  gesagt  werden,  x  +  yYd  enthalte  einen 
idealen  Faktor  yon  2.  Auch  dieser  ist  wieder  ein  Prim- 
faktor,  da  er  das  Produkt  (21)  nur  teilen  kann,  wenn 

xx'  +  dyy'  =  xy'  +  x'y 

> 

oder  {x  —  y)  {oi  —  y')  ^  0 

ist,  was  entweder  a?  =  y  oder  x  =  y',  d.  h.  die  Teilbarkeit  yon 
X  +  y  Yd  oder  x'  +  y'  Yd  durch  jenen  Faktor  ergibt.  Die  Zahl 
2  ist  wieder  als  das  Quadrat  desselben  zu  betrachten,  da,  wenn 
beide  Zahlen  x  +  yY^y  x'+yY^  ^©^  Primfaktor  enthalten, 
ihr  Produkt  einerseits  als  durch  jenes  Quadrat  teilbar  anzu- 
sehen, andererseits  wegen  (21)  durch  2  teUbar  ist.  Somit  er- 
weist sich  der  Primfaktor  von  2  auch  wieder  als  eine 
Primzahl  ersten  Grades. 

Die  Teilbarkeit  endlich  einer  Zahl  x  +  y  Yd  durch  eine 
höhere  Potenz  dieses  Primfaktors  oder  der  idealen  Zahl  Je  läßt 
sich  ähnlich  definieren,  wie  für  die  idealen  Primfaktoren  der 
zuerst  betrachteten  Primzahlen  p,  worauf  hier  nicht  näher  ein- 
gegangen werden  soll.  Es  ist  nun  aber  auch  leicht  einzusehen^ 
was  darunter  zu  verstehen  ist,  wenn  eine  Zahl  x  +  yY^  durch 
ein  Produkt  P  gegebener,  idealer  Primfaktoren  teilbar  genannt 
wird;  sie  hat  dann  eben  nur  die  Reihe  von  Kongruenzen,  welche 
ihre  Teilbarkeit  durch  die  Potenzen  der  einzelnen  dieser  Prim- 
faktoren definieren,  insgesamt  zu  erfüllen.  Im  allgemeinen 
wird  es  hierbei  keine  wirkliche  komplexe  Zahl  geben,  die 
diesem  Produkte  als  gleich  zu  achten  ist,  P  vielmehr  selbst 
als  ideale  Zahl  zu  betrachten  sein;  dagegen  hat  man 

x  +  yYd^P 

zu  setzen,  wenn  unter  P  das  Produkt  der  sämtlichen  idealen 
Primfaktoren  verstanden  wird,  welche  in  x  +  yY^  aufgehen, 
um  dies  Produkt  zu  finden,  hat  man  nur  die  Norm 
N(x  +  yYd)  =  a;*  —  dy^  in  ihre  rationalen  Primzahlpotenzen, 
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diese  wieder  in  die  entsprechenden  Potenzen  ihrer  idealen 
Primfaktoren  zu  zerlegen  nnd  nach  den  angegebenen  Regeln 
festzustellen^  welche  dieser  Faktoren  und  wie  oft  ein  jeder 
von  ihnen  in  o;  +  yYd  nachweisbar  ist;  das  Produkt  der  so 
festgestellten  Potenzen  idealer  Primfaktoren  ist  P.  Da  nun 
die  Norm  x^  —  rfy*  nur  eine  endliche  Anzahl  rationaler  Prim- 
faktoren besitzt^  so  ersieht  man,  daß  jede  komplexe  Zahl 
als  aus  einer  endlichen  Anzahl  idealer  Primfaktoren 
zusammengesetzt  oder  als  deren  Produkt  angesehen  wer- 
den kann,  und  überzeugt  sich  aus  der  Primzahlennatur  dieser 
idealen  Faktoren  ohne  Mühe,  daß  jede  solche  Zerlegung 
einer  komplexen  Zahl  in  ideale  Primfaktoren  auch 
eine  eindeutige  ist. 

Dies  mag  genügen,  um  den  genialen  Grundgedanken 
Kummers  und  den  von  ihm  gescha£Fenen  Begriff  idealer 
Zahlen  am  Beispiele  des  quadratischen  Körpers  zu  erlautem 
und  das  wichtigste  Ergebnis,  um  deswillen  dieser  Begriff  ein- 
geführt worden  ist,  hier  anzuzeigen.  Man  bemerke  dabei,  daß 
die  idealen  Zahlen  nur  insofern  ideal,  d.h.  allgemein  im  6e- 
biete  der  komplexen  ganzen  Zahlen  von  der  Form  x  +  yVd 
nicht  wirklich  vorhanden  zu  benennen  sind,  als  man  sie 
eben  als  Zahlen  oder  Faktoren  vorstellen  will,  daß  ihnen 
dagegen  durchaus  ein  reales  Substrat  zukommt,  wenn  man  von 
dieser  Vorstellung  absieht,  nämlich  das  Stattfinden  gewisser, 
ihnen  entsprechender  Kongruenzen.  Es  findet  hier,  wie 
Kummer  treffend  es  ausgedrückt  hat,  ein  ganz  ähnliches  Ver- 
hältnis statt,  wie  in  der  Chemie,  in  welcher  auch  gewisse 
Elemente,  die  als  solche  für  sich  isoliert  nicht  darstellbar  sind, 
gleichwohl  in  Verbindung  mit  anderen  durch  chemische  Re- 
aktionen, die  nur  ihnen  eigentümlich  sind,  ihr  Vorhandensein 
kundgeben. 

4.  Wie  gesagt,  hat  Kummer  selbst  seinen  neuen  Ge- 
danken durchgeführt  in  der  Theorie  des  Kreisteilungskörpers, 
d.  h.  der  komplexen  Zahlen,  welche  aus  rationalen  ganzen  Zahlen 
und  Wurzeln  der  Einheit  zusammengesetzt  sind.  Der  glück- 
liche Erfolg  seiner  Neuschöpfung  führte  dann  dazu,  sie  auch 
für  andere  Zahlengebiete  nutzbar  zu  machen.  So  hat  L.  Fuchs 
(im  Joum.  f  Math.  61  und  65)  die  Kummersche  Theorie  der 
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Ereisteilimgskörper  für  den  Fall  der  Einlieitewiirzeln  Ton  be- 
liebigem statt  von  einem  Primzahlgrade  weitergeführt;  so  hat 
der  Verfasser  die  Theorie  der  komplexen  Zahlen  entwickelt, 
welche  aus  zwei  Quadratwurzeln  gebildet  sind,  und  damit  eine 
Arbeit  Dirichlets  in  anderer  Fassni^  verallgemeinert;  die 
gleiche  Theorie  für  Zahlen,  die  aus  drei  Quadratwurzeln  gebildet 
sind,  findet  sich  bei  Göring.^)  Eine  auf  kubische  Körper 
bezügliche  Arbeit  sind  Ei senste ins  ^,allgemeine  Untersuchungen 
der  Formen  dritten  Ghrades  mit  drei  Variabeln,  welche  der 
Kreisteilung  ihre  Entstehung  verdanken^'  (Joum.  £  Math.  28, 
p.  289  und  29,  p.  19).  Bei  aU'  diesen  Anwendungen  des 
Kummer  sehen  Gedankens  waren  eigentlich  prinzipielle  Schwie- 
rigkeiten nicht  mehr  zu  überwinden.  Auf  solche  aber  stieß 
man,  als  man  nun  den  Versuch  machte,  auf  der  gleichen  Grund- 
lage allgemein  die  Arithmetik  jedes  beliebigen  (endlichen") 
Zahlenkörpers  aufisubauen.  Man  beachte,  daß  der  eigentliche 
Ausgangspunkt  der  Kumm ersehen  Betrachtung  der  Gedanke 
ist,  die  Gleichung 

<25)  F{x)  «  0 

n^^  Grades,  durch  welche  die  den  betreffenden  Körper  erzeu- 
gende ganze  Zahl  bestimmt  wird,  in  bezug  auf  jede  rationale 
Primzahl  p  als  Kongruenz  aufzufassen: 

<26)  F{x)  =  0     (mod.  p), 

und  zwischen  den  Wurzeln  der  Gleichung  und  denen  der 
Kongruenz  eine  eindeutige  Zuordnung  festzusetzen,  welche 
dann  für  jede  gegebene  ganze  Zahl  des  Körpers  die  idealen 
Faktoren  von  p  zu  definieren  gestattet,  die  in  ihr  aufgehen. 
Bei  der  Durchführung  dieses  Gedankens  für  jede  beliebig  ge- 
gebene Gleichung  (25)  trat  nun  den  Forschem  von  vornherein 
ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den  besonderen  Prim- 
zahlen Pf  welche  in  der  Diskriminante  der  Gleichung  aufgehen, 

1)  Bachmann,  Die  Theorie  dei  komplexen  Zahlen,  welche  aus  zwei 
Quadratwurzeln  zusammengesetzt  sind,  Berlin  1867;  ein  Auszug  davon  im 
Joum.  f.  Math.  67,  p.  200.  Diese  Zahlen  sind  später  von  Amberg, 
Inauguraldissertation,  Zürich  1897,  vom  Standpunkte  der  Idealtheorie 
aus  von  neuem  untersucht  worden.  Dirichlets  Abhandlung  ist  die 
in  Nr.  2  zitierte.    L.  Göring,  Inauguraldissertation,  Göttingen  1874. 
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und  allen  übrigen  entgegen;  während  die  Zerlegung  der 
letzteren  in  ihre  idealen  Primfaktoren  in  der  Eum morschen 
Weise  in  der  Tat  ohne  weitere  Schwierigkeiten  sich  aus  der 
Kongruenz  (26)  finden  ließ^  boten  jene  Diskriminantenteiler 
wieder  besondere  Komplikationen  dar,  die  nur  durch  neue 
Hilfsmittel  überwunden  werden  konnten.  Die  erste  Arbeit,  die 
über  diesen  Gegenstand  erschienen  ist,  verdankt  man  E.Selling.^) 
Indem  dieser  mit  q^,  p,,  •  •  •,  p^  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(25)  bezeichnet,  zeigt  er,  daß  ihnen  für  eine  nicht  in  deren 
Diskriminante  aufgehende  Primzahl  p  diejenigen  der  Kon- 
gruenz (26),  die  er  r^,  r,,  •  •  •,  r^  nennt,  auf  verschiedene 
Weise  zugeordnet  werden  können;  irgend  eine  dieser  Zuord- 
nungen sei  r^W,  r^^%  •  •  •,  rJ'K  Diese  Kongruenzwurzeln  lassen 
sich  dabei  mittels  der  sogenannten  Galois  sehen  Imaginären, 
nämlich  als  Funktionen  der  Wurzel  einer  gewissen  irre- 
duktibeln  Kongruenz  (mod.  p)  ausdrücken.  Wird  dann 
eine  dem  Körper  angehörige  Zahl,  worunter  Selling  jede 
ganze  rationale  Funktion  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  ver- 
steht, auf  eine  gewisse  Normalform  gebracht,  in  der  sie  eine 
ganze  Funktion  der  q^  ist: 

und  findet  dann  die  Kongruenz 

firA  r,(0    .  . .,  r.O)  ^  0     (mod.  p^) 

aber  nicht  mehr  (mod.  p'"+^)  statt,  so  wird  gesagt,  die  Zahl 
enthalte  den  jener  Zuordnung  entsprechenden  idealen  Faktor 
von  p  genau  m  Mal.  Ist  aber  p  ein  Teiler  der  Diskriminante 
der  Gleichung  (25),  sodaß  die  Wurzeln  der  Kongruenz  (26) 
(mod.  p)  nicht  alle  mehr,  wie  bei  den  erstbesprochenen  Prim- 
zahlen, von  einander  verschieden  sind,  so  muß,  um  zum  Ziele 
zu  gelangen,  neben  den  Wurzeln  der  irreduktibeln  Kongruenz 
noch  eine  gewisse  Wurzel  aus  p  eingeführt  werden,  um  die  r, 


1)  E.  Selling,  Über  die  idealen  Primfaktoren  der  komplexen 
Zahlen  etc.,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Physik,  Jhrg.  10,  p.  17.  Im  Anschluft 
daran  b.  A.  Meyers  Abb.  „zur  Theorie  der  zerlegbaren  Formen,  ins- 
besondere der  kubischen^'  Yierteljahrsschrift  der  Natnrf.  Ges.  zu  Zürich^ 
Jhrg.  17,  1897,  p.  149. 
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ausdrücken  zu  können.  Dann  hängt  die  Teilbarkeit  der  Zahl 
des  Körpers  durch  einen  idealen  Faktor  von  jp,  wenn  X  eine 
gewisse  rationale  Zahl  bedeutet,  von  der  Potenz  von  j[^  ab^ 
mit  welcher  der  Ausdruck  für 

beginnt.  Die  Zahl  enthält,  wie  Selling  definiert,  den  ent- 
sprechenden idealen  Faktor  von  p  genau  m  Mal,  wenn  dieser 
Ausdruck  mit  p^^  beginnt.  Die  so  definierten  idealen  Fak- 
toren Yon  p  erweisen  sich  als  Primfaktoren  und  bewirken 
dann  die  Zurückführbarkeit  der  Teilung  der  betrachteten  (Gattung 
von  Zahlen  auf  ganz  dieselben  Gesetze,  wie  in  den  früheren 
Fällen.  Man  kann  jedoch  nicht  leugnen,  daß  diese  Sellingsche 
Theorie  außerordentlich  schwierig  und  unübersichtlich,  und 
daß  es  wünschenswert  gewesen  ist,  sie  durch  eine  andere  zu 
ersetzen.  Eine  auf  ähnlicher  Grundlage  beruhende  Arbeit  Ton 
Zolotareff^)  über  denselben  Gegenstand  geht,  soviel  mir  be- 
kannt ist,  auf  die  Ausnahmsfälle,  welche  die  Diskriminanten- 
teiler  verursachen  können,  überhaupt  nicht  ein. 

5.  Die  genauere  Betrachtung  der  Entwicklungen  in  Nr.  3 
weist  nun  einen  Weg,  der  eine  neue,  abweichende  Behandlung 
eines  gegebenen  Körpers  ermöglicht,  wie  sie  in  der  Tat 
Dirichlet  für  einen  speziellen  biquadratischen  Körper  in 
seiner  in  Nr.  2  zitierten  Arbeit  durchgeführt  hat.  Die  Theorie 
der  komplexen  ganzen  Zahlen  von  der  Form  x  +  y  Yd  ist  näm- 
lich im  Ghnmde  identisch  mit  der  Theorie  der  binären  quadra- 
tischen Formen  mit  der  Determinante  d.  So  sahen  wir  die 
Frage  nach  der  Zerlegung  einer  solchen  Zahl  in  ihre  ein- 
ochsten Faktoren  auf  die  andere  nach  den  Teilern  der  soge- 
nannten Hauptform  x^  —  dy^  zurückgeführt.  Ebenso  ist  die 
Ermittlung  aller  Einheiten  des  betreffenden  quadratischen 
Körpers  identisch  mit  der  Auffindung  aller  ganzzahligen  Lö- 
sungen der  Feilschen  Gleichung 

x^  -  dy^  -  1, 
eine  Aufgabe,  welche  bekanntlich   zuerst   von  Lagrange   er- 

1)  Zolotareff,  th^orie  des  nombres  entiers  complexes,  avec  une 
application  an  calcul  int^g^l. 
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folgreich  behandelt  und'  auf  die  Eettenbruchentwicklung  ftlr 
yd  oder,  was  dasselbe  sagt,  auf  die  Reduktion  der  quadra- 
tischen Formen  mit  der  Determinante  d  zurückgeführt  worden 
ist,  während  Dirichlet  sie  aus  einer  ganz  einfachen,  fast 
trivial  zu  nennenden  Tatsache  gewann.^)  Verstehen  wir  ferner 
unter  p  eine  ungerade  Primzahl,  von  welcher  d  quadratischer 
Eest  ist,  derart,  daß 

m;*  =  d    (mod.  p) 

oder  w^—pr^d  gesetzt  werden  kann,  so  folgt  aus  der  den 
idealen  Faktor  (p,  w)  definierenden  Kongruenz 

X  +  wy  =  0     (mod.  p) 
-eine  Gleichung 

x  =  pz  ^  wy 

und  folglich  diese  andere 

x^  —  dy^  =  p  {pz^  —  2wzy  +  ^J/*); 

demnach  entspricht  dem  idealen  Faktor  (p,  w)  von  p  eine 
<][uadratische  Form  (jp,  w,  r)  und  folglich  auch  eine  ganze 
Klasse  äquivalenter  quadratischer  Formen  mit  der  Determinante 
d,  durch  welche  p  zur  Kongruenzwurzel  w  gehörig  dargestellt 
werden  kann.  Dann  und  nur  dann,  wenn  diese  Klasse  die 
Hauptklasse  ist,  kann  p  durch  die  Hauptform  a:*  —  dy^  dar- 
gestellt oder  in  zwei  wirkliche  komplexe  Faktoren  zerlegt 
werden,  dann  und  nur  dann  sind  also  die  idealen  Primfaktoren 
(p,  w)y  (p,  —  tv)  von  p  wirklich  vorhandene  Zahlen  des  Körpers. 
Man  ersieht  hieraus  die  genaue  Bedingung,  unter  welcher  in 
einem  gegebenen  quadratischen  Körper  die  Teilbarkeitsgesetze 
des  rationalen  Körpers  in  Gültigkeit  bleiben,  ohne  daß  es  nötig 
wäre,  ideale  Zahlen  einzuführen;  es  geschieht  dies  so  oft,  als 
die  Anzahl  nicht  äquivalenter  Klassen  quadratischer  Formen 
mit  der  Determinante  d  nur  Eins  ist;  im  entgegengesetzten 
Falle  bedarf  es  idealer  Zahlen,  um  die  rationalen  Primzahlen, 
welche  durch  eine  der  Hauptform  nicht  äquivalente  Form  dar- 


1)  S.  darüber  Dirichlet,  Vorles.  üb.  Zahlentheorie,  heransg.  von 
Dedekind,  4.  Aufl.  §  72—85  nnd  §  141,  und  vgl.  zur  ersteren  Stelle 
Bachmann,  Vorles.  Üb.  die  Natur  der  Irrationalzahlen.  1892,  4.  Vor- 
lesung. 
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stellbar  sind^  in  ihre  wahren  Primfaktoren  innerhalb  des 
Körpers  zu  zerlegen.  So  erweist  sich  denn  überhaupt  die 
Theorie  der  quadratischen  Formen  mit  der  Determinante  d 
als  das  genaue  Korrelat  zu  derjenigen  der  komplexen  Zahlen 
Yon  der  Gattung  x  +  jfYdy  und  Ahnliches  gilt  ganz  allgemein 
für  die  Theorie  eines  beliebigen  Zahlenkörpers:  immer  gibt 
es  eine  Gattung  aus  seinen  Zahlen  zusammengesetzter^  in 
Linearfaktoren  zerlegbarer  Formen^  deren  Theorie  der  ersteren 
ToUstandig  entspricht^  und  man  könnte  somit  yersucheu; 
diese  durch  jene  zu  ersetzen  und  zu  ergründen.  Wirklich  sieht 
man  diesen  Weg  z.  B.  yon  Eisenstein  eingeschlagen  in  seiner 
oben  genannten  Arbeit  über  kubische,  der  Kreisteilung  ent- 
stammende Formen.  Aber^  wollte  man  auch  absehen  von  den 
Schwierigkeiten  des  algebraischen  Apparates,  welche  die  Ver- 
folgung dieses  Weges  behindern,  man  darf  nicht  übersehen, 
daß  so  der  eigentlich  arithmetische  Kern  der  Sache:  die  Eigen- 
schaften der  Zahlen  des  Körpers,  verhüllt  werden  würde. 
Zwar  weist  Kronecker  mit  Recht  auf  die  Wichtigkeit  und 
Bedeutsamkeit  der  Einführung  der  quadratischen  Formen  als 
„Formen  mit  zwei  Unbestimmten'^,  wie  Gauß  sie  gefaßt 
habe,  in  die  reine  Arithmetik  hin  (Festschrift,  Joum.  f.  Math- 
92,  p.  95),  und  wie  das  „methodische  Hilfsmittel  der  Un- 
bestimmten'^,  das  auch  für  seine  eigenen  Untersuchungen  über 
algebraische  Größen  sich  ihm  so  wertvoll  erwiesen,  in  der 
mehr  algebraischen  Behandlung  der  quadratischen  Formen  dem 
systematischen  Aufbau  ihrer  Theorie  namentlich  in  deren 
höheren  Teilen  zu  statten  gekommen  sei.  Dem  gegenüber 
glauben  wir  aber  Dirichlet  es  als  ein  besonderes  Verdienst 
zurechnen  zu  dürfen,  daß  er  bei  seinen  betreffenden  Arbeiten 
überall,  namentlich  in  seiner  Behandlung  der  Komposition  der 
Formen,  die  rein  arithmetische  Bedeutung  der  Formensätze  in 
helles  Licht  gesetzt,  die  Beziehung  der  Theorie  der  quadrati- 
schen Formen  zur  Theorie  der  komplexen  Zahlen  im  Auge 
behalten,  und  auch  in  seinen  Untersuchungen  über  allgemeine 
zerlegbare  Formen  das  Kapitel,  welches  man  als  Lehre  von 
der  Transformation  dieser  Formen  in  sich  selbst  zu  bezeichnen 
haben  würde,  als  Theorie  der  Einheiten  des  zugehörigen  Zahlen- 
körpers dargestellt  hat.    Denn  das  zahlentheoretische  Interesse 
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an  der  Fonnentheorie  beraht  natargemäß  in  den  arith- 
metischen Eigenschaften ;  welche  den  durch  jene  Formen 
darstellbaren  Zahlen  eben  kraft  dieser  Darstellbarkeit 
zukommen. 

6.  Aus  solchen  Gründen  wohl  hat  Dedekind^)^  der  gleich- 
falls zunächst  bemüht  gewesen  ist,  auf  dem  Kummerschen 
Wege  eine  allgemeine^  ausnahmslose  Theorie  der  algebraischen 
Zahlen  zu  begründen,  sich  aber  darin  durch  jene  schon  an- 
gedeuteten Ausnahmef  alle;  welche  durch  die  Teiler  der  Gleichungs- 
diskriminante  verursacht  werden  können,  behindert  sah,  nicht 
zur  Theorie  der  zerlegbaren  Formen  seine  Zuflucht  genommen^ 
mit  Recht  vielmehr  diese  auf  jene  zurückgeführt.  Ihm  ver- 
dankt man  den  ersten  Nachweis  des  Grundes,  aus  welchem 
die  Kongruenz  (26)  nicht  immer  geeignet  ist,  die  Zerlegung^ 
der  Primzahl  p  in  ihre  idealen  Primfaktoren  in  der  Kummer- 
schen Weise  zu  leisten  (Näheres  darüber  s.  in  Kap.  7);  ihm 
verdankt  man  aber  vornehmlich  die  Begriffsbildung  des  Ideals^ 
wie  es  im  vorigen  Kapitel  von  uns  eingeführt  worden  ist  und 
in  der  Folge  die  (Grundlage  der  ganzen  Theorie  bilden  wird. 
Es  ist  im  Grunde  nur  eine  andere  Deutung  der  idealen. 
Zahlen  von  Kummer.  Diese  weisen  einen  zwiefachen  Übel- 
stand: einmal  ermangeln  sie  einer  aUgemeinen,  d.  i.  für  jed<y 
rationale  Primzahl  p  gleichmäßig  geltenden  Definition,  insofera 
sie  eben  nur  für  jede  besondere  Primzahl  auch  durch  besonder» 
Kongruenzen  festgestellt  werden  können;  sodann  bestimmen 
diese  Kongruenzen  gamicht  sie  selbst,  sondern  nur  ihr  Vor- 
handensein als  Teiler  wirklicher  komplexer  Zahlen.  Er- 
füllt eine  solche  komplexe  Zahl  mehrere  derartige  Kongruenzen^ 
so  ist  sie  als  teilbar  anzusehen  durch  den  Komplex  der 
entsprechenden  idealen  Primfaktoren  oder  darf  teilbar  heißen 
durch  deren  Produkt,  aber  auch  das  Produkt  idealer  Prim- 


1)  Dedekind  gab  zuerst  seine  Theorie  in  ihren  Grondzügen  aU 
Anhang  zu  Dirichlets  Vorl.  üb.  Zahlentheorie,  2.  Auflage,  dann  eine 
sehr  instruktive  Darstellung  derselben  im  Bull,  des  sc.  niath.  et  astron. 
1.  särie  11  und  2.  särie  1,  welche  auch  besonders  erschienen  ist  Paris,. 
Qauthier-Yillars  1877;  sehr  yermehrt  findet  sie  sich  in  der  3.  Auflage 
und  zum  Teil  wesentlich  umgearbeitet  in  der  4.  Auflage  des  erst- 
genannten Werkes. 
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faktoren  ist;  wie  schon  bemerkt ^  im  allgemeinen  bloß  wieder 
eine  ideale  Zahl,  die  nicht  an  sich  darstellbar,  sondern  nur 
als  Teiler  durch  jene  Kongruenzen  definiert  ist,  und  nur,  wenn 
durch  die  letztere  die  Teilbarkeit  einer  komplexen  Zahl  er- 
schöpft ist,  ist  jene  ideale  Zahl  als  mit  dieser  identisch  zu 
betrachten.  Aber,  ohne  die  Kummer  sehe  Grundlage  zu  ver- 
lassen, kann  die  ideale  Zahl  durch  eine  andere  Bildung  ersetzt 
werden,  die  immer  real  und  daher  für  sich  angebbar  ist,  und 
80  lassen  sich  die  besagten  Übelstande  vermeiden. 

Ist  nämlich  etwa  ein  idealer  Primfaktor  von  p  definiert 
durch  die  Kongruenz 

(27)  x  +  tvy=0  (mod.  p), 

80  findet  man  daraus  die  Gesamtheit  aller  komplexen  ganzen 
Zahlen  der  Gattung  x  •\-  y  yd,  in  welchen  der  ideale  Prim- 
faktor aufgeht,  indem  man  die  ganzen  Zahlen  Xj  y  der  Kon- 
gruenz   (27)   gemäß   wählt,    derzufolge,   unter   z   irgend   eine 

ganze  Zahl  verstanden, 

x=^pz  —  wy 

gesetzt  werden  darf.     Die  Gesamtheit  der  durch  jenen  idealen 

Primfaktor   aufgehenden  komplexen  Zahlen  ist  also  diejenige 

der  Zahlen 

pe  +  (yd  —  w)y 
oder  der  Modulus 

(28)  «  =  [.P,  Vd  -  to-\, 

da  auch  umgekehrt  einleuchtet,  daß  jede  in  diesem  enthaltene 
Zahl  X  +  y  yd  der  Kongruenz  (27)  genügt.  Wie  nun  eine 
rationale  ganze  Zahl  m  eindeutig  definiert  ist  durch  die  Ge- 
samtheit aller  ihrer  Vielfachen,  in  gleicher  Weise  darf  man 
den  Modulus  (28),  d.  i.  die  Gesamtheit  aller  durch  den  ge- 
dachten idealen  Primfaktor  teilbaren  komplexen  ganzen  Zahlen 
der  Gattung  zur  Definition  des  letztem  benutzen  oder  ihm  als 
gleichbedeutend  substituieren.  Dem  Modulus  %  kommt  zufolge 
der  Identität 

{pz  +  {yd-w)y)'  {x  +  y'yd) 

=  p {zx  —  ryy  +  wzy)  -f  (]/d  —  w)  •  (ya?'  -f  pzy  —  wyy) , 
in  welcher  w^  —  d=^pT  gedacht  ist,  die  charakteristische  Eigen- 
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Schaft  ZU;  daß  jede  seiner  Zahlen  mit  einer  beliebigen  kom- 
plexen ganzen  Zahl  des  Körpers  multipliziert,  wieder  eine  Zahl 
des  Modulus  gibt.  Der  Definition  in  Nr.  4  des  vorigen  Kapitels 
gemäß  ist  er  also  ein  Ideal  des  aus  yd  gebildeten  quadrati- 
schen Körpers.  So  sehen  wir  die  nur  ausnahmsweise  an  sich 
existierenden  idealen  Zahlen  Kummers  durch  das  stets 
völlig  reale  Dedekindsche  Gebilde  des*  Ideals,  d.  i.  eines 
bestimmten  Komplexes  von  unendlich  vielen  wirklichen  Zahlen 
des  Körpers  aufs  einfachste  und  anschaulichste  ersetzt.  Wie 
dieser  Begriff  sich  dazu  eignet,  zu  leisten,  was  Dedekind 
erstrebt  hat,  nämlich  die  allgemeine  Arithmetik  eines  jeden 
Zahlenkörpers  fest  zu  begründen  und  auf  die  einfachen  Gesetze 
des  'rationalen  Zahlenkörpers  zurückzuführen,  das  zu  zeigen 
wird  die  Aufgabe  der  nachfolgenden  Abschnitte  sein.  Hier, 
wo  es  sich  nur  darum  handelte,  die  geschichtliche  Entwicklung 
der  Theorie  und  die  Entstehung  des  Idealbegriffs  zu  skizzieren, 
bedarf  es  nicht  noch  weiterer  Auseinandersetzungen  bezüglich 
des  vorliegenden  besonderen  Zahlenkörpers,  dessen  Arithmetik 
vielmehr  in  einem  späteren  Teile  unsers  Werks  darzustellen 
beabsichtigt  wird. 

Auf  einem  verwandten,  aber  in  der  Fassung  wesentlich 
verschiedenen  Grundbegriffe  beruht  die  Kroneckersche  Theorie 
der  algebraischen  Größen,  und  diese  verschiedene  Fassung  eben 
auf  dem  Umstände,  daß  Kronecker  die  Theorie  der  algebrai- 
schen Größen  im  Auge  hat,  von  denen  die  algebraischen 
Zahlen  nur  einen  ganz  besonderen  Fall  ausmachen.  Unter 
einer  algebraischen  Größe  ist  jede  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  zu  verstehen,  deren  Koeffizienten  einem  aus  algebrai- 
schen Zahlen  und  beliebig  viel  Unbestimmten  i^i;  ti^,  t^^,  •  •  • 
gebildeten  Rationalitätsbereich  angehören.  Die  natürliche  (»rund- 
läge  ihrer  Theorie  bildet  nach  Kronecker  die  Betrachtung 
der  Formen,  d.  i.  der  ganzen  Funktionen  dieser  Unbestimmten 
mit  rationalen  und  allgemeiner  mit  algebraischen  Koeffizienten. 
So  treten  die  Unbestimmten  auch  in  jenen  Kroneckerschen 
Grundbegriff  ein,  auf  welchem  er  seine  Theorie  der  Formen 
und  die  Gesetze  ihrer  Teilbarkeit  erbaut,  den  Begriff  des 
algebraischen  Divisors.  Sind  nämlich  a,  a^,  o^,  *  -  *  irgend 
welche  ganzen  Zahlen  eines  Körpers,  so  kann  nach  Kronecker 


'    Die  £ntwickl.  d.  Theorie  am  Beispiel  d.  quadrat.  Körpers  erläntert.     1^;^ 

ihr  größter  gemeinsamer  Teuer  durch  den  Ausdruck 

Ffn{a  +  «tUj  -|-  a,t4|  -|-  • .  •)' 

dessen  Nenner  die  ganze  ganzzahlige  Funktion  ist^  welche  aus 

der  Norm 

Nm  (a  +  «itti  +  «iu,  H ) 

darch  Unterdrückung  des  größten  gemeinsamen  Teilers  ihrer 
ganzzahligen  Koeffizienten  hervorgeht,  dargestellt  werden,  da. 
jede  lineare  Funktion 

jener  Zahlen  durch  den  gedachten  Ausdruck  teilbar,  der  Quo- 
tient dann  aber  durch  keinen  ähnlichen  Ausdruck  mehr  teilbar 
ist.  Sieht  man  von  dem  Nenner  des  Divisors  ab,  der  in  der 
Theorie  die  Rolle  einer  Einheit  spielt,  so  ist  jener  im  wesent- 
lichen mit  der  Linearform 

au  +  a^u^  +  «jMj  +  '  • '; 
aus  welcher  die  Zahlen  des  Korperideales 

{«,  «1,  «„  •-} 

entstehen,  wenn  die  Unbestimmten  u,  u^,  tij,  •  •  *  alle  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  durchlaufen,  identisch.  Indem  Kronecker 
an  die  Stelle  dieses  Ideales  seinen  Divisor  treten  läßt,  erreicht 
er  den  an  sich  gewiß  nicht  zu  unterschätzenden  Vorteil,  „den 
gemeinsamen  Teiler  algebraischer  Zahlen  aus  der  Sphäre  bloßer 
Abstraktion  in  die  Wirklichkeit  algebraischer  Gebilde  zu  ver- 
setzen'', an  denen  dann  in  konkreter  Weise  „die  bei  den  Idealen 
benutzten  abstrakten  Eigenschaften  sich  vereinigen'',  aber  im 
Ideale  tritt  mehr  die  ,Jlichtung  auf  das  Innerliche"  hervor, 
welche  der  Mathematik  schon  von  Gauß,  vornehmlich  aber 
von  Dirichlet  und  Riemann  gegeben  worden  ist,  nach  der 
es  sich  empfiehlt,  die  mathematischen  Wahrheiten  „ex  notio- 
nibus  potius  quam  ex  notationibus",  nicht  so  sehr  mittels 
formaler  Betrachtungen,  als  unmittelbar  aas  den  charakteristi- 
schen Begriffen   zu   entwickeln.^)     Seine  Theorie   steht  so  zu 

1)  S.  Dedekind   üb.  die  Begründung  der  Idealtheorie,   GOtting. 
Nachr.  1895,   sowie   snr  la  th^orie   des   nombres   entiers   alg^briques,. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1877,  p.  69.  , 
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derjenigen  Dedekinds  in  einigermaßen  ähnlichem  Verhält- 
nisse, wie  die  Theorie  der  Funktionen  yon  Weierstraß  zu 
derjenigen  von  Riemann.  Näher  auf  sie  und  dieses  Verhältnis 
hier  einzugehen,  verbietet  uns  der  Plan  unsers  Werkes. 


Sechstes  Kapitel. 
Die  Arithmetik  der  KSrperideale. 

1.  Nachdem  wir  im  vorigen  Kapitel  an  einem  Beispiele 
die  Entstehung  des  Idealbegriffs  erläutert  haben^  kehren  wir 
zur  allgemeinen  Betrachtung  wieder  zurück,  um  jetzt  mittels 
desselben  die  Gesetze  für  die  Teilbarkeit  der  Zahlen  eines  be- 
liebigen Körpers  -K(A;  JR)  w*®^  Grades  zu  entwickeln. 

Wir  beginnen  diese  Untersuchung  mit  der  allgemeinen 
Bemerkung,  daß  jedes  Ideal  nach  seiner  Definition  ein  Modulus 
von  der  Art  ist,  wie  sie  im  zweiten  Kapitel  betrachtet  worden 
sind,  und  daß  somit  die  dort  hergeleiteten  Sätze  insbesondere 
auch  für  Ideale  ihre  Gültigkeit  behalten.  Aber  Ideale  sind 
zugleich  Moduln  von  einem  ausgezeichneten  Charakter,  denn 
für  jedes  Ideal  besteht  die  Beziehung 

(1)  9i  =  i- 

Wesentlich  dieser  besonderen  Eigenschaft  der  Ideale  ist 
es  zu  verdanken,  daß  sich  für  sie  eine  Arithmetik  au&tellen 
läßt,  welche  der  Arithmetik  gewöhnlicher  Zahlen  völlig  kon* 
form  ist. 

Sind  zwei  Ideale  j[,  \'  gegeben,  so  siud  nach  der  Theorie 
der  Moduln  zugleich  auch  die  folgenden  Moduln  bestimmt: 

die  wir  resp.  als  größten  gemeinsamen  Teiler,  kleinstes  gemein- 
sames Vielfache  und  Produkt  der  Moduln  j,  f  bezeichneten; 
diese  aber  sind  Ideale.  Denn,  sie  sind  erstens  Moduln 
in  g.  Ferner  aber  besteht  j  +  f  aus  den  Zahlen  i  +  i\  von 
denen  die  erste  in  j,  die  zweite  in  j'  enthalten  ist;  dann  sind 
aber,  welche  ganze  Zahl  des  Körpers  auch  unter  y  verstanden 
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werde;  die  Zahlen  yi,  yi'  wieder  Zahlen  in  ),  {'  resp.,  also 
^  ( j  +  0  ^^®  ^^^  111  i  +  i^  d.  h.  die  für  ein  Ideal  charakte- 
ristischen Beziehungen  (22)  des  yierten  Kapitels  sind  für  den 
Modulns  j  +  i'  erfüllt: 

i  +  rj-fl,  flö  +  r)5-i  +  r. 

Ist  jetzt  i  eine  Zahl^  welche  sowohl  in  )  als  in  j'  enthalten 
ist;  so  gilt  das  Gleiche  von  yi,  mithin  ist 

Endlich  ist  wegen  (1) 

und  somit  auch  jj'  ein  Ideal. 

Richten  wir  nun  vorerst  unsere  Aufinerksamkeit  auf  das 

Produkt 

c  =  ab 

zweier  Ideale  a,  6.  Wir  könnten  die  letzteren  mit  Hurwitz 
^^Teiler''  des  Produkts  c  nennen ,  wenn  wir  nicht  bereits  mit 
diesem  Ausdrucke  ein  anderes  Verhältnis  bezeichnet  hätten^ 
von  welchem  yon  Tomherein  durchaus  nicht  einleuchtet,  ob  es 
mit  dem  Umstände^  daß  das  Produkt  durch  Multiplikation  der 
beiden  Ideale  entsteht,  identisch  sei  oder  nicht:  Wir  haben 
nach  Dedekind  c  teilbar  durch  a  oder  a  einen  Teiler  von  c 
genannt;  wenn  die  Beziehung 

(2)  c  5-  a 

erfüllt;  nämlich  c  in  a  enthalten  ist.  Daher  wollen  wir  einst- 
weilen die  im  Produkte  c  =>  ab  auftretenden  Ideale  a,  6  die 
Faktoren  des  Produkts  nennen.  Es  wird  nun  den  Kern- 
punkt unserer  nächsten  Untersuchungen  ausmachen; 
das  Verhältnis  festzustellen;  welches  zwischen  der 
Multiplikation  und  der  Teilbarkeit  der  Ideale  statt- 
findet; das  Verhältnis  nämlich  zwischen  der  Beziehung  (2) 
und  der  anderen  Beziehung 

(3)  c  =  a6; 

wenn  in  dieser  mit  a  und  c  zugleich  auch  6  ein  Ideal  sein 
soU;  indem  wir  nachweisen;  daß  die  letztere  Beziehung 
oder   der  Ausspruch   ;;a  sei  ein  Faktor  von  c"    völlig 

BaohmanB,  Zablantheorio.    V.  11 
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gleichbedeutend  ist  mit  dem  anderen  ^c  sei  enthalten 
in  af'  oder  teilbar  durch  a,  was  die  Formel  (2)  zum 
Ausdrucke  bringt 

Es  leuchtet  nun  zwar  in  dieser  Hinsicht  ohne  weiteres 
ein,  daß;  wenn  eine  Beziehung  (3)  stattfindet^  das  Ideal  c  in 
jedem  der  Ideale  a,  h  enthalten  sein  muß,  mit  anderen  Worten: 
aus  (3)  folgt  jede  der  beiden  Beziehungen 

(4)  c  J-  a,    c  J-  b. 

Denn,  bedeuten  a,  j3  die  in  a,  b  resp.  also  auch  in  g  enthal- 
tenen Zahlen,  so  besteht  c  aus  den  Produkten  a  •  ß  und  be- 
liebigen Summen  solcher  Produkte,  deren  jedes,  der  Definition 
eines  Ideales  zufolge,  sowohl  zu  a  als  auch  zu  6  gehört,  daher 
sind  die  sämtlichen  Zahlen  yon  c  in  jedem  dieser  beiden  Ideale 
enthalten,  so  daß  man  die  Beziehungen  (4)  und  genauer  noch 
die  folgende 

(5)  c }-  a  —  6 

aussi^en  darf.  Jeder  Faktor  eines  Ideales  ist  also  auch 
(im  Dedekindschen  Sinne)  ein  Teiler  desselben.  Zur 
Begründung  des  vorher  ausgesprochenen  Aquivalenzsatzes  würde 
aber  die  Umkehrbarkeit  dieses  Resultates  erforderlich 
sein,  daß  nämlich  auch  umgekehrt  aus  dem  Stattfinden  der 
Beziehung  (2)  die  Existenz  eines  Ideales  6  folgt,  fElr  welches 
C  »  ab  gesetzt  werden  kann. 

2.  Bevor  wir  der  Erledigung  dieses  Hauptpunktes  der 
Theorie  uns  zuwenden,  nahem  wir  uns  ihr  durch  die  Betrach- 
tung  einfacherer  Verhältnisse,  indem  wir  zunächst  uns  auf 
Hauptideale  beschränken.  Sind  ga,  g/),  Qy  drei  solche  Ideale, 
zwischen  denen  die  (Gleichung 

(6)  8y  =  fla-fl/5 

besteht,  so  folgen  nach  dem  eben  Bewiesenen  die  beiden  Be- 
ziehungen 

Ihnen  zufolge  ist  insbesondere  die  Zahl  y  sowohl  in  ga  als 
in  g/3  enthalten,  d.  i.  sowohl  durch  a  als  auch  durch  /},  ja 
wegen  (6)  sogar  durch  a  -  ß  teilbar;  da  aber  umgekehrt  a  -  ß 
eine  im  Produkte  zur  Rechten  von  (6)  vorhandene  Zahl,  also 
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wegen  der  linken  Seite  durch  y  teilbar  ist^  so  sind  y  und  aß 
einander  gleich  oder  assoziiert;  aus  (6)  folgt  mithin  wenigstens 
bis  auf  einen,  einer  Einheit  gleichen  Faktor  die  Gleichheit 

(8)  r  «  aß. 

Hier  erlcennt  man  aber  unmittelbar  die  Umkehrbar- 
keit des  Resultates.     Denn,  besteht  die  Beziehung 

(9)  9y  i-  9«, 

ist  also  insonderheit  y  teilbar  durch  a,  sodaB  y  ^  aß  gesetzt 
werden  kann,  während  auch  ß  eine  Zahl  in  g  ist,  so  wird 
zunächst 

(10)  Qy-^Q-aß 

sein.  Nun  besteht  aber  das  Produkt  Qa  -  Qß  aus  allen  Zahlen 
von  der  Form  yy  '  aß,  wo  y,  y  also  auch  yy  Zahlen  in  g 
sind,  und  aus  beliebigen  Summen  solcher  Produkte;  aus  der 
Gleichheit  99  »  0  geht  jedoch  hervor,  daß  auch  jede  Zahl 
in  g  als  ein  Produkt  von  der  Art  yy'  oder  als  eine  Summe 
solcher  Produkte  aufgefaßt  werden  kann,  und  somit  ist  die 
Gesamtheit  der  Yorgedachten  Zahlen  nichts  anderes  als  Q-  aß. 
Demnach  darf  man  die  Gleichung  (10)  auch  schreiben  wie  folgt: 

(11)  9^-9« -9/» 

und  aus  der  Formel  (9)  fließt  mithin  auch  die  Gleichung  (6) 
Man  erkeimt  hieraus,  daß  für  Hauptideale  a,  C  die  Be- 
ziehung (2)  TöUig  gleichbedeutend  ist  mit  dem  Stattfinden 
einer  Gleichung  (3),  in  welcher  auch  der  Faktor  h  ein  Haupt- 
ideal ist,  oder  daß  bei  der  Beschränkung  auf  Hauptideale  der 
BegrüF  des  Teilers  mit  demjenigen  eines  Faktors  sich  deckt. 
Femer  sind  die  beiden  Gleichungen  (6)  und  (8)  einander  äqui- 
valent, d.  h.  die  Teilbarkeit  einer  Zahl  y  durch  eine  Zahl  a 
ist  gleichbedeutend  mit  der  Teilbarkeit  des  Ideals  Qy  durch 
das  Ideal  Qa.  Die  Gesetze  fär  die  Teilbarkeit  der  Zahlen 
eines  Körpers  jBr(A;  R)  sind  demnach  vollständig  in  denjenigen 
enthalten,  welche  für  die  Teilbarkeit  seiner  Ideale  Geltung 
haben,  und  werden  mit  den  letzteren  identisch  sein,  sooft  im 
Körper  überhaupt  nur  Hauptideale  vorhanden  sind. 
Aus  der  Gleichheit 

9«  =  9/5 
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zweier  Hauptideale  folgt  aach;  wenigstens  bis  auf  einen 
EinheitsfEkktor  die  Oleichheit 

der  Zahlen;  denn  die  im  ersten  Ideale  enthaltene  Zahl  a  mnß^ 
weil  auch  im  zweiten  enthalten,  durch  ß  und  ebenso  p  durch  a 
teilbar  und  deshalb  cCy  ß,  weim  nicht  gleich,  doch  einander 
assoziiert  sein. 

Für  zwei  beliebige  Hauptideale  ga,  g/3  aber  besteht  die 
Gleichheit 

(12)  /» •  9«  =  «  •  9/J, 

welche  dem  kurz  zuvor  Bemerkten  zufolge  auch  in  der  Form 

geschrieben  werden  kann  und  nur  die  Kommutativitat  der 
Multiplikation  von  Moduln  für  den  vorliegenden  Fall  zum  Aus- 
drucke bringt.  Hiemach  gibt  es  bei  je  zwei  Hauptidealen 
Zahlen  in  9,  durch  welche  multipliziert  sie  einander  gleich 
werden.     Derartige  Multiplikatoren,  für  welche  also 

(13)  a  .  j  =  a  .  j' 

würde,  gibt  es  bei  irgend  zwei  gegebenen  Idealen  ),  }'  im  all- 
gemeinen nicht,  vielmehr  drückt  das  Vorhandensein 
zweier  ganzer  Zahlen  a,  a  des  Körpers,  welche  diese 
Gleichung  erfüllen,  eine  ausgezeichnete  Beziehung 
zwischen  den  beiden  Idealen  aus,  kraft  deren  wir  sie 
einander  äquivalent  nennen  wollen.  Aus  dieser  Definition 
der  Äquivalenz  von  Idealen  geht  dann  sogleich  hervor,  daß 
zwei  Ideale,  welche  ein-  und  demselben  Ideale  äqui- 
valent sind,  es  auch  unter  einander  sein  müssen.  Denn 
aus  den  Gleichungen 

WO  j,  f,  j"  drei  Ideale,  et,  a%  ß,  ßt'  Zahlen  in  g  bedeuten,  folgt 

sogleich  die  andere: 

aß      J  =/Ja  -I  , 

welche  die  Aussage  bestötigt.  Sonach  lassen  sich  nun  alle 
Ideale  des  Körpers  in  Klassen  verteilen,  indem  man 
immer  alle  ein-  und  demselben  Ideale  äquivalenten  Ideale  in 
eine   Klasse    zusammenfaßt;    die   unter   einander  äquivalenten 
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Ideale  gehören  dann  der  gleichen  Klasse  ^  zwei  nicht  äqui- 
Talente  Ideale  aber  stets  verschiedenen  Klassen  an.  Hier  fragt 
es  sich  sogleich^  ob  die  Anzahl  dieser  Klassen  endlich  sei;  und 
bejahenden  Falles ^  wie  groß?  Sehr  bald  werden  wir  zeigen, 
daß  in  der  Tat  die  erste  Frage  zu  bejahen  ist;  die  Bestimmung 
der  Anzahl  der  Klassen  selbst  jedoch  läßt  sich  bisher  nur 
mittels  Betrachtungen  ausführen,  welche  den  Yon  Dirichlet 
zur  Ermittelung  der  E^lassenanzahl  quadratischer  Formen  er- 
fundenen analytischen  Methoden  nachgebildet  sind,  und  kann 
erst  später  mitgeteilt  werden. 

Alle  Hauptideale  sind,  wie  aus  (12)  hervorgeht,  unter 
einander  äquivalent,  gehören  mithin  nur  einer  einzigen  Klasse 
an,  welche  die  Hauptklasse  H  genannt  werden  soll;  um- 
gekehrt enthält  aber  diese  Klasse  auch  nur  Hauptideale.  Denn, 
ist  ein  Ideal  \  einem  Hauptideale  %a  äquivalent,  sodaß  Zahlen 
ßy  y  m  %  vorhanden  sind,  fQr  welche 

ist,  so  muß  die  in  dem  Ideale  zur  Rechten  enthaltene  Zahl  «/}, 
T^eil  auch  in  demjenigen  zur  Linken  enthalten,  durch  y  teilbar, 
also  aß^yd  sein,  wo  auch  8  eine  Zahl  in  g  bedeutet;  da- 
durch nimmt  die  vorige  Gleichung  die  Form  an: 

und  ergibt  offenbar  die  Gleichheit  \  =  %8. 

Jede  Klasse  ist  durch  irgend  ein  in  ihr  befindliches 
Ideal  \  unzweideutig  bestimmt,  denn  alle  ihre  Ideale  ergeben 
sich  nach  der  die  Äquivalenz  definierenden  Gleichung  (13)  aus  '\ 
durch  Multiplikation  mit  dem  Quotienten  gewisser  Zahlen  in  g. 
Das  beliebig  aus  der  Klasse  herausgegriffene  Ideal  )  kann  daher 
als  Repräsentant  derselben  aufgefaßt  werden.  Sind  nun  a,  6 
Repräsentanten  zweier  Idealklassen  Ay  By  so  ist  auch  das  Pro- 
dukt ab  ein  Ideal  und  gehört  also  einer  ganz  bestimmten, 
Idealklasse  C  an.  Letztere  aber  ist  völlig  unabhängig  von  der 
willkürlichen  Wahl  der  Repräsentanten  von  Ay  JS,  also  nur 
durch  diese  Klassen  selbst  bestimmt.  In  der  Tat,  sind  q',  V 
zwei  beliebige  andere  zu  den  Klassen  Ay  B  resp.  gehörige 
Ideale,  derart,  daß  Gleichungen  bestehen  von  der  Form 
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mit  den  in  g  vorhandenen  Zahlen  a^  a'y  ß,  ß\  so  folgt  sogleich 

a'j8'.  ab  —  a^  *  a'b', 

d.  h.  a'6'  gehört  derselben  Klasse  an,  wie  aB.  Die  solcher- 
weise durch  die  beiden  Klassen  ul,£  yöllig  bestimmte 
Klasse  C  soll  ans  A,  B  zasammengesetzt  oder  das 
Produkt  dieser  Klassen  genannt  und  dies  durch  die 
Gleichung 

(14)  C^AB^BA 

ausgedrückt  werden.  Durch  Zusammensetzung  einer 
Klasse  mit  der  Hauptklasse  bleibt  jene  ungeändert, 
mit  anderen  Worten:  es  ist  stets 

(15)  AH^HA^A, 

in  der  Tat  kann  H  durch  das  Ideal  g  repräsentiert  werden, 
f&r  welches  die  Gleichheit  ga  =  a  also  auch  die  Äquivalenz 
beider  Ideale  besteht. 

Weitere  Sätze  über  Idealklassen  werden  wir  den  erhaltenen 
noch  hinzufügen  können,  sobald  wir  die  EndUchkeit  ihrer  An- 
zahl werden  festgestellt  haben.  Jetzt  aber  zur  Kernfrage  der 
vorigen  Nummer  uns  zurückwendend,  beschUeßen  wir  die  vor- 
ULufigen  Betrachtungen  mit  zwei  einfachen  Bemerkungen. 

1)  Das  Ideal  g  ist  das  einzige,  welches  die  Zahl  1 
in  sich  enthält.  Da  in  einem  Ideale  j|  mit  der  Zahl  1  zu- 
gleich auch  der  Modulus  }  enthalten  sein  muß  und  umgekehrt, 
so  kommt  dieser  Ausspruch  auf  den  anderen  hinaus,  daß  g  das 
einzige  Ideal  }  sei,  für  welches 

ist.  Daß  diese  Beziehung  für  j  =»  g  besteht,  zeigt  Gleichung 
(9)  des  4.  Kapitels;  wenn  sie  aber  besteht,  so  gehört  die 
Zahl  1,  also  der  Definition  eines  Ideales  zufolge  auch  jede 
Zahl  1  •  yj  nämlich  jede  Zahl  in  g  dem  Ideale  j|  an,  dessen 
Zahlen  doch  auch  umgekehrt  zu  g  gehören,  also  ist  )  »  g. 

2)  Stellt  man  sich  die  allgemeinere  Frage  für 
irgend  eine  (positive)  ganze  rationale  Zahl  a,  so  lautet 
die  Antwort:  daß  eine  solche  nur  in  einer  endlichen 
Anzahl  von  Idealen  vorhanden  sein  kann.     Sei  nämlich 
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}  ein  Ideal,  welches  die  Zahl  a  enthalt;  denkt  man  sich  das- 
selbe als  n-gliedrigen  Modulus: 

und  seine  Basiszahlen  a^  als  Zahlen  in  g  dargestellt  in  der 
Form 

«1  -  ffiiYi  +  9i%rt  H +  9inYny 

(1  =  1,8,  ...,«) 

so  erhalt  man,  da  g^^  €^  -  9i;^  +  r^^  gesetzt  und  hierbei  r^J^ 
nicht  negativ  und  kleiner  als  a  gedacht  werden  kann,  die 
Oleichung 

(16)  a,  -  a  .  yC)  +  «/, 

während 

ist;   diesen   Gleichungen   zufolge   ist  jede   der  Zahlen   a/   als 

Differenz  a^  —  ay^^  zweier  in  j  enthaltenen  Zahlen  selbst  eine 

Zahl  in  ).     Hieraus  folgt  femer,   wenn   die   u^  ganze  Zahlen 

bedeuten, 

«jM^  +  Ojti,  H h  a^u^ 

unter  y  eine  gewisse  Zahl  in  Q  yerstanden,  und  nach  dieser 
Oleichung  ist  jede  Zahl  in  )  eine  Zahl  des  Modulus 

da  aber  sowohl  a  (und  also  auch  jede  Zahl  in  ga),  als  auch 
jede  Zahl  des  Modulus  [c^',  cc^'y  •  •  •,  a^  im  Ideale  j  enthalten 
ist,  so  gilt  dasselbe  auch  von  dem  vorstehenden  Modulus  und 
somit  ist 

(18)  j  -  90  +  [<,  «,',  •  •  •,  «.!• 

Nun  gibt  es  wegen  der  den  Zahlen  r^^  im  Ausdrucke  (17) 
fOr  a{  auferlegten  Beschränkung  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Werten  ffir  jede  der  Zahlen  et/,  also  auch  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Moduln  [a^'y  a^'y  •  •  •,  a^'].  Da  aber  ffir  jedes  Ideal, 
in  welchem  die  Zahl  a  enthalten  ist,  eine  Oleichung  von  der 
Form  (18)  stattfindet,  so  kann  auch  die  Anzahl  derartiger 
Ideale  nur  eine  endliche  sein. 
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Hieraus  folgt  leicht  weiter  der  Satz:  Jedes  Ideal  ist 
nur  durch  eine  endliche  Anzahl  Ton  Idealen  teilbar, 
das  soll  sagen:  in  einer  endlichen  Anzahl  anderer  Ideale  ent- 
halten. In  der  Tat^  sei  a  eine  beliebige,  von  Null  yerschiedene 
Zahl  des  Ideals  );  welches  daher  auch  die  Norm  N{a)  und 
deren  Absolutwert  a,  der  eine  positive  ganze  rationale  Zahl 
ist,  enthält.  Ist  dann  das  Ideal  j|  also  auch  die  Zahl  a  in 
einem  Ideale  f  enthalten,  so  kann  sich  f  nur  unter  der  end- 
lichen Anzahl  derjenigen  Ideale  befinden,  welche  a  enthalten^ 
abo  selbst  nur  in  endlicher  Anzahl  Torhanden  sein. 

3.  Nunmehr  handele  es  sich  um  den  Nachweis  des 
Satzes,  daß,  wenn  für  zwei  Ideale  a,  c  die  Beziehung 
besteht 

(19)  c}-a, 

das  Ideal  c  als  Produkt  zweier  Ideale  a,  6  aufgefaßt 
werden  kann.  Diesem  Ausspruche  ist  aber  der  andere  voll- 
kommen gleichbedeutend:  daß  für  jedes  Ideal  j  ein  an- 
deres Ideal  f  angebbar  ist,  von  der  Beschaffenheit,, 
daß  \  •  i'  ein  Hauptideal  sei.  In  der  Tat  folgert  man  zu- 
nächst den  zweiten  Satz  aus  dem  ersten,  denn,  wenn  dieser 
gilt,  so  wird,  da  das  irgend  einer  in  )  enthaltenen  Zahl  a  ent- 
sprechende Ideal  ga  ebenfalls  in  )  enthalten  sein  muß,  ein 
Ideal  f  vorhanden  sein  der  Art,  daß  ga  ^  j[  •  f  ist.  Umgekehrt 
folgt  aber  auch  der  erste  Satz  aus  dem  zweiten,  denn,  wenn  die 
Beziehung  (19)  stattfindet,  so  ist  auch 

cm  J-  am 

für  jedes  Ideal  m;  kann  dies  also,  wie  der  zweite  Satz  behauptet^ 

so  gewählt  werden,  daß  a  •  m  ein  Hauptideal  ga  wird,  so  ist 

auch 

cm  ^  ga 

d.  h.  alle  Zahlen  des  Ideals  cm  sind  von  der  Form  ya^  wo  y 
eine  Zahl  in  g,  und  die  Gesamtheit  6  dieser  Zahlen  y^  welche 
den  Zahlen  in  cm  entsprechen,  bildet  ersichtlich  nicht  nur 
einen  Modulus,  sondern  auch  ein  Ideal,  da,  wenn  y^^^  irgend 
eine  Zahl  in  g  ist,  auch  '/^^  •  ya  »  y^^'^y  •  a  eine  Zahl  in  cm, 
mithin  y^^^  •  y  eine  Zahl  in  6  ist.     Hiemach  ist 

cm=»  b  •«, 
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ans  welcher  Gleichung  durch  Multiplikation  mit  a  und  Be* 
rücksichtigung  der  Gleichheit  am  »  ga  die  folgende: 

C  •  a  =»  ab  •  a 
und  aus  dieser  auch 

c«a6 

hervorgeht.  —  Wir  dürfen  daher^  statt  den  Beweis  des  ersten 
Satzes  zu  suchen;  unsere  Bemühung  darauf  richten ,  einen  Be- 
weis des  zweiten  zu  finden. 

Es  ist  nun  hochinteressant^  wie  eng  dieser  letztere^ 
fundamentale  Satz  der  Arithmetik  der  algebraischen 
Zahlen  mit  jenem  in  den  Disquisitiones  arithmeticae 
Art.  42  zuerst  von  Gauss  gegebenen  Fundamental- 
satze über  die  Zerlegbarkeit  ganzer  Funktionen  einer 
Veränderlichen  verbunden  ist. 

Dieser  Satz  lautet  wie  folgt:     Sind 

zwei  ganze  Funktionen  von  x,  deren  höchste  Koeffi- 
zienten gleich  1,  die  übrigen  rationale,  doch  nicht 
sämtlich  ganze  Zahlen  sind,  so  sind  auch  die  Koeffi- 
zienten des  Produktes 

(21)  C(x)  =  a;^+'*  +  Ciaf»+«-  ^  H h  c^^^ 

nicht  sämtlich  rationale  ganze  Zahlen.  Da  jedenfalls  die 
Koeffizienten  c^  rational  sein  werden,  setze  man,  mit  y^  ihren 

Generalnenner    bezeichnend ,    alliremein    c. »  —   und    ebenso 

8.  ^' 

a^  =  — ,  6|  =■  -^ ,  wo  «Q,  /Jq  die  Generabienner  der  a^  bez.  w, 

fi^  Po 

der  b^  bezeichnen.   Dadurch  erhält  man  folgende  Gleichheit: 

(22)  «o/So  •  C'(x)  -  Y,  .  A'ix)  B{x), 

worin 

Ä{x)  =  «03^»+  a^af^--'+  •••  +  «„ 

(23)  \B{x)~ß^!>f  +  ß^ar-^-\---+ß^ 

C'{x)  =  yoa^+-  +  rt^*'-'+  •■•  +  y«+« 

gedacht  sind;  in  jeder  der  so  definierten  Funktionen  Ä'{x)f 
Six),  C'(x)  werden,  der  Natur  des  OeneralnennerB  gonaß,  die 
Koeffizienten  ganze  ZaUen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sein,  und 
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wegen  solcher  Eigenschaft  mögen  die  Funktionen  ursprüng- 
liche oder  primitive  Funktionen  heißen.  Sind  nun^  wie 
der  Satz  Yoranssetzt,  die  •  Koeffizienten  a^j  \  nicht  sämÜich 
ganze  Zahlen,  so  mufi  a^ß^  von  1  verschieden  sein,  mithin 
mindestens  einen  Primfaktor  haben;  ein  beliebiger  von  diesen 
sei  p.  Da  durch  ihn  weder  samtliche  a^y  noch  samtliche  ß^ 
aufgehen  können,  so  gibt  es  in  der  Reihe  der  ersteren  einen 
ersten  Koeffizienten  Uj^y  in  der  Reihe  der  zweiten  einen  ersten 
Koeffizienten  j3^,  der  nicht  durch  p  teilbar  ist,  und  dann  wird 
der  Koeffizient  von  /p»»+*-*-*  im  Produkte  A\£)  B{x)y  nam- 
iich  die  Summe 

•  '  •  «A  +  i/**-!  +  «*/**  +  «A-lA  +  l  H y 

da  sie  bis  auf  das  durch  p  nicht  teilbare  Glied  a^^ß^  aus  lauter 
nach  der  Annahme  durch  p  teilbaren  Summanden  besteht, 
durch  p  nicht  teilbar  sein;  da  die  linke  Seite  der  Gleichung 
(22)  aber  durch  p  aufgeht,  muß  notwendig  y^  durch  p  teübar 
sein  und  daher  der  Primfaktor  p  aus  a^ß^  gegen  y^  sich 
heben.  So  hebt  sich  denn  das  ganze  Produkt  o^/S^  gegen  y^ 
auf,  während  dabei  auch  in  y^  kein  Faktor  verbleiben  kann,  da 
sonst  alle  Koeffizienten  von  C'{(c)  diesen  gemeinsam  hätten. 
Also  ergibt  sich  die  Gleichheit 

(24)  «o/»o-yo, 

derzufolge  unter  den  Voraussetzungen  des  Gaussischen  Satzes 
der  Generahienner  y^  der  Koeffizienten  von  C{x)  nicht  gleich  1, 
d.  h.,  wie  der  Satz  es  behauptet,  diese  Koeffizienten  nicht  samt- 
lieh  ganze  rationale  Zahlen  sein  können. 

Aus  diesem  Gaussischen  Satze  erhellt  die  Richtigkeit  der 
früher  (Kap.  3,  Nr.  4)  benutzten  Bemerkung,  daß  eine  ganze 
Funktion  von  x  mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  deren  höchster 
gleich  1,  wenn  sie  nicht  in  Faktoren  mit  ebenfalls  ganzzahligen 
Koeffizienten  zerlegbar  ist,  es  auch  nicht  ist  in  Faktoren, 
deren  Koeffizienten  rationale  Zahlen  sind. 

Wegen  (24)  aber  nimmt  die  Gleichung  (22)  die  Gestalt 

C'(x) «  A{x)  B{x) 

an  und  lehrt  den  ferneren  Satz,  daß  das  Produkt  zweier 
ursprünglichen  Funktionen  wieder  eine  ursprüngliche 
Funktion  ist. 
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Ist  nim 

Ä{x)  —  a^af*  +  a^af^'^  -\ \-  a^ 

eine  ganze  Funktion  mit  beliebigen  rationalen  Koeffizienten, 
deren  erster  a^  positiv  gedacht  werde,  so  gibt  es  eine  ganz  be- 
stimmte positive  rationale  Zahl  t  yon  der  Beschaffenheit,  daB 

——  eine  nrsprÜDgliche  Funktion  wird;  in  der  Tat^  wenn  a^ »  ^ 

gesetzt,  und  unter  u  der  Generalnenner  aller  a^,  unter  d  aber 
der  größte  gemeinsame  Teiler  aller  a^  yerstanden  wird,  so  wird 

^  a.  —  die  gedachte  Zahl  sein.   Nennt  man  diese  so  bestimmte 

Zahl  t  den  Teiler  der  Funktion  Ä(x)f  so  besteht  folgender 
Satz: 

Der  Teiler  eines  Produkts  zweier  ganzen  Funk- 
tionen Yon  X  ist  das  Produkt  aus  den  Teilern  der  Fak- 
toren.    Setzt  man  nämlich 

(26)  Ä{x)  =  t '  Ä\x),  B{x)  -  r  •  B{x) , 

wo  f,  X  die  Teiler  der  ganzen  Funktionen  A{x)f  B(x),  also 
Ä'(x)f  S{x)  ursprüngliche  Funktionen  bedeuten,  so  wird  das 

Produkt 

C{x)  «  A{x)  •  B{x) 

sich  schreiben  lassen,  wie  folgt: 

6  .  C\x)  -  tx  .  A{x)  ff(x), 

wo  6  den  Teiler  von  C{x),  also  C'{x)  eine  ursprüngliche  Funk- 
tion bedeutet.  Da  dem  vorauf  Bewiesenen  zufolge  auch 
Ä'{x)  S{x)  eine  ursprüngliche  Funktion  ist,  liefert  diese  Glei- 
chung notwendig  die  andere: 

(26)  e^tx 

und  damit  den  Beweis  der  Behauptung. 

Sind  daher  alle  Koeffizienten  der  Funktionen 

(27)  ^^^^  ^  ^^^  "^  ^'^"'  +  •••  +  «»» 
^    ^  B{x)  -  6o^  +  \af"^  H +  6, 

rationale  Zahlen  und  alle  Koeffizienten  ihres  Pro- 
duktes 

(28)  C{x)  =  c^af^^^  +  c^aj^+'-i  +  . . .  +  c^^^ 
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ganjse  Zahlen^  so  sind  auch  sämtliclie  Produkte  afij^ 
ganze  Zahlen.  In  der  Tat,  wenn  wieder  die  Gleichungen 
(25);  sowie  die  Gleichung 

c(x) »  e .  c\x) 

angesetzt  werden,  wo  Ä'{x),  B^{x),  C\x)  ursprüngliche  Funk- 
tionen bedeuten,  so  hat  jedes  der  Produkte  afij^  die  Gestalt 
^a/-  th^y  ist  also  wegen  (26)  gleich  6  •  a/6/,  wo  sowohl  0  als 
Teiler  einer  ganzzahligen  Funktion  als  auch  a^h^  ganzzahlig 
sind,  und  ist  demnach  ebenfalls  eine  ganze  Zahl. 

Es  wäre  nun  eine  einfache  und  naheliegende  Yerallge- 
meinemng  dieses  letzten  Satzes,  welcher  im  Grunde  dem 
Gaussischen  gleichbedeutend  ist,  wenn  wir  ihn  aussprächen^ 
wie  folgt: 

Wenn  das  Produkt  zweier  ganzen  Funktionen  (27) 
mit  algebraischen  Koeffizienten  lauter  ganze  alge- 
braische Koeffizienten  hat,  so  ist  auch  jedes  aus 
einem  Koeffizienten  von  A{x)  und  einem  Koeffizienten 
Ton  B{x)  gebildete  Produkt  eine  ganze  algebraische 
Zahl. 

Gesetzt,  dieser  Satz  bestände,  so  würde  man  weiter  aus 
ihm  folgern,  daß,  wenn  die  Koeffizienten  des  Produkts 
Vielfache  einer  ganzen  Zahl  y  sind,  auch  die  sämt- 
lichen Produkte  ajb^  solche  Vielfache  sein  müssen. 
Deim,  setzt  man  allgemein  c^^  yy^  und  a^ »  ya^^  so  wird  die 
Funktion 

das  Produkt  der  beiden  Funktionen 

sein,  deren  Koeffizienten  algebraische  Zahlen  sind;  werden  also 
die  y^  sämtlich  als  ganze  algebraische  Zahlen  gedacht,  so 
müssen  es  dem  vorausgesetzten  Satze'  zufolge  auch  alle  Pro- 
dukte afij^y  d.  h.  alle  Produkte  afij^  müssen  Vielfache  von  y  sein. 
Dieser    letztere    Satz    nun    ist    von    A.   Hurwitz^) 

1)  A.  Hurwitz,   Über   die   Theorie   der  Ideale,    (^ötting.  Nachr. 
1894,  Nr.  4. 
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als  die  Quelle  nachgewiesen  worden,  aus  der  man  so- 
gleich den  fundamentalen  Satz  der  Theorie  der  alge- 
braischen Zahlen,  um  den  es  sich  handelt,  entnehmen 
kann.  In  der  Tat,  sei  das  gegebene  Ideal  )  des  Körpers  n^^ 
Grades  als  »-gliedriger  Modulus  in  g  dargesteUt  durch 

(29)  i  =  [«1,  «2,  •  •  •,  «J, 

wo  also  die  a^  sämtlich  ganze  Zahlen  des  Körpers  sind,  und 
man  setze 

Indem  unter  a/^),  aW,  •  •  •,  a/"~^)  die  zu  a^  konjugierten  Zahlen 
yerstanden  werden,  bilde  man  die  zu  Ä{x)  konjugierten  Funk- 
tionen A^\x),  A^^^x),  '  •  •,  J.(""^)(a;)  und  deren  Produkt, 
welches  kurz 

genannt  werde;  endlich  setze  man 

C{x)  ^  A(x)  B(x)  =  y^x^-^+  r^x''^+  •  •  •  +  y,. 

Ist  nun  ff(x)  a>  0  die  ganzzahlige  Gleichung,  der  a^  genügt,  so 
sind  die  zu  a^  konjugierten   Zahlen   a/^\  a/*^,  •  •  •,  a/""^)   die 

Wurzeln  der  Gleichung      _^    =»  0,  deren  Koeffizienten  ganze, 

ganzzahlige  Funktionen  von  a^  sind;  die  Koeffizienten  ß^  wer- 
den daher  (wie  aus  der  Anmerkung  zum  Schlüsse  des  1.  Ka- 
pitels sich  unschwer  ergibt)  als  symmetrische  ganze,  ganzzahlige 
Funktionen  von  den  Wurzeln  jeder  dieser  abgeleiteten  Glei- 
chungen ganze,  ganzzahlige  Funktionen  der  Zahlen  a,.,  also 
ganze  Zahlen  des  Körpers  sein.  Desgleichen  ergeben  sich  die 
Koeffizienten  yf  als  symmetrische  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tionen von  allen  Wurzeln  jeder  der  Gleichungen  ff(x)  =  0 
gleich  rationalen  ganzen  Zahlen.  Nun  kann  man  in  dem  in 
Kap.  4  dem  Symbole  beigelegten  Sinne  auch  setzen 

denn  jede  Zahl  des  Ideals  (29)  ist  auch  eine  Zahl  von  der 
Form 

(31)  yi«i  +  n«!  +  •  •  •  +  y,«,, 

wo  die  yi  Zahlen  in  g  bedeuten,  aber  auch  umgekehrt  ist  nach 
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der  Definition  eines  Idealfl  jedes  Produkt  ^^a^y  also  aueh  jede 
Zahl  von  der  Form  (31)  im  Ideale  (29)  enthalten.  Versteht 
man  dann  femer  nnter  ji'  das  Ideal 

f—    [ßu    ßt7    •">    ßr]f 

so  wird 

(32)  jr-{--,  «A,  •••} 

sein.  Nennt  man  aber  y  den  größten  gemeinsamen  Teiler  der 
Koeffizienten  y^,  der  eine  rationale,  also  auch  algebraische  ganze 
Zahl  ist^  so  müssen  nach  dem  Hilfssatze  Ton  Hnrwitz  samt- 
liche Elemente  a^ßJ^  des  Ideals  (32)  Vielfache  von  y  und  so- 
mit if  im  Hauptideale  Qy  enthalten  sein.     Da  aber 

gesetzt  werden  kann,  wo  die  u^  rationale  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, so  folgt  wegen 

ri  =  ^ßi>  y%  =  ^ß%  +  «2 A;  ys  =•  «lA  +  ««A  +  ««A;  •  •  • 

die  Beziehung 

y  =  Wj .  «ift  +  ti,(«i A  +  Oj^i)  +  ««(«i A  +  «sA  +  «$ A)  +  •  •  •, 

welche  lehrt,  daß  umgekehrt  y  und  somit  auch  das  ganze 
Ideal  ^y  \m  Ideale  \(  enthalten  sein  muß.  Mithin  ergibt  sich 

eine  Gleichung,  wie  sie  nachgewiesen  werden  sollte. 

Hurwitz  hat  seinen  Hilfssatz  mittels  der  Theorie  der 
symmetrischen  Funktionen  bewiesen.  Wir  ziehen  hier  vor,  ihn 
als  EoroUar  des  voraufgestellten,  bisher  hypothetischen  Satzes 
anzufassen,  und  gehen  daher  dazu  über,  zu  zeigen,  wie  dieser 
bewiesen  werden  kann. 

4.   Wir  folgen  dabei  zuerst  den  Spuren  Dedekinds.^) 

Sei 

(33)  fix)  =  000;*+  qa;-i+  .  •  •  +  t^, 

1)  B.  Dedekind,    Über    einen    arithmetischen    Satz  von   Gauss, 
Mittheil,  der  deutschen  mathem.  Ges.  in  Prag  1892. 
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eine  ganze  Funktion  Ton  x  mit  algebraisch  ganzzahligen  Koef- 
fizienten Cf  und  CO  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(34)  f(x)  »  0. 

Setzt  man  dann  für  i  =  0,  1,  2^  •    •,  ^ 

(35)  C,  -  Co(o*+  qa)*-^+  •  •  •  +  c„ 
so  ergibt  sich  zuerst  die  Bekursionsformel 

(36)  Q+i  —  C,  •  ©  =-  c^^i, 

mittels  deren  die  Zahlen  Cq,  C^^  C^^  •  •  •   der  Reihe  nach  au9 
den  Koeffizienten  c^  und  dem  Anfangsgliede 

gebildet  werden  können.    Femer   erhält   man   mit  Rücksicht 
darauf,  daß 

(37)  ^00^'+  ^iw— *+  .  . .  +  c,  =  0 
ist,  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

(C^  =-  Co©'  +  f^o'"*  H \-Ci 


(38) 


C,CD*"**  «-  —  C^  +  i»'"'"^  —  Ci  +  iO)"^"^ C, 


Alle  diese  Gleichungen  sind  linear  in  Bezug  auf  die  Po- 
tenzen 1|  ©,  ©',  •  •  'y  (o*^  ^  und  haben  algebraisch  ganzzahlige 
Koeffizienten.  Eliminiert  man  daher  jene  Potenzen  aus  den. 
ersten  8  der  Gleichungen,  so  erkennt  man  nach  schon  be- 
kannter Schlußweise,  daß  die  Zahl  C^,  und  ebenso  durch 
mimination  jener  Potenzen  aus  den  letzten  s  Gleichungen, 
daß  die  Zahl  C^m  einer  Gleichung  Genüge  leistet,  deren 
Koeffizienten  algebraische  ganze  Zahlen  sind,  der  höchste  der- 
selben gleich  Eins,  daß  somit  jede  von  ihnen  eine  ganze 
algebraische  Zahl  sein  muß. 
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Diesem  Resultate  geben  wir  zunächst  einen  zwie- 

fachen  Ausdruck: 

Zuerst    dürfen    wir    den   Satz    aussprechen:     Hat    die 

Oleichunff 

fix)  =  0 

:ganze   algebraische  Koeffizienten  und   die  Wurzel  (o, 
«0  sind  auch  die  Koeffizienten  der  Funktion 

m 


X  —  o 

ganze  algebraische  Zahlen.     In  der  Tat,  setzt  man 

SO  sind  die  Koeffizienten  C^  genau  durch  die  Formel  (35)  be- 
stimmt. 

Sei  ferner 

<39)  m  =  [«,  /Jl 

ein  zweigliedriger  Modulus,  dessen  Elemente  Oy  ß  irgend  welche 

algebraische  Zahlen  sind;   so  leistet  der  Quotient   ^  ^^-g^  ^ 

er  gleichfalls  eine  algebraische  Zahl  ist^  einer  Gleichung  von 
der  Form  (34)  Genüge,  deren  Koeffizienten  c^  ganze  rationale 
Zahlen  sind,  die  ohne  gemeinsamen  Teiler  yorausiresetzt  wer- 
den  können  oder  1  zl  größten  gemeinBamen  T^üer  haben. 
Nach  Kap.  3,  Nr.  1  ist  demnach  der  Modulus 

gleich  dem  Modulus  [1],  den  wir  j  genannt  haben,  in  Zeichen: 

Betzt  man  nun  C^  <:=  ßv^y  so  wird  C^a^  ^  av^  und  dem  vorher 
erhaltenen  Resultate  zufolge  sind  diese  Zahlen  av^y  ßv^  ganze 
algebraische  Zahlen,  zwischen  denen  übrigens  (s.  (36))  die  Be- 
ziehungen 

(41)  /Jvo  =  c^y  ß^i+x  -  a^t-  -  ^i+i 

stattfinden,  denen  gemäß  die  Zahlen  v^,  v^,  v^y  — ,  i/^  rational 
durch  die  Zahlen  a,  ß  ausdrückbar  sind.     Zudem  wird  wegen 
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eben  dieser  Beziehungen  der  Modnlus  )  im  Modolus  m  •  n  ent- 
halten sein^  wenn 

(42)  n  -  [vo,  Vi,  v^y  . .  •,  1/,] 

gesetzt  wird^  woraus  hervorgeht,  daß  n  nicht  aus  lauter  der 
Null  gleichen  Zahlen  bestehen  kann,  während  der  Modulus 

(43)  m  •  n  =  [••.,  av^, . .  •,  ßv^,  •  •  •] 

nur  ganze  algebraische  Zahlen  enthält.  Somit  erlangen  wir 
folgende  zweite  Deutung  des  vorher  gefundenen  Resultates: 

Jeder  zweigliedrige  Modulus  m,  dessen  Elemente 
algebraische  Zahlen  sind,  kann  durch  Multiplikation 
mit  einem  von  Null  verschiedenen  Modulus  n,  dessen 
Zahlen  rational  aus  denen  von  m  gebildet  sind,  in 
einen  Modulus  m-n  verwandelt  werden,  der  nur  ganze 
algebraische  Zahlen,  unter  ihnen  die  sämtlichen 
Zahlen  des  Modulus  j,  enthält. 

Die  erste  Fassung  bietet  nun  die  Handhabe,  den 
in  Frage  stehenden  Satz  der  vorigen  Nummer  in  ein- 
facher Weise  zu  begründen.  Man  schreibe  die  Funktion 
(28),  in  ihre  Linearfaktoren  zerlegt, 

(44)  C(x)  «  c^{x  -  a),)(a;  -o,)  •  •  •  (rc  -  o^^ J 

sodaß  «i,  ©ty  •  •  •;  ^m+n  ^^®  Wurzeln  bezeichnen.  Durch  wieder- 
holte Anwendung  des  erst  ausgesprochenen  Satzes  findet  sich 
dann:  Hat  die  Funktion  (44)  algebraisch  ganze  Koeffizienten, 
80  behält  sie  solche  auch  nach  Division  mit  einer  beliebigen 
Anzahl  ihrer  Linearfaktoren.  Die  letzten  Koeffizienten  der  so 
entstehenden  Funktionen  sind  aber  die  sämtlichen  Produkte 
von  der  Form 

wo  Oj^,  (o^y  cöj,  •  •  •  beliebige  und  beliebig  viele  der  Wurzeln 
bedeuten,  und  sind  also  die  sämtlichen  Glieder  c^a/  des  ent- 
wickelten Produktes 

Co(l +  (D,)(H- «,)...  (l+a)^+J 

und  nach  dem  gedachten  Satze  ganze  algebraische  Zahlen. 
Setzt  man  aber  ebenso  die  Funktionen  (27),  als  deren  Produkt 
C(x)  gedacht  wird,  in  die  Formen 

Baehmftnn,  Zahlentheorle.    V.  12 
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A{x)  -  Oo(«  -  «!)(«  -  «i)  •••(«-  «J 
B{x)  -  \{x  -  ft)(a;  -  ft) . .  •  (a;  -  /JJ, 

SO  sind  die  a^  und  die  ß^  zusammen  genommen  die  Wurzeln 
Oj^  und^  wenn  man  %a\  \ß'  die  allgemeinen  Glieder  der  ent- 
wickelten Produkte 


ao(l  +  c^)(l +  «,)••.(! +  0 
6o(l  +  A)(l  +  A)---(l  +  l8J 


nennt,  so  werden  wegen  a^fi^  »  Cq  die  sämtlichen  Glieder  c^cf 
mit  den  samtUchen  Produkten  a^a  •  h^ß'  identisch^  die  letztem 
demnach  ganze  algebraische  Zahlen  sein.  Nun  ist  aber  jeder 
Koeffizient  a^  der  Funktion  A{x)  ein  Aggregat  von  Gliedern 
von  der  Form  a^a\  jeder  Koeffizient  6^  der  Funktion  B{x} 
ein  solches  von  Gliedern  von  der  Form  h^ß,  und  somit  jedes 
Produkt  afij^  ein  Aggregat  von  Gliedern  Ton  der  Form  a^a  -  h^ß^ 
demnach  auch,  wie  der  Satz  der  vorigen  Nummer  behauptet^ 
eine  ganze  algebraische  Zahl. 

6.  Dieser  einfache  Dedekindsche  Beweis  benutzt  die 
Zerlegbarkeit  der  ganzen  Funktion  einer  Veränderlichen  in 
Linearfaktoren.  Obwohl  wir  darin  keinen  Mangel  erblicken 
können,  da  diese  Zerlegbarkeit  nur  eine  einÜEiche  algebraische 
Folgerung  der,  der  ganzen  Theorie  der  algebraischen  Zahlen 
zum  Grunde  liegenden  Tatsache  ist,  daß  jede  solche  ganze 
Funktion  eine  Wurzel  besitzt,  wollen  wir  doch  noch  einen 
zweiten  DedekindBchen  Beweis  desselben  Satzes,  der 
dieser  Eigenschaft  ganzer  Funktionen  nicht  bedarf,  hier  mit- 
teilen, da  er  nicht  nur  tiefer  zurückgeht  iu  die  Elemente  der 
Modultheorie,  sondern  auch  zu  weiteren  Betrachtungen  Anlaft 
gibt.^ 

Sei 

so  wird  a"'*'^  ebenfalls  ein  endlicher  Modulus  sein,  dessen 
Elemente  die  sämtlichen  Produkte  aus  n  +  1  gleichen  oder 
verschiedenen  Faktoren  aus  der  Reihe  a^,  a^,  o^;  ■  *  *,  a^  sind. 
Jedes  derselben  hat  also  den  Ausdruck 


1)  Dedekind,  an  der  zaletzt  zitierten  Stelle. 
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(45)  ai^  •  ai^  •  ai^  •  •  •  a/^, 

wo  Iq,  ij,  ij,  •  •  •,  \  gleiche  oder  verschiedene  Zahlen  der  Reihe 
0,  \y2y'''ym  sind;  die  man  sich  der  Ghröße  nach  geordnet 
denken  kann^  sodaß 

sei.  Setzt  man  r^  =*  ij^  +  h,  so  werden  die  Zahlen  r^,  r^,  r^,  "y^n 
eine  Kombination  von  n  -f  1  nach  der  Größe  geordneten  Zahlen 
der  Reihe  0,  1,  2,  •  •  •,  w  +  w  bilden ,  welche  kurz  die  Kom- 
bination r  heiße^  und  das  dieser  Kombination  entsprechende 
Produkt  (45)  soll  kurz 

genannt   werden.     Man   erhält   aber   aus   dieser  Formel   auch 

umgekehrt  eins  der  Elemente  (45)  des  Modulus  a^^^;  welche 

der    gedachten    Kombinationen    man    r    auch    bedeuten    läßt. 

Denn^  ist 

»"o  <  ^1  <  ^2  <  *  •  •  <  ^n 

eine  derartige  Kombination,   so  ist,   wenn  wieder  r^  =»  ij^  +  Aj 

gesetzt  wird,  zugleich  auch 

eine  der  Größe  nach  geordnete  Kombination  von  gleichen  oder 
ungleichen  Zahlen  der  Reihe  0,  1,  2,  •  •  •,  m,  und  «^  wird  zum 
Ausdrucke  (45).  Wir  werden  nun  von  zwei  Gliedern  a^,  a^ 
von  der  Form  (46)  das  zweite  das  niedrigere  nennen,  wenn 
der  erste  der  Indizes  Tq^  t^^  r^',  •  •  •,  r/,  welcher  von  dem  ent- 
sprechenden Index  ^0?  ^1?  *»;•••>  ^n  verschieden  ist,  kleiner  ist 
als  der  letztere;  von  allen  Elementen  des  Modulus  a**^^  wäre 
so  offenbar  aj  +  ^  das  niedrigste,  aj,+  *  das  höchste  Glied. 

Dies  vorausgeschickt,  kommen  wir  überein,  unter  dem 
Zeichen  a^  die  NuU  zu  verstehen,  sooft  der  positiv  oder  negativ 
gedachte  Index  i  der  Reihe  0,  1,  2,  •  •  •,  tw  nicht  angehört 
und  ordnen  jedem  Produkte  a^  eine  Determinante  zu,  deren 
Hauptglied  a^  ist,  durch  die  Formel 


(^r^y  «/„-l,  ••  •;  »/•„- 


12* 
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offenbar  ist  sie  ein  Aggregat  gewisser  Produkte  von  der  Form 
(46);  unter  denen  das  Hauptglied  das  höchste  ist.  Nun  be- 
steht für  jeden  endlichen  Modulus  die  Gleichheit 

[«0,  «1,  cf,,  ...]«[«  +  a^^  «1,  «t,  •  •  •], 

so  oft  a  ein  Aggregat  der  übrigen  Elemente  o^,  ^n  '  * ' 
ist;  denu;  da  offenbar  die  Elemente  eines  jeden  dieser  beiden 
Moduln  auch  Zahlen  des  andern  sind;  so  sind  überhaupt  alle 
in  dem  einen  von  ihnen  enthaltenen  Zahlen  auch  im  andern 
enthalten;  und  umgekehrt.  Indem  man  diese  Bemerkung  auf 
den  Modulus 

zur  Anwendung  bringt,  dessen  Elemente  die  sämtlichen  Pro- 
dukte (46)  sind;  darf  man  zunächst  das  höchste  dieser  Elemente, 
welches  ein  Aggregat  aus  der  ihm  entsprechenden  Determinante 
und  niedrigeren  Gliedern  ist;  einfach  durch  diese  Determinante 
ersetzen;  und  indem  man  dann  mit  dem  nächstniedrigen  Gliede 
gleicherweise  verfährt  usw.;  findet  man  schließlich  die  Gleichung 

durch  welche  die  ursprüngliche  Gestalt  des  Modulus  a"**"^  in 
zweckentsprechender  Weise  verwandelt  ist. 

Es  soll  nämlich  jetzt  bewiesen  werden;  daß;  wenn 

a  =  K^ai,  aj,  •  •  •;  aj 

die  aus  den  Koeffizienten  der  drei  ganzen  Funktionen 

A(x)  =  a^af^  +  a^af^'^  -| 1-  «, 

B{x)  =  l^x""  +  h^af-^  H h  6, 

C{x)  =  A{x)  ■  B{x)  =  Coir'"+"  -f-  ^0:^+'»--*  +  •  •  •  +  c«+, 

gebildeten  Moduln  bedeuten;  jede  der  beiden  Glei- 
chungen 

Q"+i .  j  ==  a"  •  C;    a  •  6*"+^  =  b"*  •  c 

stattfindet.  Es  genügt;  die  eine  derselben  zu  beweisen.  Zu 
diesem  Zwecke  bemerke  man  zuerst;  daß  nach  der  Bildungs- 
weise des  Produktes  C{x)  und  mit  Rücksicht  auf  die  bezüg- 
lich der  a^  getroffenen  Übereinkimft 


m 
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(48)  c^  =  a,6o  +  «i-i&i  +  •  •  •  +  a^_J)^ 
gesetzt  werden  darf.    Dieser  Gleichung  zufolge  ist 

(49)  c  ^  a6,    also  auch    a"  •  c  ^  a^^*  •  b. 

Bildet  man  femer  aus  der  Formel  (47)  das  Produkt  a/  •  \y 
indem  man  die  Kolonne  mit  den  Elementen 

mit  hj^  multipliziert,  so  darf  nach  einfachen  Determinanten 
Sätzen  diese  Kolonne  mit  Rücksicht  auf  (48)  durch  ^r  ;  ^r  r '  *;  ^m 
ersetzt  werden  und  dann  ergibt  sich 

a'.J.  8=3«^./»      _|-//'.(j      -{-...-L-Of'       •  C     . 

während  die  a^^^  gewisse  Unterdeterminanten  n**^  Grades  der 
Determinante  (47)  bedeuten^  welche  als  Aggregate  von  Pro- 
dukten von  je  n  der  Größen  a^  offenbar  Zahlen  des  Modulus  a" 
sind.  Hieraus  ist  zu  schließen^  daß  die  sämtlichen  Produkte 
«/  •  6jt,  welche  die  Elemente  des  Modulus  a^^*  •  b  bilden,  und 
somit  auch  dieser  ganze  Modulus  im  Modulus  a"  •  C  ent- 
halten sind: 

In  Verbindung  mit  (49)  findet  sich  demnach  die  behauptete 

Gleichheit 

a«+i .  b  =  a"  •  c. 

Bis  hierher  galten  unsere  Betrachtungen  für  jede 
Beschaffenheit  der  Koeffizienten  a^^  b^,  c^.  Wir  setzen 
nun  voraus,  die  Koeffizienten  c^  seien  ganze  alge- 
braische Zahlen;  dann  werden  auch  alle  Zahlen  des  Mo- 
dulus c  solche  Zahlen  sein.     Nun  bezeichne  man  mit 

a<«),  «W,  aW,  .  . .,  «<") 

eine  Basis  des  Moduls  a";  da  alle  Zahlen 

dem  Modulus  a  •  b  •  a"  =«  a""*"*  •  b  =  a"  •  c  angehören,  so  ist  jede 
jener  Zahlen  eine  lineare  Funktion  der  Basiszahlen 

mit  Koeffizienten,  welche  dem  Modulus  c  angehören,  also  ganze 
algebraische  Zahlen  sind.  Daraus  schließt  man  aber  in  schon 
gewohnter  Weise,  daß  auch  a^bj^  eine  ganze  algebraische  Zahl 
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ein  muß^  also  aufs  neue  die  Richtigkeit  des  zu  Beweis 
stehenden  Satzes. 

6.  Ohne  aber  über  die  Beschaffenheit  der  Koeffizienten  c^ 
irgend  welche  besonderen  Voraussetzungen  zu  machen,  entnimmt 
man  der  letzten  Betrachtung  das  allgemeine  Resultat: 

Das  Produkt  afij^  aus  irgend  einem  Koeffizienten 
der  ganzen  Funktion  ÄQc)  in  irgend  einen  Koeffi- 
zienten der  ganzen  Funktion  B{x)  ist  Wurzel  einer 
Gleichung,  deren  höchster  Koeffizient  gleich  1,  die 
übrigen  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  der  Koeffi- 
zienten 'des  Produkts  C(x)  =*  Ä{x)  •  B{x)  sind.  In  dieser 
Verallgemeinerung  findet  er  sich  bei  Hurwitz  (über  einen 
Fundamentalsatz  der  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen 
(xrößen,  Götting.  Nachr.  1895,  Heft  2),  doch  auch  früher  schon, 
wenngleich  in  anderer  Einkleidung,  bei  Kronecker  (Berliner 
Sitzgsber.  1883,  p.  957),  sowie  auch  bei  Molk  (Acta  Math.  6, 
p.  71).^  An  derselben  Stelle  gibt  Hurwitz  auch  einen,  von  dem 
vorigen  verschiedenen,  bemerkenswerten  Beweis  des  Satzes.  Des 
leichteren  Ausdrucks  wegen  wollen  wir  dabei  nach  seinem 
Vorgange  uns  einer  Bezeichnung  bedienen,  welche  Mertens 
(Wiener  Sitzgsber.  1894,  p.  6)  vorgeschlagen  hat.  Dieser  nennt 
jede  in  einem  endlichen  Modul  [o^,  a,,  •  •  *,  a^  enthaltene 
Größe,  nämlich  jede  ganzzahlige  homogene  lineare  Funktion 
von  «1,  «2,  •  •  •,  «^  eine  „Vielfachsumme^'  dieser  Elemente. 
Bedeutet  daher  dann  a^'*)  jedes  Produkt  aus  r  gleichen 
oder  verschiedenen  der  Koeffizienten  a^,  so  kann  man  dem 
allgemeinen  Modulsatze  der  vorigen  Nummer  die  Deutung 
geben,  daB  jeder  Ausdruck  a(*»+*).&(^)  eine  Vielfachsumme  der 
Produkte  a^'*)  •  <P^  sei;  eine  neue  Begründung  dieses  Ausspruchs 
liefert  daher  auch  einen  neuen  Beweis  des  zuvor  aus- 
gesprochenen Satzes. 

Nun  erkennt  man  zunächst  leicht  die  Giltigkeit  des  fol- 
genden Hilfssatzes: 

Sind    G,  H  ganze    rationale   Funktionen   von   be- 


1)  Man  beachte  die  Begründung  dieses  Kr  o  necker  sehen  Funda- 
mentalsatzes  und  des  Satzes  von  Dedekind  bei  J.  König,  Einleitung 
in  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Größen,  1903,  p.  74  ff. 
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liebig  yielen  Veränderlichen  ^^  ^^  ^^  *  *  *  von  der  Be- 
schaffenheit, daß 

(50)  J'H^G, 

und  ^  ein  Produkt  aus  irgend  welchen  der  Differenzen 

^0  —  ^^  ^0  "^  ^>  •  •  •;  ^1  ■"  ^>  •  •  • 
ist,  so  sind  die  Koeffizienten  von  H  Yielfachsummen 
der  Koeffizienten  von  G. 

Dies  folgt  sofort  durch  wiederholte  Anwendung  des  der 
besonderen  Annahme  /l  ^t^  —  t^  entsprechenden  Satzes.  Bei 
dieser  Annahme  aber  nimmt  die  yorausgesetzte  Gleichung  (50) 
die  Gestalt  an 

und  liefert,  wenn,  nach  Potenzen  Ton  ^  geordnet, 

G  =-  0^  +  i^G^  +  ^0*^2  +  . . . 
gesetzt  wird,  die  andere  Gleichung. 

(<o  -  t,)H  =  (^  -  0^1  +  (V  -<!*)<?,  +  ••• 
oder 

^  =  G^i  +  (^0  -  QG^  +  (V  +  ^k  +  h')(^s  +  '", 

woraus,  wenn  man  rechts  wieder  diejenigen  Glieder  zusammen- 
ge£Ekßt  denkt,  welche  gleiche  Produkte  der  t^  enthalten,  jeder 
Koeffizient  von  H  wirklich  als  eine  Vielfachsumme  von  Koeffi- 
zienten von  G  hervorgeht. 

Dies  vorausgeschickt,  schließt  man,  wenn  die  drei  ganzen 
Funktionen  Ä(x),  B(x),  C{x)  durch  die  Gleichung 

C{x)  -  A{x)  .  B{x) 

miteinander  verbunden  sind,  mithin  B{x)  ^  -ä(-\  ^^y  ^^^  der 
Interpolationsformel  von  Lagrange,  nach  welcher 

gesetzt  werden  darf,  durch  Multiplikation  mit  den  Nennern 
nachstehende  Beziehung: 

in  ihr  bedeutet  ^  das  für  die  Veränderlichen  t^y  k,  -  - '}  t^ 
gebildete  Differenzenprodukt,  und  die  Koeffizienten  der  ganzen 
Funktion  G  sind  offenbar  Vielfachsummen  der  Produkte  a^")  *  6^\ 
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Nach  dem  Hilfssatze  müssen  daher  aach  die  Koeffizienten  des 
Produktes 

solche  Yielfachsummen  von  a^")  •  c<^)  sein,  und  da  sich  unter 
ihnen  alle  Produkte  von  der  Form  a<**+*>  •  U^^  befinden,  so  ist 
damit  der  yerheißene  neue  Beweis  unseres  Satzes 
erlangt. 

Der  Satz  ist  aber  nicht  auf  Funktionen  von  nur  einer 
Veränderlichen  beschrankt,  sondern  gilt  f&r  ganze  Funktionen 
Ton  beliebig  viel  Veränderlichen.     In  der  Tat,  sind 

zwei  ganze  Funktionen  der  Veränderlichen  ^i;  ^s?  ' ' ';  ^m  ^^^ 
C(x^  ihr  Produkt,  so  kann  man,  indem  man  mit  g  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  bezeichnet,  welche  größer  gedacht  werde,  als 
aUe  in  den  drei  Funktionen  auftretenden  Exponenten,  durch, 
die  Substitution 

a  m  —  1 

iCj^  =»  X,    3^2==^,    X^  =  X    ,    *  •  *,    X^^  ^  Xr 

die  Fxmktionen  Ä(x^,  J^(^,);  (^(p^d}  ^^®  ^^^^  ^^®  Mühe  über- 
blicken läßt,  in  drei  ganze  Funktionen  Ä{x),  B{x)y  C{x) 
der  einen  Veränderlichen  x  überführen,  deren  einzelne  Potenzen 
eben  dieselben  Koeffizienten  haben,  wie  die  entsprechenden 
Glieder  jener  Funktionen,  während  aus  der  vorausgesetzten 
Gleichung 

c(x;)  =  Ä{x;)B(x,) 

sich  _  _       _ 

C{x)^A(x)B{x) 

ergibt.  Bezeichnen  nun  wieder  a,.,  &,-,  o^  die  Koeffizienten  von 
Ä{x),  S(x)y  C{x)j  d.  h.  von  A(x^y  B{x^y  C!{x^  resp.,  und  n 
den  Ghrad  der  Funktion  B(x),  so  sind  dem  vorigen  Satze  zu- 
folge alle  Produkte  a^^-^^)'U^)  Vielfachsummen  der  Produkte 
a(")  •  c^^)^  man  darf  also  den  allgemeineren  Satz  aussagen: 

Bedeuten  Ä{x^,  B(x^)  ganze  Funktionen  von  be- 
liebig viel  Veränderlichen  x^  und  mit  den  Koeffi- 
zienten a^,  b^  resp.,  und  C(x^)  ihr  Produkt  mit  den 
Koeffizienten  c,,  so  gibt  es  eine  positive  ganze  Zahl  n 
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von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Produkte  a(*+^J-6^^> 
Yielfachsummen  der  Produkte  a^")  •  c^^^  sind.  Da  im 
übrigen  jeder  Koeffizient  c^  eine  Yielfachsunune  der  Produkte 
a^bj^,  also  alle  Produkte  a^"^  -  d^^  stets  umgekehrt  auch  Yiel- 
fachsummen der  Produkte  a("+^)  •  &(^)  sind,  kommt  dieser  Satz 
auf  die  Gleichheit  der  beiden  Moduln  a"*^^  •  b,  a**  •  c,  in  denen 
üf  bf  c  die  endlichen  Moduln  mit  den  Elementen  a^,  h^,  c^  resp. 
bedeuten,  für  eiuen  hinreichend  großen  Exponenten  n  zurück. 

Es  leuchtet  ein,  daß,  wenn  jene  Gleichheit  für  einen  Ex- 
ponenten n  besteht,  sie  auch  für  jeden  noch  größeren  Expo- 
nenten stattfinden  muß.  Aus  dem  Beweise  des  Satzes  ging  n 
als  der  Qrad  hervor,  zu  welchem  die  Funktion  B{x^  durch 
die  angewandte  Substitution  aufstoigt,  eine  Zahl,  welche  jedoch 
mit  der  verschiedenen  Wahl  der  mit  g  bezeichneten  Zahl 
selbst  veränderlich  ist.  Man  darf  daher  die  Frage  stellen 
nach  dem  kleinsten  Werte  des  Exponenten  n,  für  welchen 
der  gedachte  Modulsatz  noch  Gültigkeit  hat.  Hurwitz  hat 
in  seiner  Arbeit  (a.  a.  0.)  einige  weitere  Sätze  mitgeteilt, 
welche  nach  dieser  Seite  hin  sich  verbreiten;  hier  soll  jedoch 
auf  dieselben  nur  hingewiesen  sein. 

Im  besonderen  geht  aus  dem  Satze  hervor,  daß^ 
wie  schon  Mertens^)  bewiesen  hat,  ein  positiver  ganzer 
Exponent  h  vorhanden  ist,  so  beschaffen,  daß  jedes 
Produkt  a/  •  6^^^  eine  Yielfachsumme  der  Produkte 
a(*-^)-(^^)  ist.  Scheinbar  nur  ein  Teil  des  gedachten  Satzes, 
erweist  sich  dieser  Ausspruch  doch  leicht  als  gleichbedeutend 
mit  dem  ganzen  Satze.  In  der  Tat,  ist  h  ein  solcher  Ex- 
ponent und  m  die  Anzahl  aller  Koeffizienten  a^,  so  wird 
n^{h—V)m  eine  Zahl  sein,  wie  der  gedachte  Satz  sie  be- 
hauptet, denn,  da  jedes  Produkt  a("+^)  dann  gewiß  eine  der 
Zahlen  a^  mindestens  Amal  zum  Faktor  hat,  so  ist 

d.  i.  gleich  a(""'"^"*)mal  einer  Yielfachsumme  der  Produkte 
a(*-*)  •  cP-)  oder  gleich  einer  Yielfachsumme  der  Gh*ößen  a("M*\ 

Der  MertenSQohQ  Satz  enthält  denn  auch  in  sich, 
um  schließlich  zum  Ausgangspunkte  der  ganzen  letzten 

1)  F.  Mertens,  über  einen  algehraischen  Satz,  Wiener  Sitzgaher.  1892. 


186  Sechstes  Kapitel. 

Betrachtung  zurflckzukelireii;  den  Gaußischen  Funda- 
mentalsatz  als  eine  Folgerung.  Denn,  sind  Ä(x),  ^{^)y 
C{x)  die  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen  yon  x  und  a^^i^^c^ 
ihre  Koeffizienten^  ist  femer  a  der  größte  gemeinsame  Teiler 
aller  Koeffizienten  a^y  ß  derjenige  aller  Koeffizienten  2^^, 
«o  ist  erstens  jedes  Produkt  a^^  -  U^^  als  YielfEKshsumme  der 
Produkte  a^*"*)c^*^  enthalten  im  Modulus  a*""*«c,  wo  c  der 
endliche  Modulus,  welcher  die  Koeffizienten  c^  zu  Elementai 
hat,  mithin  muß,  da  c^  der  größte  gemeinsame  Teiler  aller 
Zahlen  a>  ist,  eben&dls  a*  •  6<^>  in  a*""^-c,  also  «•&(*>  in  c, 
d.  h.  jedes  Produkt  a  •  bj,  und  somit  auch  ihr  größter  gemein- 
samer Teiler  a  >  ß  ia  c  enthalten,  nämlich  von  der  Form 

Wo  ^0 +  «*J  <!  +  ••• +  **«»+«  •Cm+« 

mit  ganzzahligen  u^,  also  durch  den  größten  gemeinsamen 
Teiler  y  aller  Koeffizienten  o^  teilbar  sein.  Da  aber  auch  um- 
gekehrt jede  der  Zahlen  c^  und  somit  jede  in  c  enthaltene  Zahl 
nach  der  Art,  wie  sich  die  Koeffizienten  des  Produkts  C(x) 
aus  denen  der  Faktoren  A(x),  B(x)  bilden,  durch  a  •  ß  teilbar 
sein  muß,  so  i&t  auch  y  teilbar  durch  a  -  ß  und  somit  y  und  a  •  ß 
einander  gleich.  Das  heißt:  der  größte  gemeinsame  Teiler  der 
Koeffizienten  des  Produktes  C(x)  ist  das  Produkt  aus  den 
größten  gemeinsamen  Teilern  der  Koeffizienten  der  Faktoren; 
insbesondere  also  ist  das  Produkt  zweier  ursprünglichen 
Funktionen  wieder  eine  ursprüngliche  Funktion,  eine  Aus- 
sage, welche  derjenigen  des  Gaußischen  Satzes,  wie  früher 
bemerkt  worden,  äquivalent  ist. 

7.  Der  allgemeine  Funktionensatz  der  Nr.  3,  für  welchen 
wir  nunmehr  verschiedene  Beweise  gegeben  haben,  hat  sich  in 
der  ihm  von  Hurwitz  gegebenen  speziellen  Fassung,  wie  dort 
gezeigt,  als  ein  Mittel  erwiesen,  den  fundamentalen  Satz  zu 
begründen,  daß  es  für  jedes  Ideal  \  eines  Körpers  ein  anderes 
Ideal  gebe  der  Art,  daß  beider  Produkt  ein  Hauptideal  sei. 
Im  wesentlichen  sind  aber  die  gegebenen  Beweise  des  Funk- 
tionen Satzes  aus  gewissen  Sätzen  entsprungen,  welche  für 
algebraische  Zahlen  gelten,  und  mit  Recht  hat  daher  Dede- 
kind  (a.  a.  0.)  es  als  eine  Abweichung  vom  geraden  und 
natürlichen  Wege  betrachtet,  zuvörderst  jenen  Satz  und  dann 
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erst  mittels  desselben  den  die  Ideale  betreffenden  Zablensatz 
herzuleiten.  Durch  anhaltende^  diesem  Gegenstände  gewidmete 
Bemtihungen  ist  es  ihm  endlich  gelungen^  den  Idealsatz 
mit  Vermeidung  des  Funktionensatzes  zu  gewinnen. 
Erinnern  wir  uns  dazu^  daß  der  einfache  Fall  des  letzteren, 
durch  dessen  wiederholte  Anwendung  er  in  seiner  Allgemein- 
heit bewiesen  wurde  (s.  Nr.  4),  die  Deutung  eines  rein  arith- 
metischen Resultates  war,  dem  wir  dort  noch  eine  zweite 
Fassung  in  Gestalt  eines  Modulsatzes  gaben.  Versuchen  wir 
zunächst,  auch  diesen  zu  verallgemeinem,  indem  wir  ihn  ganz 
allgemein  aussprechen,  wie  folgt: 

Jeder  n-gliedrige  Modulus  m,  dessen  Elemente 
algebraische  Zahlen  sind,  kann  durch  Multiplikation 
mit  einem  von  Null  verschiedenen  Modulus  n,  dessen 
Zahlen  aus  denen  von  m  rational  gebildet  sind,  in 
einen  Modulus  m  •  n  verwandelt  werden,  welcher  nur 
ganze  algebraische  Zahlen,  darunter  den  Modulus  j^ 
enthält. 

Für  eingliedrige  Moduln  m  ==  [a]  ist  der  Satz  unmittelbar 
einleuchtend,  nämlich  n»[a~^]  ein  Modulus  der  gedachten 
Beschaffenheit,  da  offenbar 

ist.  Für  zweigliedrige  Moduln  haben  wir  den  Satz  bereits  in 
Nr.  4  festgestellt.  Durch  eine  einfache  Induktion  läßt  sich 
hieraus  der  allgemeine  Satz  erhalten.  An  der  angeführten 
Stelle  vollzieht  Dedekind  diese  Induktion  auf  rechnerischem 
Wege;  hier  benutzen  wir,  der  anderen  Methode  uns  anschließend, 
die  er  für  dieselbe  in  Dirichlets  Vorlesungen  über  Zahlen- 
theorie, 4.  Aufl.,  p.  530  verwendet  hat,  den  allgemeinen  Modul- 
satz (9)  des  zweiten  Kapitels,  nach  welchem  für  drei  beliebige 
Moduln  a,  6,  c  die  Beziehung  stattfindet: 

(51)      (a-l-b-f-c)(bc  +  ca  +  ab)  =  (B  +  c)(c  +  a)(a-f-b). 

Nehmen  wir  nämlich  an,  der  fragliche  Satz  sei  bereits 
bewiesen  für  alle  aus  algebraischen  Zahlen  bestehenden  Moduln 
von  einer  Gliederzahl,  welche  kleiner  als  n  ist,  so  brauchen 
wir  nur  zu  zeigen,  daß  er  auch  noch  für  n-gliedrige  Moduln 
dieser   Art    stattfindet;    man    darf    dabei   n  ^  3   voraussetzen. 
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Sei  also  m  ein  solcher;  indem  wir  seine  n  Basiszahlen  in  drei 
Ghruppen  verteilen  in  der  Weise,  dafi  jede  von  ihnen  wenigstens 
ein  Olied  enthält,  nnd  die  aus  diesen  Ghruppen  gebildeten  end- 
lichen Modnhl  Cif  if  c  nennen,  sodaß 

(52)  m  =  a  +  B  +  c 

wird,  erhalten  wir  in  den  Moduln  6  +  C,  C  +  a,  a  +  B  drei, 
weniger  als  n-gliedrige,  aber  yon  Null  verschiedene  Moduln, 
deren  Zahlen,  weil  in  m  enthalten,  algebraische  Zahlen  sind, 
und  folgUch  gibt  es  nach  der  Voraussetzung  drei  aus  ihren 
entsprechenden  Zahlen  d.  i.  aus  Zahlen  von  m  rational  gebildete 
Moduln  a\  h',  c'  von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Produkte 

(b  +  c)a',    (c  +  a)b',  •(a  +  b)c' 

Moduln  sind,  welche  }  und  überhaupt  nur  ganze  algebraische 
Zahlen  in  sich  enthalten.     Demnach  gilt  von  ihrem  Produkte 

(b  +  c)(c  +  a)(a  +  B).a'bY, 

d.  i.  nach  (51)  und  (52)  von  dem  Produkte 

m  •  (bc  +  ca  +  a6)a'b'c' 
das  Oleiche,  und  folglich  ist  der  Modulus 

n  =-  (bc  +  ca  +  ab)a'b'c', 

dessen  Zahlen  ersichtlich  ebenfalls  aus  denen  von  m  auf  ratio- 
nale Weise  gebildet  sind,  ein  Modulus  von  der  im  Satze  be- 
haupteten Beschaffenheit.     Dieser  Satz  ist  also  bewiesen. 

Auf  Grund  desselben  gelangt  man  nun  einfach 
zum  Ziele  durch  nachfolgende  Betrachtung.  Ist  j[  ein 
Ideal  des  Körpers  K(k]  B)  vom  Grade  n,  so  gibt  es  dem 
Satze  zufolge  einen  aus  den  Zahlen  von  ),  d.  L  aus  Zahlen 
desselben  Körpers  gebildeten  Modulus  m  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  der  Modulus  |  •  m  den  Modulus  g  und  überhaupt  nur 
ganze  Zahlen  des  Körpers  oder  Zahlen  in  g  enthalt;  dem- 
gemäß bestehen  die  Beziehungen 

SJ-i-mj-g, 
aus   deren  erster  durch  Multiplikation  mit  g  in  Rücksicht  auf 
die  Gleichungen  jg  =»  g^  J9  =  I  die  folgende 

und  nun  durch  Verbindung  mit  der  zweiten  jener  Beziehungen 
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die  Gleichheit 

(53)  i  •  m  =  9 

herrorgeht.  Nun  ist  die  Ordnung  \^  eines  jeden  Ideales 
\  gleich  9;  denn  diese  Ordnung  ist  die  Gesamtheit  aller  Zahlen 
ay  für  welche  \-  a^\  ist^  eine  Gesamtheit,  zu  welcher  nach 
der  Definition  eines  Ideales  alle  Zahlen  in  g  gehören,  während 
j®  nach  Kap.  4,  Nr.  6  auch  nur  solche  Zahlen  enthalt.  Daher 
läßt  sich  die  Gleichheit  (63)  auch  durch  die  folgende: 

(54)  i  •  m  -  i^ 
ersetzen. 

Ist  femer  \'^A-y  nämlich   gleich    der   Gesamtheit    aller 

Zahlen  a,  fQr  welche  ja  ^  j^  ist,  so  zeigt  sich  leicht,  daß 
j^  •  f  »-  f  ist',  denn  erstens  ist,  da  \^  als  Ordnung  eines  Modulus 
die  Zahl  1  enthält, 

(55)  r  5-  j»i'; 

andererseits  folgt  aus  der  f&r  Y  bestehenden  Beziehung 

(56)  ij'  J-  i» 

durch  Multiplikation  mit  j^  und  mit  Bücksicht  auf  die  Gleich- 
heit i^i®—  i^  die  Beziehung  j|  •  j[®j['  ^  j®,  welche  lehrt,  daß  die 
Zahlen  in  \^\'  zu  den  zuvor  definierten  Zahlen  a  gehören, 
d.  h.  daß 

(57)  fr  5-  r 

ist  Verbunden  mit  (55)  ergibt  sich  hieraus  die  behauptete 
Gleichheit 

(58)  j«r=i'- 

Nunmehr  folgert  man  einerseits  aus  (54)  durch  Multipli- 
kation mit  1^  die  Gleichung 

derzufolge  J^m  J-  j'  ist,  andererseits  aus  (56)  durch  Multipli- 
kation mit  m  und  Beachtung  der  Gleichungen  (54)  und  (58) 
die  Beziehung  )'  <>-  i^m,  sodaß  man  endlich  findet 
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und^  indem  man  diese  Gleichung  mit  )  multipliziert  und  (54) 
in  Betracht  zieht,  die  Gleichung 

JJ  =  J", 

der  auch  die  Gestalt  gegeben  werden  kann 

(59)  jj'-9. 

Dies  vorausgeschickt,  seien  <^i;  <^^  *  -  -;  <>(«  die  Basiszahlen 
des  Ideals  j  und 

Nach  Kap.  4,  Nr.  6  besteht  der  Modulus  )'  aus  denjenigen 
Zahlen,  welche  den  Moduln 

gemeinsam  sind,  ebenso  also  der  Modulus  \  •  y  aus  den  Zahlen, 
welche  allen  Moduln 

(für  I  s  1,  8,  •  •  ■ ,  n) 

gemeinsam,  jedenfalls  also  Zahlen  in  g  sind.  Der  Modulus 
K'  ^K*  y  ^^  ^^  ^^  Modulus  ganzer  Zahlen  des  Körpers,  der 
die  Bedingung  erftült 

\  -9  =  1    r^ir-y-i  y^J  ; 

der  Modulus  X'  ist  also  ein  Ideal.  Aus  der  Gleichung  (59) 
aber  folgt  durch  Multiplikation  mit  y  die  andere 

\'\  -fly, 

also  gibt  es,  wie  der  fundamentale  Satz,  den  wir  zu 
beweisen  haben,  behauptet,  für  jedes  Ideal  }  ein  an- 
deres, welches,  mit  jenem  multipliziert,  ein  Haupt- 
ideal  hervorbringt. 

8.  Der  letztmitgeteilte  Dedekindsche  Beweis  dieses  Fun- 
damentalsatzes darf  als  der  Sachgemäßeste  bezeichnet  werden, 
weil  er  unmittelbar  und  ausschließlich  aus  dem  Ideenkreise 
geschöpft  ist,  welchem  der  Satz  selbst  zugehört.  Indessen 
kommt  einem  andern  Beweise,  den  man  Hurwitz  verdankt^). 


1)  A.  Hnrwitz,  Zur  Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  Göttinger 
Nachr.  1895,  Heft  3. 
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noch  der  Vorzug  zu^  daß  er,  ohne  auch  seinerseits  jenen  Ideen-- 
kreis  zu  verlassen  oder  größerer  Vorbereitungen  zu  bedürfen, 
sich  nur  eines  Satzes  bedient,  der  als  eine  Verallgemeinerung 
des  bekannten  Euclidischen  Verfahrens  zur  Aufsuchung  des 
größten  gemeinsamen  Teilers  zweier  rationalen  ganzen  Zahlen 
betrachtet  werden  darf,  und  so  die  Lehre  von  der  Teübarkeit 
der  algebraischen  ganzen  Zahlen  auf  eine  ganz  analoge 
Grundlage  stellt,  wie  diejenige,  auf  welcher  sie  für  die  ratio- 
nalen ganzen  Zahlen  beruht.  Zudem  basiert  jener  Satz  auf 
der  ganz  einfachen  Tatsache,  daß,  wenn  m  Zahlen  in  weniger 
als  m  Interyalle  verteilt  werden,  notwendig  in  wenigstens  eins 
dieser  Intervalle  mehr  als  eine  Zahl  hineinfallen  muß,  der- 
selben Tatsache,  aus  welcher,  wie  spater  genauer  dargestellt 
werden  wird,  Dirichlet  seine  allgemeine  Theorie  der  Ein- 
heiten entwickelt  hat. 

Der  genannte  Hurwitzsche  Grundsatz  besagt  Folgendes: 
Ist  5  eine  beliebige  Zahl  des  Körpers  -£^(A;  R)  vom 
Grade  n,  so  läßt  sich  eine  ganze  Zahl  fi  dieses  Körpers 
und  eine  positive  rationale  ganze  Zahl  h  so  be- 
stimmen, daß  die  Norm  der  Zahl  h^  —  fi  absolut  kleiner 
als  1  ist;  dabei  ist  h  nicht  größer  als  eine  positive 
ganze  Zahl  m,  welche,  von  g  unabhängig,  nur  vom 
Körper  selbst  bestimmt  ist.  Um  dies  zu  beweisen,  ver- 
stehe man  unter  den  Zahlen  cd^,  o^,  •  •  •,  o,  irgend  eine  ganz- 
zahlige Basis  des  Körpers,  sodaß  jede  Zahl  £  desselben  in  der 
Form 

mit  rationalen  Koeffizienten  r^  dargestellt  werden  kann.  Dann 
sei  k  eine  zunächst  unbestimmte  positive  ganze  Zahl  und  man 
bestimme  für  jeden  der  k"  +  1  Werte 

i  =  0,  1,  2,  3,  . .  •,  Ä'» 
die  ganze  Zahl 

des  Körpers  mit  ganzzahligen  q^  so,  daß  die  KoefSzienten  in 
der  Zahl 

(60)  it  -  /t<  =  (i>'i  -  Pi)©!  +  (*>8  -  P2)  »2  +  •  •  •  +  (ir^-Qn)  ^n 
sämtlich  zwischen  0  inklusive  und  1  exklusive  enthalten  sind; 
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auf  diese  Weise  erhält  man  Af  +  1  Zahlen.  Zerlegt  man  also 
das  Intervall  von  0  bis  1  in  die  A;  Teilintervalle 

^11  8  *-^         1 

^  k  '    k  k  '         ^        k  ^' 

indem  man  zu  jedem  einzelnen  Teilintervalle  seine  untere 
Grenze,  die  obere  Grenze  aber  zum  folgenden  rechnet,  so  gibt 
es,  da  jeder  der  n  Koeffizienten  in  (60)  jedem  dieser  Teilinter- 
valle zugehören  kann,  im  ganzen  k**  Möglichkeiten,  wie  die 
Koeffizienten  der  Zahlen  (60)  sich  auf  die  A;  Intervalle  ver- 
teilen. Daher  muß  diese  Verteilung  wenigstens  für  zwei  der 
Jc^  +  1  Zahlen  (60)  die  gleiche  sein,  und  wenn  demnach 

(61)  Äg  —  ^  =«  ^j©!  +  djcog  H f-  d^m^ 

die  Differenz  der  letzteren  zwei  Zahlen  bedeutet,  so  müssen 
die  sämtlichen  Koeffizienten  d^  derselben  numerisch  kleiner  als 

-jT-  sein,  während  h  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •,  i"  bedeutet. 

Aus  (61)  folgt  daher,   daß   der   absolute  Betrag   von   hl  —  fi 

gewiß  nicht  größer  ist,  als  y   mal  der  Summe  der  absoluten 

Betrage  der  Basiszahlen  ca^,  welche  m  heiße.  Bildet  man  aber 
die  zu  Ag  —  fi  konjugierten  Zahlen,. so  gilt  für  ihre  absoluten 
Beträge  Entsprechendes,  und  somit  wird  endlich  der  absolute 
Betrag  der  Norm  N{ki  —  fi)  kleiner  sein  als  eine  Zahl  52, 
welche  nur  durch  den  Körper  selbst  bestimmt  ist,  multipliziert 

mit    -pr.   Wird  daher  nun  die  bisher  beliebige  Zahl  A:>yß, 

etwa  als  die  zunächst  über  Y^  liegende  ganze  Zahl  gedacht, 
so  wird  die  Norm  von  h^  —  ^  absolut  kleiner  als  Eins  und 
der  behauptete  Satz  mithin  richtig  sein,  wenn  m  =  A:"  ge- 
wählt wird. 

Dies  nun  vorausgeschickt,  sei  j  ein  beliebig  gegebenes 
Ideal  des  Körpers  und  a  irgend  eine  von  Null  verschiedene 
Zahl  in  j|;  wir  setzen  zudem  voraus,  daß  ihre  Norm,  die  be- 
kanntlich eine  von  Null  verschiedene  rationale  ganze  Zahl  ist, 
möglichst  klein  sei,  sodaß  in  j|  keine  andere  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  vorhanden  ist,  deren  Norm  absolut  kleiner  ist 
als  N(a).    Ist  dann  a  irgend  eine  andere  in  ji  enthaltene  Zahl, 
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r 

80  ergibt  die  Anwendung  des  Hilfssatzes  auf  die  Zahl   g  =  — 

das  Resultat^  daß  es  eine  Zahl  ha  --  fia  gibt^  deren  Norm  ab- 
solut kleiner  ist  als  N(cc),  Diese  ganze,  dem  Ideale  )  an- 
gehörige  Zahl  muß   dann  dem  Gesagten  zufolge  gleich  Null, 

also  ,    , 

ha  =  (la 

d.  i.  ha'  durch  a  teilbar  sein.    Da  h  aber  eine  Zahl  der  Reihe 

1,  2,  3,  •  •  •,  m  bezeichnet,  so  muß  dann  auch,  ilf»l*2*3**-m 

gesetzt, 

Ma\ 

nämlich  jede  Zahl  des  Ideals  M\  durch  a  teilbar  sein.  Diese, 
sämtlich  durch  a  teilbaren  Zahlen  bilden  aber  offenbar  ein 
Ideal  von  der  Gestalt  a  -  '\\  wo  auch  i'  ein  Ideal  des  Körpers 
bedeutet,  und  man  erhält  daher  die  Gleichheit 

(62)  Jtf.j-aj', 

welche  die  Äquivalenz  der  beiden  Ideale  j,  f  aussagt.  Nun 
kommt  im  Ideale  M  •  j  auch  die  Zahl  M  •  a  vor,  der  Gleichung 
zufolge  also  die  Zahl  M  im  Ideale  }'.  Da  es  aber  (nach  Nr.  2) 
nur  eine  endliche  Anzahl  Ideale,  umsomehr  also  auch  nur  eine 
endliche  Anzahl  nicht  äquivalenter  Ideale  gibt,  in  denen  eine 
gegebene  rationale  ganze  Zahl  enthalten  ist,  lehrt  die  Gleichung 
(62)  den  Satz: 

Daß  jedes  beliebig  gegebene  Ideal  j  stets  einem 
von  einer  endlichen  Anzahl  von  nicht  äquivalenten 
Idealen,  welche  durch  die  nur  vom  Körper  abhängige 
ganze  Zahl  M  fest  bestimmt  sind,  äquivalent  ist. 

Diese,  die  Zahl  M  enthaltenden  Ideale  repräsen- 
tieren also  die  verschiedenen  Klassen  untereinander 
äquivalenter  Ideale  des  Körpers,  und  demnach  ist  die 
Anzahl  der  Idealklassen  endlich. 

Bezeichnet  jetzt  h  diese  endliche  Anzahl,  ao  ergibt  sich 
sogleich  die  Folgerung,  daß  unter  den  h  +  1  Idealen 

mindestens  zwei  einander  äquivalent  sein  müssen.  Sind  dies 
etwa  j**,  j*,  wo  s  >  r,  so  besteht  eine  Gleichung  von  der 
Form 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  18 
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y     if         ." 


wo  y',  y"  zwei  ganze  Zahlen  des  Körpen  bedeuten  und  welche, 
wenn  y  =^  ^  gesetzt  wird^  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

(63)  '  y.ir  =  jr.j.-r. 

Nun  bezeichne  man  mit 

die  Basiszahlen  bzw.  des  Ideales  j''  und  des  Ideales  i*"^.  Dann 
folgert  man  aus  (63)  zunächst,  daS  die  im  Ideale  y  •  ji''  ent- 
haltenen Zahlen 

sämtlich  homogene  lineare  Ausdrücke  der  Größen  cc^,c^y"yf^n 
sind  mit  Koeffizienten,  welche  dem  Ideale  )'"''  angehorig  also 
ganze  algebraische  Zahlen  sind,  und  hieraus  folgt  in  bekannter 
Weise,  daß  die  dem  Körper  angehörige  Zahl  y  eine  ganze,  d.  i. 
eine  Zahl  in  g  ist.  Andererseits  sind  der  Gleichung  (63)  zu- 
folge die  im  Ideale  zu  ihrer  Rechten  enthaltenen  Zahlen 

ßi^)    ßi^f    '  '  •}   ßi^n 
(•  =  1,  2,  ...,  «) 

sämtlich  homogene  lineare  Ausdrücke  der  Größen  ycci,yttf,''jya^ 
mit   ganzzahligen   Koeffizienten,   woraus    in    derselben    Weise 

folgt,  daß  jeder  der  Quotienten  -  eine  ganze  Zahl  y^  des 
Körpers  ist,  und  daß  also 

ist,  wenn  unter  )'  das  Ideal  mit  den  Basiszahlen  yi,yi,  "-fy^ 
verstanden  wird.     Demnach  nimmt  (63)  die  Gestalt  an 

r  '-^  r  •  1 

und  lehrt^  daß  die  Zahlen  a^,  o,,  •  •  *,  a^  homogen  und  linear 
durch  ebendieselben  Zahlen  darstellbar  sind  mit  Koeffizienten, 
welche  dem  Ideale  f  angehörig  sind;  die  Elimination  dieser 
Zahlen  ergibt  eine  Gleichung  mit  ebensolchen  Koeffizienten, 
deren  höchster  gleich  1  ist,  und  mit  der  Wurzel  1;  also  ist  1 
offenbar  eine  Zahl  des  Ideals  f,  das  Ideal  demnach  mit  g 
identisch  und  ..  , 
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Man  erschließt  also  den  Satz:  Für  jedes  Ideal  )  gibt  es  eine 
gewisse  positive  Potenz  i^,  welche  ein  Hauptideal  ist. 
Wenn  nun  fc>  1,  so  ist  j'=  j*"^  ein  Ideal;  mit  welchem  mul- 
tipliziert jl  ein  Hauptideal  wird;  für  k  =^  1,  d.  h.  wenn  j  selbst 
ein  Hauptideal  ist,  leistet  das  Ideal  Y  ^  Q  nach  der  Formel 
gj=»)  das  Gleiche.  Somit  gibt  es  immer  ein  Ideal  \', 
welches  mit  \  multipliziert  ein  Hauptideal  hervor- 
bringt; und  der  fundamentale  Satz  ist  aufs  neue  be- 
wiesen. 

9.  Wir  ziehen  aber  aus  der  letzten  Betrachtung  noch 
weitere  Folgerungen.  Ist  )*  die  niedrigste  Potenz  des 
Ideals  jl;  welche  ein  Hauptideal  ist,  so  erkennt  man 
zunächst  leicht;  daß  Ic  ein  Teiler  von  der  Anzahl  k  der 
Idealklassen  ist.     Denn  erstens  müssen  die  Potenzen 

(64)  j,  i»,  i«  •••,!* 

unter  einander  inäquivalent  sein,  da  aus  der  Äquivalenz  von 
zweien  derselben  eine  Gleichung  von  der  Form  (63)  und  aus 
ihr  eine  Potenz  )*';  deren  Exponent  k'  <Ck  wärC;  als  ein  Haupt- 
ideal hervorgehen  würde.  Wäre  nun  k<Ch,  so  gäbe  es  noch 
ein  Ideal  )';  welches  keinem  Ideale  der  Reihe  (64)  äquivalent 
wäre.     Dann  würden  die  Ideale 

(66)  i'i,  j'i*,  n*,  •  •  •,  n* 

sowohl  unter  sich;  als  auch  mit  den  Idealen  (64)  inäquivalent 
sein;  denn  aus  einer  Gleichung 

®  •  n  -  «  •  n 

erhielte  man  durch  Multiplikation  mit  einem  Ideale  i'\  für 
welches  j'j"  ein  Hauptideal  gy  wird,  die  andere: 

CD  y  .  f  —  ©  y  •  )[•; 

welche  die  Äquivalenz  zweier  Ideale  der  Reihe  (64)  aussagen 
würde ;  gegen  das  bereits  Bewiesene.  Desgleichen  folgte  aus 
einer  Gleichung 

durch  Multiplikation  mit  j*~''  und  in  Beachtung  des  Umstan- 
deS;  daß  )*  ein  Hauptideal  gy  ist;  die  andere 

'  i'  "      ik-i-a  —  r 

(D  y  •  i  =«  0)   •  j*+*   % 

18* 
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aus  welcher  die  Äquivalenz  des  Ideals  j'  mit  eiuem  Ideale  dei^ 
Reihe  (64)  hervorginge^  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Hier- 
nach ist  h  mindestens  gleich  2k.  Wenn  aber  h  >  2k  ist;  so 
gibt  es  noch  ein  Ideal  \'\  welches  weder  mit  einem  Ideale  der 
Reihe  (64)  noch  einem  der  Reihe  (65)  äquivalent  ist^  und  man 
schließt  daraus^  daß  die  k  Ideale 

(66)  i"i,  i"j»,  j"i',  •  •  •,  i"j* 

sowohl  untereinander  als  auch  mit  den  Idealen  (64)  inäqui- 
valent sind;  sie  sind  es  aber  auch  mit  den  Idealen  (65),  denn 
aus  einer  Gleichung 

oj  •  n  =  ö»  •  j  1 

erhielte  man  durch  Multiplikation  mit  )*"'  eine  Gleichung  von 
der  Form 

welche  der  Annahme,  daß  \'  mit  keinem  der  frühereu  Ideale 
äquivalent  sei,  widerspricht.  Deomach  ist  A  ^  3%,  usw.  Da 
auf  solche  Weise  die  endliche  Menge  der  nicht  äquivalenten 
Ideale  erschöpft  werden  muß,  findet  sich  A  als  Vielfaches  von 
k^  was  die  Behauptung  bestätigt. 

Da  nun  j*  ein  Hauptideal  ist,  so  folgt  hieraus  auch  j^ 
als  ein  Hauptideal,  oder  der  Satz:  Ist  h  die  Anzahl  der 
nicht  äquivalenten  Idealklassen,  so  ist  die  A^  Potenz 
eines  jeden  Ideales  ein  Hauptideal: 

(67)  j*  -  gy- 

Femer  gilt  der  Satz:  Aus  der  Gleichung 

(68)  j-i'=i-i", 

in  welcher  j,  j',  j"  drei  Ideale  des  Körpers  bezeichnen, 
folgt  stets  die  andere: 

(69)  j'-j"; 

denn,  ist  m  ein  Ideal,  für  welches  )  •  m  ein  Hauptideal  ^y  wird, 
so  folgt  aus  der  vorausgesetzten  Gleichung  durch  Mtdtiplikation 
mit  m  die  Beziehung 

d.i.  y\^y\'^  woraus  die  behauptete  Folgerung  fließt.  Ins- 
besondere schließt  man  also  aus  der  Gleichheit 
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stets,  daß  )'=  9  ist. 

Weil  die  Elasse,  zu  welcher  das  Produkt  zweier  Ideale 
gehört,  das  Produkt  der  Klassen  ist,  zu  denen  diese  Ideale  ge- 
hören, so  übertragen  sich  diese  Idealsätze  unmittelbar 
auf  die  Idealklassen,  sodaß  man  sagen  darf: 

Zu  jeder  Idealklasse  C  gibt  es  eine  andere  C  von  der 
Beschaffenheit,  daß  beider  Produkt  die  Hauptklasse  ist,  in 
Zeichen: 

(70)  CC'^H, 

Ist  demnach  für  drei  Idealklassen  ^,  JB,  C  die  Gleichung  er- 
füllt 

so  erschließt  man  daraus,  indem  man  sie  mit  C  multipliziert 

die  andere: 

A'CC'^BCC\ 
d.h. 

AH^BH 

oder  nach  (15)  die  Gleichheit 

A^B, 

Insbesondere  folgt  hiemach  aus  der  Gleichung 

AC^C^HC 

immer  A=^  H,  die  Umkehrung  des  in  der  Gleichung  (15)  aus- 
gesprochenen Satzes.  Nun  ergibt  sich  wegen  (67)  der  fernere 
Satz,  daß  die  h^  Potenz  jeder  Idealklasse  der  Hauptklasse 
gleich  ist: 

(71)  C*  =.  H. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (70),  indem 
man  schreibt 

so  erhält  man  aus  den  letzten  Resultaten 

(72)  C*-i«C", 

d.  h.  die  Klasse  C,  welche  der  Gleichung  (70)  Genüge 
tut,  ist  eine  durch  diese  Beziehung  charakterisierte, 
völlig  bestimmte,  nämlich  gegeben  durch  die  Formel 
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(72).  Sie  soll  die  zu  C  inveree,  reziproke  oder  ent- 
gegengesetzte Klasse  heißen. 

10.  Femer  seien  a^y  o,,  •  •  -^  a^  irgend  welche  gegebene 
ganze  algebraische  Zahlen.  Man  kann  stets  einen  endlichen 
Körper  ft  bilden^  welcher  sie  sämtlich  enthält,  z.  B.  indem  man, 
wie  in  Kap.  1,  Nr.  10  für  zwei  Körper  gezeigt  worden  ist,  all- 
gemeiner die  r  endlichen  Körper 

2r(«,;  R),  K(a,;  R),  ■  •  -,  jr(a,;  R), 

welche  durch  die  gegebenen  2iahlen  erzengt  werden,  mit  ein- 
ander zusammensetzt.  Für  diesen  Körper  ft  sei  h  die  Anzahl 
seiner  Idealklassen  und 

das  in  Analogie  mit  Kap.  4,  Formel  (20)  bestimmte,  in  £  ent- 
haltene Ideal.     Da  wegen  (67) 

(73)  i*  -  fly 

gesetzt  werden  kann,  wo  y  eine  ganze  algebraische  Zahl 
des  Körpers  ^  bedeutet,  und  da  in  )^  jede  der  Potenzen 
«1*,  a,*,  •  •  •,  a/  sich  findet,  so  muß  jede  von  diesen  durch  y 
und  demnach  jede  der  Zahlen  ai,  o^,  •  •  •,  a^  durch  die  Zahl 

Vy  '^  Yof  solche  nach  Kap.  1,  Nr.  3  ebenfalls  eine  ganze  Zahl 
ist,  teilbar  sein;  y^  ist  also  ein  gemeinsamer  Teiler  der  ge- 
gebenen Zahlen  und  daher  wird  auch  jeder  Teiler  Ton  y^  ein 
gemeinsamer  Teiler  von  ihnen  sein,  umgekehrt  aber  ergibt 
sich  aus  (73)  die  Zahl  y,  weil  in  j[*  enthalten,  gleich  einer 
homogenen  Funktion  A**'  Dimension  von  den  Grrößen  c^,  Og,--,«^ 
mit  algebraisch  ganzen,  dem  Körper  angehörigen  Koeffizienten, 
eine  Beziehung,  der  man  die  Form  geben  kann: 

(74)  y^a,ß,  +  a,ß,  +  '"  +  aj,, 

wenn  man  unter  ß^,  /3j,  •  •  •,  ß^  homogene  Funktionen  h—1^' 
Dimension  von  den  a^  versteht  mit  Koeffizienten,  welche  ganze 
Zahlen  in  ^  sind.  Ist  also  d  ein  gemeinsamer  Teiler  von 
fifj,  «2,  •  •  •,  a^,  so  wird  d*  aufgehen  in  y  =  y^,*,  mithin  d  in 
7o,  und  somit  jeder  gemeinsame  Teiler  jener  Zahlen  auch  um- 
gekehrt ein  Teiler  von  y^  sein.  Daher  stimmen  die  den  Zahlen 
^17  ^S7  ' '  '9  ^r    gemeinsamen   Teiler    völlig    überein    mit   den 
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sämtlichen  Teilern  der  Zahl  y^,  welche  man  wegen  (74)  dar- 
stellen kann  in  der  Form 


(75)  yo  =-  ^71  +  «ty»  H +  «rJ'i 


r> 


worin  y^y  y^,  -  -  -,  y^  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  jedoch,  so 
w^g  wie  die  Zahl  y^,  dem  Körper  R  anzugehören  brauchen. 
Für  irgend  welche  gegebene  ganze  algebraische  Zah- 
len cc^,  cc^,  ' '  'f  cc^  gibt  es  also  stets  eine  ganze  Zahl  yQ 
von  der  Form  (75)  und  Yon  der  Beschaffenheit,  daß 
ihre  sämtlichen  Teiler  völlig  identisch  sind  mit  den, 
den  gegebenen  Zahlen  gemeinsamen  Teilern.  In  Ana- 
logie mit  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie  wird  diese  Zahl  y^ 
der  größte  gemeinsame  Teiler  der  gegebenen  Zahlen 
genannt.  Ist  sie  eine  Einheit,  so  heißen  die  Zahlen  cc^,  ag,-*,«^, 
welche  dann  auch  nur  Einheiten  zu  gemeinsamen  Teilern  haben 
können,  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  und  werden, 
üalls  ihrer  nur  zwei  vorhanden  sind,  relativ  prim  genannt. 
Der  Gleichung  (75)  darf  in  letzterem  Falle  die  einfachere  Form 
gegeben  werden: 

(76)  «1^1  +  «2^8  =■  1- 

Zwei  relativ  prime  Zahlen  a^,  a^  sind  abo  gleichermaßen  durch 
den  Umstand  charakterisiert,  daß  sie  keine  anderen  gemein- 
samen Teiler  besitzen  als  Einheiten  (deren  jede  selbstverständ- 
lich ihnen  beiden  gemeinsam  ist),  wie  durch  die  Auflösbarkeit 
der  Gleichung  (76)  in  ganzen  algebraischen  Zahlen  y^y  y^. 

Hieraus  fließen  für  relativ  prime  algebraische  Zahlen 
ganz  analoge  Sätze,  wie  sie  für  solche  rationale  Zahlen  Gel- 
tung haben.    Z.  B.: 

Sind  cc^,  O)  relativ  prim  und  ist  das  Produkt  a^ß^, 
dessen  zweiter  Faktor  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist, 
teilbar  durch  a^,  so  muß  ß^  durch  o^  teilbar  sein.  Deim 
aus  (76)  folgt 

eine  Gleichung,  derzufolge  jeder  gemeinsame  Teiler  von  a^ß^ 
und  0^  notwendig  auch  in  ß^  aufgeht. 

Sooft  daher  sowohl  a^  als  auch  ß^  relativ  prim  ist 
zu  a^y  muß  es  auch  ihr  Produkt  sein,  denn  dann  haben 
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ß^f  o,  keine  yon  Einheiten  yerschiedene  gemeinsame  Teiler. 
Hieraus  folgt  allgemeiner:  Ist  jede  der  Zahlen  a^,  a^,  a^,  •  •  • 
relatiy  prim  zu  jeder  der  Zahlen  ß^y  ß^,  *  •  •,  so  ist  auch  das 
Produkt  Ton  beliebigen  der  ersteren  relativ  prim  zum  Pro- 
dukte von  beliebigen  der  letzteren  Zahlen.  Insbesondere  sind 
die  Potenzen  a'*,  ß*  mit  positiven  ganzen  Exponenten  relativ 
prim^  wenn  a,  ß  es  sind 

Ist  ferner  eine  Zahl  y  teilbar  durch  jede  der  zwei 
relativ  primen  Zahlen  a^,  cc^,  so  ist  sie  auch  teilbar 
durch  ihr  Produkt.  Denn,  setzt  man  y '^  cc^ßi,  so  muß,  da 
€C^ßi  teilbar  sein  soll  durch  cc^,  zu  wislcher  Zahl  a^  relativ 
prim  ist,  die  ganze  Zahl  ß^  teilbar  sein  durch  €c^y  etwa 
ß^  »  a^Sy  mithin  y  ^  a^a^  -  d,  wo  ö  eine  ganze  Zahl. 

Wenngleich  die  Analogie  mit  der  gewöhnlichen  Zahlen- 
theorie, wie  diese  Sätze  zeigen,  sich  weit  auch  in  die  Theorie 
der,  ohne  jede  Beschränkimg  gedachten,  gaozen  algebraischen 
Zahlen  hinein  erhält,  so  läßt  sie  doch,  wie  früher  bemerkt 
ist,  im  Stich,  sobald  man  nach  den  unzerlegbaren  Teilern 
einer  Zahl  forscht,  was  uns  veranlaßte,  uns  auf  die  Betrachtung 
der  Zahlen  eines  endlichen  Körpers  zu  beschränken;  und  wir 
kehren  daher  von  dieser  Abschweifung,  zu  der  wir  zuletzt 
uns  führen  ließen,  jetzt  wieder  zu  jenen  Zahlen  ausschließlich 
zurück. 

11.  Durch  den  nunmehr  verschiedentlich  bewiesenen  Fun- 
damentalsatz, für  welchen  an  späterer  Stelle  (Kap.  12,  Nr.  2 
und  3)  noch  ein  weiterer,  von  Hilbert  herrührender  Beweis 
gegeben  werden  soll,  ist  nach  Nr.  3  zugleich  festgestellt,  daß, 
wenn  ein  Ideal  c  in  einem  Ideale  a  enthalten  oder  wenn,  unserer 
Ausdrucks  weise  gemäß,  a  ein  Teiler  von  c  ist,  eine  Gleichung 
c  »  ab  angesetzt  werden  kann,  in  welcher  auch  h  ein  Ideal 
ist,  daß  mithin  a  dann  auch  ein  Faktor  von  c  ist.  Da  das 
Umgekehrte  nach  Nr.  1  ebenfalls  stattfindet,  so  ergibt  sich 
die  völlige  Identität  des  Begriffs  eines  Teilers  mit 
demjenigen  eines  Faktors  eines  Ideales.  Hiermit  ist  aber 
die  Gfrundlage  gewonnen  für  den  Nachweis,  daß  die  Gesetze, 
welche  die  Teilbarkeit  der  Ideale  eines  endlichen  Körpers 
f(A;  B)  beherrschen,  völlig  übereinstimmen  mit  dei^jenigen 
der  gewöhnlichen  Zahlentheorie,  daß  insbesondere  jedes  Ideal 
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auf  ganz  entsprechende  Weise  eindeutig  in  Primideale  zer- 
legt  werden  kann,  wie  die  natürlichen  Zahlen  in  Primfaktoren. 

Wir  entwickeln  zunächst  eine  Reihe  7on  Teilbarkeits- 
Sätzen,  za  deren  Begründung  dieser  Begriff  des  Primideales 
noch  nicht  erforderlich  ist. 

Ein  Ideal  b  heißt  ein  gemeinsamer  Teiler  mehrerer  Ideale 
Q,  b,  c,  *  •  •,  wenn  jedes  yon  diesen  in  b  enthalten  ist: 

aj-b,    bj-b,    cj-b,  •••; 

nach  Kap.  2,  Nr.  1  ist  b  dann  auch  ein  Teiler  des  größten 
gemeinsamen  Teilers  von  a,  6,  c,  •  •  •: 

(77)  a  +  b  +  c  +  •  •  •  J-  b. 

Nun  ist  das  Ideal  g  Teiler  eines  jeden  Ideales  ), 
da  j  in  g  enthalten  ist.  Haben  aber  mehrere  Ideale  a,  b,  C,  •  * 
außer  diesem  selbstverständlichen  Teiler  keinen  andern  Ideal- 
teiler gemeinsam,  so  sollen  sie  Ideale  ohne  gemeinsamen 
Teiler  und,  wenn  ihrer  nur  zwei  vorhanden  sind,  relativ 
prime  Ideale  genannt  werden.  Dann  kann  ihr  größter  ge- 
meinsamer  Teiler  a  +  b  +  C  +  •  •  •  auch  nur  gleich  g  sein,  und 
umgekehrt,  wenn  dies  ist,  so  erfüllt  wegen  (77)  jeder  gemein- 
same Idealteiler  b  von  a,  b,  c,  •  •  •  die  Bedingung  g  ^  b,  wäh- 
rend auch  b  ^  g  ist,  mithin  ist  b  =  g  und  a,  b,  c,  •  *  •  haben 
keinen  Teiler  gemeinsam  außer  g.  Demnach  sind  Ideale 
a,  b,  c,  •  ••  ohne  gemeinsamen  Teiler  durch  die  Gleichung 

(78)  a  +  b  +  c  + g, 

insbesondere  zwei  relativ  prime  Ideale  Q,  b  durch  die 
Gleichung 

(78*)  a  +  b  =  g 

charakterisiert. 

Sei  fär  beliebig  viel  gegebene  Ideale  a,  b,  c,  •  •  •  ihr  größter 
gemeinsamer  Teiler  b,  ihr  kleinstes  gemeinsames  Vielfache  m. 

Alsdann  gibt  es  erstens  Ideale  a',  b',  c',  •  •  •,  für  welche 
die  Gleichungen  bestehen: 

(79)  a  =  ba',    b  =  bb',    c«bc', -.., 
aus  denen  nach  Kap.  2,  Formel  (8) 

(80)  a  +  b  +  c  + b(a'  +  b'  +  C  +  •  •  •)> 
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d.  h,y  weil  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  b  identisch  ist; 
die  Gleichung 

b  =  b  •  (a'  +  b'  +  C  +  •  •  0; 

also 

(81)  a'  +  V  +  c'  + 8 

hervorgeht.  Erfüllen  umgekehrt  die  in  den  Gleichungen  (79) 
auftretenden  Ideale  a';  V,  c',  •  •  •  diese  Bedingung,  so  ergibt 
sich  aus  (80)  b  als  der  größte  gemeinsame  Teiler  yon  (i,h,C,  — 
Ist  also  b  größter  gemeinsamer  Teiler  der  Ideale 
a,  b,  c,  •  •  •,  so  sind  die  Ideale  a',  b',  c',  •  •  •  i^  den  Formeln 
(79)  Ideale  ohne  gemeinsamen  Teiler,  und  umgekehrt. 
Zweitens  darf  man,  da  tlt  in  jedem  der  Ideale  a,  b,  c,  •  •  • 
enthalten  ist, 

(82)  m  =  aa^  =  bbi  =  ccj  =  •  •  • 

setzen,  wo  a^,  b|,  Cj^,  •  •  •  Ideale  bedeuten.  Man  bezeichne  mit 
b    den  größten  gemeinsamen  Teiler  dieser  Ideale  und  mit  b' 

(s.  Nr.  7)  den  Modulus  yj  ^^  welchen  (Formel  (59)) 

(83)  b  •  b'  =  9 
ist.     Setzt  man 

Ol  =  ba',    bi  =  bb',    Ci  -=  b  •  c',  •  •  •, 

wo  auch  a',  V,  c',  •  •  -  Ideale  ohne  gemeinsamen  Teiler  be- 
zeichnen, so  folgt  aus  (82)  mit  Rücksicht  auf  (83) 

mb'  ==  aa'  =  bb'  =  cc'  «  •  •  •, 

folglich  mb'  als  ein  durch  jedes  der  Ideale  Q,  b,  C,  -  •  •  teilbares, 
d.  i.  in  allen  diesen  Idealen  und  daher  auch  in  ihrem  kleinsten 
gemeinsamen  Vielfachen  m  enthaltenes  Ideal,  in  Zeichen 

mb'  J-  m, 

woraus  durch  Multiplikation  mit  b 

m  5^  mb 

und,  da  umgekehrt  auch  mb  ^  m  ist,  die  Gleichheit 

m  =  mb 

und  folglich  b  ==  g  hervorgeht.  Ist  also  m  kleinstes  ge- 
meinsames Vielfache  der  Ideale  a,  b,  c,  •  -  -,  so  sind  die 


Die  Arithmetik  der  Eörperideale.  203 

Ideale  a^^  h^,  ^;  * '  *  i^  ^^^  Formeln  (82)  Ideale  ohne 
gemeinsamen  Teiler: 

(84)  Ol  +  6i  +  q  + Q. 

Ist  b  der  größte  gemeinsame  Teiler,  m  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  zweier  Ideale  a,  b,  so  ist  immer 

(85)  m  •  b  =  ab. 

Denn,  setzt  man  b  =  a  +  b  und  m  =  oa,  =  bbj,  wo  also 
öl  +  bj  =  9  ist,  so  folgt 

m  •  b  =  (a  +  b)  •  m  =  ab(ai  +  bj)  =  ab. 

Sind  also  a,  b  zwei  relativ  prime  Ideale,  so  ist  ihr 
kleinstes  gemeinsames  Vielfache  m  gleich  ihrem  Produkte: 

(86)  m  -  ab, 

denn  in  diesem  Falle  ist  b  =  g. 

Unter  derselben  Voraussetzung  ist  der  größte  ge- 
meinsame Teiler  von  a  und  bc,  wo  c  ein  beliebiges 
Ideal  ist,  gleich  dem  größten  gemeinsamen  Teiler  Ton 
a  und  c;  denn  aus  a  +  b  =  g  folgt  ac  +  bc  ==  c;  da  nun 
ac  ^  a  ist,  folgt  (Kap.  2,  Nr.  1)  oc  +  ö  =  a,.also  aus  der  Tor- 
hergehenden  Gleichung 

(87)  a  +  bc«a  +  c, 

eine  Beziehung,  in  welcher  die  Behauptung  des  Satzes  zum 
Ausdrucke  kommt. 

Ist  demnach  das  Ideal  a  relativ  prim  sowohl  zum 
Ideale  b,  wie  zum  Ideale  c,  so  ist  es  auch  relativ  prim 
zu  ihrem  Produkte  bc;  denn  in  diesem  Falle  ist 

a  +  bc  =  a  +  c  =  9, 

was  die  Aussäe  erhärtet.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses 
besonderen  Satzes  erhalt  man  sogleich  den  allgemeineren: 
Sind  a,  Qi,  Oj,  •  •  beliebig  viel  Ideale,  deren  jedes  zu 
jedem  der  beliebig  vielen  Ideale  b,  b^f  i^,  '  -  -  relativ 
prim  ist,  so  ist  auch  das  Produkt  der  ersteren  relativ 
prim  zum  Produkte  der  letzteren.  Z.  B.  ist  jede  positive 
ganze  Potenz  a*"  relativ  prim  zu  jeder  solchen  Potenz  b',  wenn 
a,  b  relativ  prime  Ideale  sind. 

Ist  unter  der  Voraussetzung  relativ  primer  Ideale 
a,  b  das  Produkt  bc  der  beiden  Ideale  b,  C  teilbar  durch 
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a,  80  mnfi  c  durch  a  teilbar  sein.  Denn  in  diesem  Falle 
bestellt  wegen  6c  ^  a  (nach  Kap.  2,  Nr.  1)  die  Gleichheit 
a  +  6c  »  a^  wodurch  aus  der  nach  der  Voraussetzung  gültigen 
Gleichung  (87)  die  Beziehung 

a  +  c  «  a, 

d.  h.  (nach  derselben  Stelle  des  zweiten  Kapitels)  die  folgende: 

c  J-  0 
hervorgeht. 

Ist  unter  der  gleichen  Voraussetzung  ein  Ideal  c 

durch  jedes  der  Ideale  a,  b  teilbar,  so  ist  es  dies  auch 

durch  ihr  Produkt  ah.     Denn  aus 

c  5-  a,  c  J-  6 
folgen  zwei  Gleichungen 

c  =»  aui,    c  =  bit, 

wo  m,  n  Ideale  bedeuten.  Da  hiemach  das  Produkt  6n  teilbar 
ist  durch  a,  muß  nach  dem  letzten  Satze  n  teilbar  durch  a^ 
mithin  n  »  a  *  q  sein,  wo  q  ein  Ideal.    Hieraus  folgt 

c  =  ab  .  q, 

w.  z.  b.  w.     (Vgl*.  Kap.  2,  Nr.  4,  Ende). 

Sind  immer  noch  a,  6  relativ  prime  Ideale,  so  wird 
au<^h  jeder  Idealteiler  a'  von  a  relativ  prim  sein  zu 
jedem  Idealteiler  V  von  6.  Denn  für  solche  Teiler  be- 
stehen die  Beziehungen 

a  5-  a',    6  J-  b', 
woraus  auch 

a  +  b  J-  o'  +  b', 

d.  h.  nach  der  Voraussetzung  Q  ^  a'  -f  b'  folgt,  und  da  auch 
umgekehrt  a'  +  b'  J-  g  sein  muß,  geht  die  Gleichui^  a'  +  b'  =  g 
hervor,  welche  die  Behauptung  als  richtig  erweist. 

12.  Es  ist  schon  bemerkt  worden,  daß  das  Ideal  g  Teiler 
jedes  andern  Ideals  und  so  auch,  da  jedes  Ideal  als  ein  Teiler 
von  sich  selbst  angesehen  werden  kann,  ein  Teiler  von  g  ist. 
Das  Ideal  g  hat  aber  keinen  Teiler  außer  sich  selbst,  denn 
wäre  g  ^  i,  so  folgte  in  Verbindung  mit  J  ^  g  die  Gleich- 
heit 1  =  g.  Aus  dieser  Rücksicht  wie  wegen  der  allgemeinen 
Beziehung  g)  »  j[  spielt  das  Ideal  g  bezüglich  der  Teilbarkeit 
der    Ideale    völlig    die    RoUe,    welche    in    der    gewöhnlichen 
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Zahleniheorie  der  Einlieit  zukommt.  Jedes  7on  g  yerschiedeue 
Ideal  )  hat  dagegen  mindestens  zwei  Teiler,  nämlich  j  und  g. 
Hat  nun  ein  Ideal  keine  andern  als  diese  zwei  selbst- 
yerständlichen  Teiler,  so  wird  es  ein  Primideal 
genannt. 

Ist  p  ein  Primideal,  so  ist  irgend  ein  anderes 
Ideal  jl  entweder  teilbar  durch  p  oder  relativ  prim  zu  p. 
Denn,  da  p  nur  die  beiden  Teiler  p  und  g  besitzt,  muß  der 
größte  gemeinsame  Teiler  yon  p  und  j  entweder  p,  also  ] 
durch  p  teilbar  sein,  oder  er  ist  g,  d.  k  es  besteht  die 
Gleichung 

p  +  i  =  9, 

welche  die  zweite  Alternative  zum  Ausdrucke  bringt. 

Ist   daher   ein  Produkt   zweier  Ideale  a,  6  teilbar 

durch  ein  Primideal  ^,  so  muß  auch  einer  der  Faktoren 

es   sein.    Denn,   wären  beide  Ideale  a,  i  relativ  prim  zu  p, 

so  wäre  dem  viertletzten  Satze  der  vorigen  Nummer  zufolge 

das  Produkt  ab  gegen  die  Voraussetzung  relativ  prim  zu  p; 

da  somit   eins   der  Ideale  a,  6  nicht  relativ  prim  zu  p  sein 

darf,  muß  es  durch  p  teilbar  sein.    Oder  auch  so:  Ist  a  nicht 

teilbar  durch  p,  so  ist  es  relativ  prim  zu  p,  d,  h.  es  besteht 

die   Gleichung   Q^  d  +  p,   aus   welcher   durch   Multiplikation 

mit  b  die  folgende: 

h  ^  ab +  bp 

hervorgeht;  dieser  zufolge  und  da  nach  Voraussetzung  ab  in  p 
enthalten  ist,  ergibt  sich  aber  die  Beziehung 

mithin  ist  dann,  der  Behauptung  entsprechend,  b  teilbar 
durch  p. 

Jedes  von  g  verschiedene  Ideal  }  besitzt  einen 
Primidealteiler.  Dies  leuchtet  ein,  wenn  )  selbst  ein  Prim- 
ideal ist.  Im  entgegengesetzten  Falle  hat  )  außer  den  Teilern 
g  und  j  noch  mindestens  einen  andern  Idealteiler  a,  sodaß 
i  ^  ^r  gesetzt  werden  kann.  Ist  f  noch  kein  Primideal,  so 
besitzt  es  wieder  einen  von  g  und  f  verschiedenen  Idealteiler  a\ 
sodaß  j^">  a'\"  und  folglich  ]  =^  aa'  - }"  gesetzt  werden  kann  usw. 
Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtung  muß  man  aber  endlich 
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zu  einem  Primidealteiler  von  \  geführt  werden,  denn  sonst 
könnte  man  setzen 

i  =  oa'a"...a('-»).i<o, 

während  i  beliebig  groß,  z.  B.  um  Eins  größer  ist,  als  die 
nach  Nr.  2  endliche  Anzahl  verschiedener  Teiler  von  j,  welche 
t  heiße;  dann  würden  aber  mehr  als  t  voneinander  verschiedene 
Teiler  von  j  vorhanden  sein,  da  die  t+1  Ideale 

a,  aa\  aa'a",  •  • .,  aa'.  •  •  o('-^),  aa' •  •  •  a('-*)a« 

nicht  aUein  offenbar  Teuer  von  ),  sondern  auch  unter  einander 
verschieden  sind,  indem  aus  der  Gleichheit  zweier  von  ihnen: 

aa'-  •  •  a^*-*)  =  aa'-  •  •  a(*-^>-  a^*)  •  •  •  a<*+*-*> 
die  Gleichung 

hervorginge,  welche  unmöglich  ist,  da  die  Ideale  a^*^,  • . .,  o^***"*"*^ 
von  g  verschieden  vorausgesetzt  worden  sind.  Somit  muß 
endlich  eins  der  Ideale  der  Beihe  )',  j",  f",  •  •  •  ein  Primideal  p 
sein,  also  j|  den  Primidealteiler  p  besitzen. 

Hieraus  folgt  aber  die  Zerlegung  des  Ideals  )  in  eine 
endliche  Anzahl  von  Primidealfaktoren.  Denn  zunächst  darf 
man  setzen  )  =»  p  -  )i-  Ist  nun  \^  schon  ein  Primideal  f)^,  so 
wäre  bereits  j[  »  ppi  die  gedachte  Zerlegung.  Andernfalls  ent- 
hält ii  einen  Primidealfaktor  p^,  sodaß  j^  ^  Piis;  mithin 
i  ==  PPi '  is  gesetzt  werden  kann.  Fährt  man  so  fort,  so  muß 
in  der  Beihe  der  so  sich  einstellenden  Ideale  j[|,  j,,  i^,  •  -  • 
endlich  ein  letztes  ein  Primideal  sein,  wie  durch  eine  der 
vorigen  vöUig  entsprechende  Schlußweise  einzusehen  ist.  Man 
erhalt  daher  schließlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

(88)  i  =  PM,  • . .  p„ 

in  welcher  sämtliche  Faktoren  Primideale  sind,  die  jedoch 
nicht  voneinander  verschieden  zu  sein  brauchen.  Geht  hieraus 
der  Satz  hervor,  daß  jedes  Ideal  in  eine  endliche  Anzahl  von 
Primidealfaktoren  zerlegbar  ist,  so  erkennt  man  leicht  weiter, 
daß  solche  Zerlegung  auch  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist. 
Denn,  gäbe  es  eine  zweite: 

(89)  i  ^  qq^q,  •  •  •  q„ 
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wo  wieder  sämtliclie  Faktoren  Primideale  bedeuten,  so  folgte 
die  Gleichnng 

(90)  pPi*>8---Vr^qqiqfq., 

der  zufolge  das  Produkt  zur  Linken  duroh  das  Primideal  q 
teilbar  wäre;  q  müßte  mithin  Teiler  eines  der  Primideale 
Pf  Vv  ' '  'j  Pry  ^^^  ^  Q  ^^^  9  verschieden  ist,  einem  dieser 
Ideale  gleich  sein.  Wäre  also  etwa  q  "»  p,  so  folgte  aus  (90) 
—  vgl.  den  auf  (68)  bezüglichen  Satz  —  die  einfachere 
Gleichung 

aus  der  durch  die  gleiche  Schlußweise  wieder  ein  Faktor  der 
linken  gegen  die  rechte  Seite  sich  heben  würde  usw.  Man 
erkennt  auf  solche  Weise,  ganz  wie  in  früheren  analogen 
Fällen,  die  yöllige  Identität  der  Zerlegungen  (88)  und  (89) 
und  darf  daher,  indem  man  noch  die  unter  eLoander  gleichen 
Primidealfaktoren  immer  zu  einer  Potenz  vereinigt,  den  fol- 
genden Hauptsatz  von  der  Teilbarkeit  der  Ideale  aus- 
sprechen: 

Ein  jedes  Ideal  \  kann  stets  und  nur  auf  eine  ein- 
zige, völlig  bestimmte  Weise  als  ein  Produkt  aus 
Potenzen  von  Primidealen  dargestellt  werden  in  der 
Form 

(91)  j  =  pa  .  pj,  .  po,  .  .  ,  po,^ 

WO  a,a^,a^f"'ya^  positive  ganze  Exponenten  bedeuten. 
13.  Dieser  allgemeine  Satz  gilt  selbstverständlich  auch 
fOr  den  besonderen  Fall,  wo  das  Ideal  j  ein  Hauptideal,  also, 
unter  y  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  verstanden,  )  »  g}'  ist. 
Da  nun,  wenn  das  Ideal  Qy  durch  jedes  der  Ideale  p'',  p^',  "',p^ 
teilbar,  d.  h.  in  jedem  dieser  Ideale  enthalten  ist,  das  Gleiche 
auch  von  der  Zahl  y  gilt,  und  umgekehrt,  so  darf  man  die 
Formel  (91)  von  dem  Ideale  Qy  auf  die  Zahl  y  übertragen 
und  sie  dahin  aussprechen:  daß  auch  die  ganze  Zahl  y 
des  Körpers  auf  eindeutige  Weise  als  Produkt  aus 
einer  endlichen  Anzahl  Potenzen  von  Primidealen 
darstellbar  sei.  Dies  Resultat  ist  aber  im  allgemeinen 
durchaus  von  der  Darstellung 

der  Zahl  y  als  Produkt  aus  einer  endlichen  Anzahl   unzer- 
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legbarer  Zahlen  des  Körpers,  deren  Möglichkeit  in  Kap.  4, 
Nr.  3  nachgewiesen  worden  ist,  zu  unterscheiden.  Letztere 
Zerlegung,  welcher,  wie  dort  bemerkt,  die  Eigenschaft  im  all- 
gemeinen abgeht,  die  einzig  mögliche  zu  sein,  wodurch  die 
Faktoren  sich  erst  als  die  eigentlichen  Elemente  der  Zer- 
legung bezeugen,  kann  eben  deshalb  der  gedachten  Zerlegung 
der  Zahl  y  in  Primidealfaktoren  dann  nicht  gleichbedeutend 
sein.  Nur  in  dem  Falle,  wo  diese  Primideale  lauter  Haupt- 
ideale, also  etwa 

sind,  unter  sr,  «^,  •  •  -,  x^  ganze  Zahlen  des  Körpers  verstanden, 
wird  die  Zerlegung  der  Zahl  y  in  das  Produkt 

ptfpji . . .  p^ 

von  Idealen  bis  auf  einen  Einheitsfaktor  mit  der  entsprechen- 
den Zerlegung  der  Zahl  y  in  unzerlegbare  Zahlen: 

y  =  ^äJ»  •  •  •  it^r 

in  der  Tat  identisch  sein,  denn  aus  Qy  »  gd  folgt,  daß  jede 
der  Zahlen  y^  d  ein  Vielfaches  der  anderen,  beide  also  einander 
assoziiert  sein  müssen. 

Wenn  dagegen  eins  der  Ideale,  etwa  das  Ideal  p  kein 
Hauptideal  ist,  so  ist  doch,  wie  Formel  (67)  lehrt,  p*  ein 
solches,  etwa 

(92)  p*  =  9«. 

Setzt  man  nun  yx  »  ß  und  nennt  tp  ii^end  eine  Zahl  des 
Ideals  f),  so  ist  ß  eine  ganze  algebraische  Zahl,  die  freilich 
nicht  dem  Körper  Jr(A;  R)  anzugehören  braucht,  und  9*  eine 
Zahl  des  Ideals  ))*,  wegen  (92)  also  teilbar  durch  x  =-  /S*,  mit- 
hin (p  teilbar  durch  /};  umgekehrt,  wenn  97  eine  ganze  Zahl 
des  Körpers,  welche  durch  ß  teilbar  ist,  so  ist  9*  eine  durch 
/J*  =  ;r  teilbare,  d.  h.  im  Ideale  ginr  =  p*  enthaltene  Zahl,  oder 
gqo*  =  (gg?)*  ist  ein  durch  das  Ideal  p*  und  demnach  gg?  ein 
durch  p  teilbares  Ideal,  d.  h.  tp  eine  Zahl  in  p.  Hiemach 
darf  das  Ideal  p  offenbar  als  die  Gesamtheit  aller  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  aufgefaßt  werden,  welche  durch  die  Zahl  ß 
teilbar  sind.  Nennt  man  diese  an  sich  zwar  wirkliche  ganze 
algebraische   Zahl    /3,    weil   sie   im   allgemeinen   dem   Körper 
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jr(A;  iZ)  nicht  angehört^  eine  ideale  Zahl  dieses  Körpers^ 
60  läßt  sich  jedem  Primideale  p  eine  bestimmte  ideale  Zahl  ß 
zuordnen,  mit  deren^  dem  Körper  angehörigen  Vielfachen  seine 
Zahlen  identisch  sind,  und  jeder  Potenz  des  Ideals  p  ent- 
spricht die  gleiche  Potenz  dieser  idealen  Zahl  ß.  Unter 
solchem  Gesichtspunkte  ist  dann  die  Zerlegung  des  Haupt- 
ideals Qy  oder  der  ganzen  Zahl  y  des  Körpers  in  Primideal- 
potenzen nach  der  Formel 

yöUig  gleichbedeutend  mit  ihrer  Zerlegung 

y^ßf».ß<'x...ß^ 

in  Potenzen  der  den  Primidealen  p,  Pi,  -  -,  Pr  ^^P*  zugeord- 
neten idealen  Zal^len  ß,  ß^,  •  •  -,  ß^. 

Man  beachte  dabei,  daß  hier  nichts  auftritt,  was  nicht 
wirklich,  vielmehr  nur,  wie  dies  bei  Kummers  idealen 
Teilern  der  Fall  war,  als  Fiktion  vorhanden  ist;  die  Idea- 
lität der  Zahlen  /},  /S^,  - '  •,  ßr  besagt  eben  nur  ihre  Nicht- 
zugehörigkeit zu  dem  gerade  der  Betrachtung  vorliegenden 
endlichen  Körper. 

14.  Hat  man  durch  die  Formel  (91)  ein  Ideal  j  in  seine 
Primidealfaktoren  zerlegt,  so  leitet  man  daraus,  ganz  wie  in 
der  gewöhnlichen  Zahlentheorie  für  eine  ganze  Zahl,  seine 
sämtlichen  Teiler  und  deren  Anzahl  her.  Ist  nämlich  b  irgend 
ein  Idealteiler  von  j,  also 

(93)  j  -  b  .  i', 

WO  auch  )'  ein  Ideal  bedeutet,  und  denkt  man  sich  das  Ideal  b 
in  seine  Primidealfaktoren  zerlegt,  so  muß  jeder  solcher  Faktor, 
da  er  im  Produkte  (91)  aufgeht,  in  einem  seiner  Primideal- 
faktoren aufgehen,  d.  h.  mit  einem  von  diesen  identisch  sein. 
Der  Teiler  b  von  )  kann  also  keine  anderen  PrimideaKaktoren 
haben,  als  j  selber  besitzt,  daher  muß 

(94)  b  =  p^pf^    "pfr 

sein,  wo  jeder  der  Exponenten  d^  positiv  oder  falls  der  Ideal- 
teiler Pf  kein  Teiler  von  b  wäre,  gleich  Null  ist,  und  jedenfalls 
nicht  größer  sein  kann  als  resp.  a^,  da  sonst  der  Primfaktor  p^ 
aus   der  linken   Seite   der  Gleichung   (93)   gehoben,   aber   in 

Bachixianu,  Zahlentheorie.    V.  14 
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ihrer  rechten  Seite  yerbleiben  würde,  was  unzulässig  ist  Da 
nun  unter  dieser  Beschränkung  der  Exponenten  d^  jedes  Ideal 
(94)  auch  umgekehrt  ein  Teiler  von  j|  ist^  weil  man  schreiben 
kann 

worin  die  einzelnen  Potenzen  positive  Primidealpotenzen  sind 
oder,  falls  df  =  a^  wäre,  durch  Eins  oder  durch  das  Ideal  g  zu 
ersetzen  wären,  so  ergibt  sich  das  Resultat:  Die  Formel  (94) 
gibt  sämtliche  Teiler  des  Ideals  |  und  nur  solche,  wenn 
man  darin  jeden  der  Exponenten  d^  die  Reihe 

d,^0,  1,2,3,  ...,a, 

(1  =  0.  1,  ?,  .  ...r) 

durchlaufen  läßt;  die  Anzahl  der  Teiler  des  Ideals  \ 
beträgt  daher 

(a+l)(ai  +  l)"-(^,  +  l). 

Offenbar  bildet  man  auch  genau  nach  denselben  Regeln, 
wie  in  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie,  aus  den  Zerlegungen 
mehrerer  Ideale  in  ihre  Primidealfaktoren  den  größten  gemein- 
samen Teiler  sowie  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der- 
selben. Beschränken  wir  uns  zum  Nachweise  auf  zwei  Ideale 
)  und  )',  und  denken  diese  in  ihre  Primidealpotenzen  zerlegt. 
Ihr  größter  gemeinsamer  Teiler  b  =  j  +  j'  kann  als  Teiler 
sowohl  Yon  )  als  yon  \'  nur  solche  Primidealfaktoren  besitzen, 
welche  beiden  Zerlegungen  gemeinsam  sind  und  darf  jeden 
derselben  höchstens  so  oft  enthalten,  als  er  sowohl  in  der  einen 
wie  in  der  anderen  Zerlegung  sich  findet;  demnach  ist  b  jeden- 
falls ein  Teiler  des  Produktes,  welches  aus  den  niedrigsten  in 
den  Zerlegungen  auftretenden  Potenzen  der  ihnen  gemeinsamen 
Primideale  gebildet  ist,  und  da  umgekehrt  dies  Produkt  offen- 
bar selbst  ein  gemeinsamer  Teiler  von  y  und  j|'  ist,  also  in 
ihrem  größten  gemeinsamen  Teiler  b  aufgehen  muß,  so  ist  es 
dem  letzteren  gleich.  Man  erhält  also  den  größten  ge- 
meinsamen Teiler  zweier  Ideale  \  und  f  aus  deren 
Zerlegungen  als  das  Produkt  aus  den  niedrigsten  in 
diesen  auftretenden  Potenzen  der  ihnen  gemeinsamen 
Primideale. 
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Da  ebenso  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  m  »  j|  —  f 
der  beiden  Ideale  sowohl  durch  )  als  durch  f  teilbar  ist;  muß 
es  durch  jede  Primidealpotenz,  welche  in  der  Zerlegung  des 
einen  oder  auch  des  andern  von  ihnen  Torhanden  ist,  teilbar 
sein,  also  jeden  in  diesen  Zerlegungen  auftretenden  Primideal- 
faktor mindestens  sooft  enthalten,  als  er  darin  sich  findet; 
m  ist  daher  durch  das  Produkt,  welches  aus  den  höchsten  in 
diesen  Zerlegungen  auftretenden  Potenzen  sämtlicher  darin  yor- 
handenen  Primideale  gebildet  ist,  teilbar.  Da  letzteres  aber 
andererseits  offenbar  sowohl  durch  j  wie  durch  f  teilbar  ist, 
also  als  gemeinsames  Vielfache  von  j  und  )'  durch  deren 
kleinstes  gemeinsames  Vielfache  m  aufgehen  muß,  so  ergibt  es 
sich  gleich  m.  Daher  findet  sich  das  kleinste  gemein- 
same Vielfache  zweier  Ideale  }  und  f  aus  deren  Zer- 
legungen als  das  aus  den  höchsten  in  diesen  auftreten- 
den Potenzen  aller  darin  yorhandenen  Primideale 
gebildete  Produkt. 

Hiernach  lassen  sich  nun  auch  die  sämtlichen  in  Nr.  11 
bewiesenen  Teilbarkeitssätze  und  mancherlei  andere,  welche 
denen  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie  yöUig  konform  wären, 
bestätigen  bezw.  herleiten;  wir  beschränken  uns  aber  auf  den 
nochmaligen  Nachweis  der  mit  (85)  übereinstimmenden  Formel: 

(95)  ö  +  n-ö-D-ii'- 

Ist  nämlich  p  irgend  eins  der  Primideale,  welche  in  den 
Zerlegungen  von  \  und  ]'  enthalten  sind,  so  bezeichne  p^  die 
höchste  darin  auftretende  Potenz  desselben,  die  eine  der  Prim- 
idealpotenzen in  der  Zerlegung  yon  \  —  f  ausmachen  wii*d. 
Ist  p  ein  Primideal,  welches  beiden  Zerlegungen  von  j|  und  \' 
gemeinsam  ist,  und  p*  die  niedrigste  der  darin  auftretenden 
Potenzen  yon  p,  so  tritt  p^  als  Primidealpotenz  in  der  Zer- 
legung yon  j  -|-  jl'  auf;  findet  sich  dagegen  p  nur  in  einer 
jener  Zerlegungen,  in  welchem  Falle  man  p*  =  p^,  wofür  auch 
Eins  oder  g  gesetzt  werden  darf,  als  die  niedrigste  in  diesen 
Zerlegungen  auftretende  Potenz  ansehen  kann,  so  tritt  es  in 
derjenigen  yon  )  +  f  nicht,  oder  ebenfalls  in  der  Potenz 
p*  =  p^  auf.  Demnach  enthält  die  linke  Seite  der  Gleichung  (95) 
yon  jedem  in  den  Zerlegungen  yon  \  und  j'  auftretenden  Prim- 
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idealfaktor  p  die  Potenz  p^+*  »  f)^  •  p*,  welche  ersichÜich  auch 
die  in  dem  Produkte  )  •  \'  auftretende  Potenz  dieses  Primideals 
sein  muß,  und  die  Gleichung  (95)  ist  somit  bestätigt. 

Hieran  schließen  wir  noch  folgende  Betrachtungen.  Be- 
reits ist  bemerkt  worden,  daß  ein  Ideal  Qy  dann  und  nur 
dann  in  einem  Ideale  a  enthalten  oder  durch  dasselbe  teilbar 
ist,  wenn  die  ganze  Zahl  y  des  Körpers  in  a  enthalten  ist, 
und  man  darf  daher  eine  solche  Zahl  y  immer  zugleich  mit 
dem  Hauptideale  Qy  teilbar^  resp.  nicht  teilbar  nennen  durch 
ein  Ideal  a.  Daher  werden  wir  auch  sagen:  der  größte  ge- 
meinsame Teiler  der  ganzen  Zahl  y  des  Körpers  und 
des  Ideals  Q  sei  der  größte  gemeinsame  Teiler  %y  +  d 
der  beiden  Ideale  Qy  und  a,  und  werden  y  und  a  relatiy 
prim  nennen,  wenn  die  beiden  Ideale  gy  und  a  es  sind, 
d.  h.  wenn  dieser  größte  gemeinsame  Teiler 

ist.  Somit  wären  dann  zwei  ganze  Zahlen  a^,  a^  des  Körpers 
relativ  prim  zu  nennen  dann  und  nur  dann,  wenn  die  beiden 
Hauptideale  gcf^,  ga,  es  sind.  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß 
diese  Definition  zweier  relatiy  primen  Zahlen  o^,  o,  mit  der  in 
Nr.  10  aufgestellten  völlig  identisch  ist.  In  der  Tat,  sind  ga^, 
gog  relatiy  prime  Ideale,  so  besteht  die  Gleichung 

(96)  9«i  +  9«f  =  9; 

daher  muß  die  in  g  enthaltene  Zahl  1  sich  darstellen  lassen  in 
der  Form 

^^  yi?  7%  ganze  Zahlen  des  Körpers  sind,  mithin  sind  o^,  o^ 
jener  Definition  gemäß  (vgl.  (76))  relatiy  prim.  Besteht  aber 
die  Gleichung  (96)  nicht,  ist  also  der  größte  gemeinsame  Teiler 
b  der  Ideale  ga^,  ga,  von  g  verschieden,  so  ist  das  in  ihrem 
kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  m  enthaltene  Ideal 

gaiOfg  =  g«!  .  gas  =  m-  b 

verschieden  von  m,  d.  h.  es  gibt  in  g  eine  Zahl  y^  welche 
gleichzeitig  durch  a^  und  durch  a^  und  doch  nicht  durch  a^a^ 
teilbar  ist;  daher  können  dann  a^,  a^,  jener  Definition  ent- 
sprechend, nicht   relativ  prim  sein  (vgl.  letzten  Satz  Nr.  10). 
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Die  Zahlen  a^ ,  a^  sind  also  relativ  prim  oder  nicht,  je  nachdem 
die  Hanptideale  Qa^,  Qa^  es  sind  oder  nicht  sind,  w.  z.  b.  w. 

15.  Wir  gehen  nun  dazu  über,  Kongruenzen  in 
bezug  auf  einen  Idealmodulus  zu  betrachten,  indem 
wir  wieder  zwei  ganze  Zahlen  a,  ß  des  Körpers  kon- 
gruent nennen  (mod.  m),  in  Zeichen: 

(97)  a  =  ß  (mod.  m), 

wenn  ihre  Differenz  im  Modulus  m  enthalten  ist.  Ist 
m  ein  Ideal,  so  zeichnen  derartige  Kongruenzen  vor  den  in 
bezug  auf  einen  beliebigen  Modulus  in  genommenen  durch  eine 
wichtige  Eigenschaft  sich  aus:  sie  dürfen  nämUch  mit  irgend 
einer  ganzen  Zahl  des  Körpers,  da  jede  solche  in  der  Ord- 
nung des  Idealmodulus  (s.  Nr.  7)  enthalten  ist,  und,  wenn 
zwei  oder  mehrere  solcher  Kongruenzen  für  denselben  Ideal- 
modulus vorliegen,  so  dürfen  auch  diese  mit  einander  multi- 
pliziert werden.  Denn,  wenn  für  m  =»  J  die  Kongruenz  (97) 
besteht,  also  a  —  ß  eine  Zahl  in  |  ist,  so  ist's  der  Definition 
eines  Ideals  zufolge,  unter  y  ii^end  eine  Zahl  in  g  verstanden, 
auch  die  Zahl  y(a  —  ß)  ^  ya  —  yß  und  folglich  ist 

(98)  ya  =  yß     (mod.  m). 

Desgleichen,  wenn  neben  der  Kongruenz  (97)  auch  die  folgende 
besteht: 

(99)  a=ß^     (mod.  m-i), 

so  gehören  a  —  ß  und  a  —  ß\  folglich  auch  die  Zahlen  (a  —  ß)a 
und  {cc'  —  ß')ß  und  daher  auch  die  Zahl 

(a  -  ß)cL  +  («' -  ß')ß  =  an  -  ßß' 

dem  Ideale  an,  d.  h.  es  ist 

(100)  aa=ßß'     (mod.  m). 

Umgekehrt  darf  man  aus  der  Kongruenz  (98)  für 
m  ^  )  die  Kongruenz  (97)  erschließen,  sooft  y  eine  zum 
Ideale  relativ  prime  Zahl  in  g  bezeichnet.  Denn  jener 
Kongruenz  zufolge  ist  das  Ideal 

9(ay-/Jy)  =  9y.g(a-/3) 

durch  das  Ideal  m  teilbar;   da  nun  nach  Voraussetzung   das 
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Ideal  Qy  znm  Ideale  m  relatiy  prim  ist^  muß  der  andere  Faktor 
q{€c  —  ß)  des  Produkts  durch  m  teilbar  sein,  d.  h.  a  —  ß  ist  in 
in  enthalten  oder  die  Kongruenz  (97)  erfüllt. 

Schon  in  Kap.  4,  Nr.  7  ist  die  Anzahl  (g^  ))  der  Klassen, 
in  welche  die  ganzen  Zahlen  des  Körpers  (mod.  j)  verteilt 
werden  können,  als  die  Norm  des  Ideales  benannt  und  durch 
das  Zeichen  92  (j)  ausgedrückt,  auch  gezeigt  worden,  daß  im 
besonderen  die  Norm  eines  Hauptideals  Qy  der  Absolutwert 
von  der  Zahlennorm  N(y)  ist.  Femer  ergibt  sich  aus  Kap.  2, 
Formel  (25)  die  Kongruenz 

(8;  i)  •  y,  <i-  i-  5R(i)  .  y  =  0     (mod.  j) 

für  jede  Zahl  y  in  q,  woraus  speziell  ftir  y  »  1  die  Kongruenz 

9i(j)  =  0    (mod.  j), 

d.  i.  der  Satz  hervorgeht,  daß  die  Norm  jedes  Ideales 
eine  Zahl  dieses  Ideales  ist. 

Nach  diesen  einfachsten  Bemerkungen  über  Kongruenzen 
im  allgemeinen  beweisen  wir  nun  folgenden  fundamentalen 
Satz: 

Sind  a,  b,  c,  •  •  •  beliebig  viel  Ideale  eines  Körpers, 
welche  zu  je  zweien  relativ  prim  sind,  so  sind  die 
gleichzeitigen  Kongruenzen 

(101)  o  =  a  (mod.  a),     co  =  /}  (mod.  b),     o  =  y  (mod.  c),  ••• 

in  denen  cc^  ß,  y,  -  -  -  Zahlen  in  g  bedeuten,  stets  durch 
eine  ebensolche  Zahl  cd  auflösbar,  und  alle  Auf- 
lösungen CO  sind  die  Zahlen  einer  einzigen  Klasse  kon- 
gruenter Zahlen  in  bezug  auf  den  Modulus 

vx  =  abc  •  •  • 

Dieser  Modulus  ist  einer  wiederholten  Anwendung  des  Satzes 
(86)  zufolge  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Moduln 
0,  b,  C,  •  •  •  d.  h.  die  Gesamtheit  der  Zahlen,  welche  all*  den 
letzteren  gemeinsam  sind.     Nun  kann  man  nach  Nr.  11 

(102)  ni  =  attj  =  bbj  «  cc^  =  •  •  • 

setzen,  während  für  die  Ideale  cii;  b^,  c^,  -  •  •  die  Gleichung  er- 

fÜUt  ist 

öl  +  b,  +  Cj  H «  g. 
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Infolge  dieser  Beziehung  gibt  es  ZaUen  oc^y  ßi,  ^i,  •  •  •  resp.  in 
^if  ^17  ^1?  *  •  •;  deren  Summe 

(103)  cC^  +  ß^  +  y^^ 1 

ist.  Wenn  nun  zuerst  cj  eine  Zalil  ist,  welche  den  Kongruenzen 
(101)  genügt,  so  gehören  die  Zahlen  (w  —  a)a^,  (<»  —  /?) /Si, 
(cj  —  y)yi,  ' '  '  bezw.  den  Idealen  aa^,  66^,  cq,  •  •  •  d.  h.  sämt- 
lich dem  Ideale  m  an,  es  folgen  also  die  Kongruenzen 

(Dttj  =  «a^,  co/Jj  =  ßßi,  coyi  =  yy^  •  •  •  (mod.  m) 

und  durch  ihre  Addition  mit  Rücksieht  auf  (103)  die  folgende: 

(104)  (o  =  aa^+  ßß^  +  y^i  H (mod.  m). 

Umgekehrt  aber  genügt  jede  Zahl  co,  welche  der  durch 
letztere  Kongruenz  bestimmten  Klasse  (mod.  m)  angehört,  den 
samtlichen  Kongruenzen  (101).  Aus  den  Gleichheiten  (102) 
folgt  nämlich,  da  das  Ideal  a  zu  jedem  der  Ideale  b,  c,  •  *  • 
prim  ist,  daß  die  Ideale  b^,  C^,  •  •  •  durch  a  teilbar,  mithin  die 
Zahlen  ß^y  y^^,  •  -  >  in  a  enthalten  sind.  Ist  also  o  durch  die 
Kongruenz  (104)  bestimmt,  so  folgt,  da  jede  in  tn  enthaltene 
Zahl  auch  in  a  vorhanden  ist,  dieselbe  Kongruenz  auch  (mod.  a) 
und  alsdann  daraus  die  einfachere 

€3  ^  aaj^     (mod.  a) 

und,  da  Oj  wegen  (103)  kongruent  1   ist  (mod.  a),  noch  ein- 
facher 

05  =  a     (mod.  a). 

In  gleicher  Weise  aber  zeigen  sich  auch  die  übrigen  der 
Kongruenzen  (104)  befriedigt;  die  Formel  (104)  lehrt  also 
nicht  nur  deren  Möglichkeit,  sondern  gibt  auch  ihre  vollstän- 
dige Auflösung  an. 

Dieselbe  Formel  (104)  liefert  ein  vollständiges 
Restsystem  für  die  Zahlen  cd  in  g  (mod.  m),  wenn 
^7  ß>y7 ' '  '  ^esp.  vollständige  Restsysteme  dieser  Zahlen 
in  bezug  auf  die  Moduln  a,  b,  C,  •  •  •  durchlaufen.  Denn 
erstens  liefert  jede  der  Restkombinationen  a,  ß,  y,  -  -  -,  wie 
gezeigt,  durch  die  Formel  (104)  einen  bestimmten  Rest  (o 
(mod.  m);    zweitens    entsprechen    zwei    verschiedenen   Rest- 
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kombinatioDen  ccy  ß,  y,  -  - '  und  «',  ß^,  y\'  '  -  &uck  yerschiedene 
Reste  (mod.  m),  da  ans  der  Eoiigruenz 

a«!  +  /J/Si  +  .  •  •  =  «'«1  +  /J'/Si  H (mod.  nt) 

in  der  zuvor  angegebenen  Weise  sich  a^a  (mod.  a),  /J'=/J 
(mod.  6),  •  •  •  ergäbe;  drittens  aber  muß  so  auch  jeder  der 
verschiedenen  Reste  (mod.  m)  erhalten  werden,  da  notwendig 
jeder   2ahl   cd    in   g    eine    bestimmte    der    Restkombinationen 

^9  ßf  79  '  '  '  zugehört. 

Nun  haben  zwei  (mod.  a)  kongruente  Zahlen  a,  (o 
immer  den  gleichen  größten  gemeinsamen  Teiler  mit 
a,  sodaß 

(105)  ga  +  a  «=  gcj  +  a 

ist.  Denn,  wenn  a^,  aj,  o^?  ^  Zahlen  in  a  bezeichnen,  so  er- 
geben sich  aus  der  Annahme,  nach  welcher  co  ^  a  +  a^  gesetzt 
werden  kann,  für  jede  Zahl  y  in  Q  die  Gleichungen 

ya  +  «1  =  y(cD  —  «o)  +  «i  =  J'^'  +  «8 
ycD  +  Og  =  y(a  +  «o)  +  «8  =•  y«  +  ««> 
woraus  die  Beziehungen 

ga  +  aj-floj  +  a 

go+as-ga  +  a 

also  die  Gleichung  (105)  hervorgeht. 

Hiernach  werden  sämtliche  Zahlen  einer  Klasse 
(mod.  a)  relativ  prim  zu  a  sein,  wenn  eine  von  ihnen 
es  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  nehmen  wir  jetzt  an,  die  in  den 
Kongruenzen  (101)  gegebenen  Zahlen  a,  ß,  y,  -  -  -  seien  bezw. 
zu  den  Moduln  a,  b,  C,  •  -  •  relativ  prim.  Dann  wird  auch  ihre 
durch  (104)  angegebene  Lösung  o  relativ  prim  zu  m,  nämlich 

ga}  +  m  =  g 

sein.  Denn  sonst  hätte  go  mit  m  einen  von  g  verschiedenen 
größten  gemeinsamen  Teiler,  mithin  auch  einen  Primidealfaktor 
p  gemeinsam,  der  in  einem  der  Ideale  a,  6,  c,  •  •,  etwa  in  a 
aufgehen  müßte,  und  da  (o  =  a  (mod.  a)  ist,  müßte 

gc  +  a  =  ga  +  a{-p 
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sein^  während  es  doch  nach  Voraussetzung  gleich  g  ist.  Aber 
auch  umgekehrt  müssen  a,  ß,  y^  •  -  -  zu  ihren  bezüglichen 
Moduln  relativ  prim  sein,  damit  o  prim  sei  zu  nt;  denn,  so- 
bald auch  nur  eine  jener  Zahlen,  etwa  cc  mit  dem  bezüglichen 
Modulus  a  einen  yon  g  verschiedenen  größten  gemeinsamen 
Teiler  b  hätte,  mithin  gaj  +  a  =  ga  +  a  =  b  wäre,  würde 

g©  +  m  J-  90  +  a  d.  i.  J-  b 

sein,  also  nicht  gleich  g  sein  können,  m  wäre  also  nicht  relativ 
prim  zu  itt.     Wir  schließen  daher  den  Satz: 

Die  Lösung  (104)  der  Kongruenzen  (101)  ist  dann 
und  nur  dann  relativ  prim  zu  nt,  wenn  die  Zahlen 
ccyß,y,'"  sämtlich  relativ  prim  sind  bezw.  zu  a,b,  c, •••• 
Nennt  man  daher  allgemein  9(111)  die  Anzahl  der- 
jenigen Klassen  (mod.  m)  kongruenter  Zahlen  in  g,  deren 
Glieder  relativ  prim  sind  zu  nt,  so  besteht  die  Be- 
ziehung 

(106)  (p(m)  =  g)(a)  •  (p(h)  •  ^(c)  •  •  •, 

sooft 

nt  s»  a  •  b  •  c  •  •  • 

eine  Zerlegung  des  Ideals  m  in  relativ  prime  Faktoren 
bedeutet. 

16.  Aus  diesen  allgemeinen  Resultaten  fließt  eine  glänze 
Reihe  anderer  Sätze,  die  zunächst  entwickelt  werden  sollen. 
Vor  allem  wird  der  folgende  Satz  behauptet: 

Sind  a,  b  beliebige  Ideale,  so  gibt  es  eine  Zahl  co 
in  g,  für  welche 

(107)  ab  +  go  -  a 

ist.     Um  dies  zu  beweisen,  sei,  in  Primidealpotenzen  zerlegt, 

ab  =  p^'Pi*' '  •  •  Pr'"'"} 
da  a  ein  Teiler  von  ab,  so  hat  es  die  Form 

a  =  p^'p/i . . .  p/r^ 

worin  die  Exponenten  df  positive  ganze  Zahlen  <^  a^  oder  Null 
sind.  Man  wähle  nun  für  jeden  der  Indizes  1  ==  0,  1,  2,  •  •  •,  r 
eine  Zahl  a^,  welche  in  p/*'  aber  nicht  in  p/*"*'^  enthalten  ist. 
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was  möglich  ist,  da  dieser  Modulus  nur  einen  Teil  von  jenem 
ausmacht;  falls  d^  =  0,  kommt  diese  Wahl  von  a^  darauf  hin- 
aus, f£lr  a^  eine  nicht  im  Ideale  p^  enthaltene  ganze  Zahl  zu 
nehmen.     Dann  ist  jede,  die  Kongruenzen 

(108)  (D  =  a  (mod.  p^+*),    (a  =  a^  (mod.  pi^^  +  0; '  '  'y 

o~a^  (mod.))/'-+^) 

erfüllende  Zahl,  wie  es  deren  nach  dem  allgemeinen  Satze  der 
vorigen  Nummer  gibt,  da  die  Moduln  der  Kongruenzen  relativ 
prim  sind,  eine  Zahl,  wie  der  Satz  sie  behauptet.  In  der  Tat, 
wenn  die  Zahl  cd  den  Kongruenzen  (108)  genügt,  so  erfüllt 
sie  auch  die  Kongruenzen 

o  =  a  (mod.  p**),  o  =  «j  (mod.  p/'),  •  •  •  cd  :^  «^  (mod.  p/^), 

d.  h.  CD  also  auch  gc?  ist,  wie  die  Zahlen  a^,  in  den  unter- 
einander relativ  primen  Idealen  f)/*  und  daher  auch  (Nr.  11,  vor- 
letzter Satz)  in  ihrem  Produkte  a  enthalten  oder  teilbar  durch  a. 
Das  Ideal  gco  hat  aber  keins  der  Primideale  p^  von  ab  öfter 
zum  Faktor  als  a,  da  keine  der  Zahlen  «^  =  0  ist  (mod.  p.''*"*'^); 
demnach  muß  in  der  Tat  a  der  größte  gemeinsame  Teiler  von 
gcD  und  ab  sein,  wie  behauptet. 

Man  bemerke,  daß,  wenn  cd  eine  die  Bedingung 
(107)  erfüllende  Zahl  ist,  zugleich 

(109)  ab  -  gcD  =  b(o 

sein  muß.     Denn  nach  (95)  besteht  die  Beziehung 

(ab  +  gco)  •  (ab  —  gcD)  =  ab  •  gcD, 

aus  welcher  da;»  G^s^e  hervorgeht. 

Hieraus  schließen  wir  weiter  den  Satz,  daß  die  Norm 
eines  Produkts  zweier  Ideale  gleich  dem  Produkte  aus 
den  Normen  seiner  Faktoren  ist,  in  Zeichen: 

(110)  SR(ab)==SR(a).S»(b). 

Wählt  man  nämlich  die  Zahl  cd  der  Gleichung  (107)  ent- 
sprechend,  sodaß  auch  (109)  besteht,  so  folgt  aus  den  Formeln 
(19)  und  (20)  des  zweiten  Kapitels 

(111)  ^^""^  ^^^  ^  ^^"^  ■*■  ^^'  ^^^  ^  ^^'  ^^^ 
(gcD,  ab)  =  (gcD,  ab  —  gco)  =  (gco,  bco), 
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welch'  letzterer  Ausdruck,  wie  leicht   einleuchtet,   mit  (g,  b) 

gleich  ist,  da  f&r  Zahlen  o:,  ß,  welche  (mod.  h)  kongruent  sind, 

offenbar  die  Produkte  cko,  ßcj  (mod.  bco)  kongruent  sind,  und 

umgekehrt.     Da  ferner 

ab  J-a  J^g 

ist,  folgt  nach,  der  Formel  (21)  ebendaselbst 

(9;  öb)  -  (g,  a)  •  (a,  ah), 
und  da  aus  (111)  sich 

(111")  (a,  ab)  =  (9,  B) 

ergibt,  geht  die  Gleichung 

(9.  a6)  ==  (9;  ö)  •  (9;  6) 

hervor,  welche  mit  (HO)  übereinstimmt. 

Die  Formel  (HO)  ermöglicht  nun  in  Verbindung  mit 
(106),  den  Wert  der  zahlentheoretischen  Funktion  ^(m)  mittels 
der  Primideale,  aus  welchen  m  selbst  zusammengesetzt  ist, 
anzugeben.     Wenn 

(112)  m  =  p'^pi«»  •  •  •  p/r 

gedacht  wird,  so  genügt  es  nach  der  Formel  (106),  die  Funk- 
tion g>{p^)  zu  bestimmen,  welche  die  Anzahl  der  zu  p^  primen 
Klassen  (mod.  p^)  kongruenter  Zahlen  in  g  bezeichnet.  Alle 
Zahlen  in  g  sind  aber  entweder  relativ  prim  zu  p*  oder  teil- 
bar durch  p,  d.  h.  im  Ideale  p  enthalten,  und  da  für  die  Zahlen 
einer  Klasse  der  größte,  also  auch  jeder  mit  dem  Modulus 
gemeinsame  Teiler  immer  allen  gemeinschaftlich  ist,  zerfallen 
die  sämtlichen  (g,  p^)  Klassen  der  Zahlen  in  g,  welche  für 
den  Modulus  p**  vorhanden  sind,  in  die  q>{p^)  Klassen  der  zu 
p^  relativ  primen  und  in  die  (p,  p^)  Klassen,  in  welche  die 
durch  p  teilbaren  Zahlen  sich  (mod.  p^)  verteilen,  sodaß  die 
Grleichung  besteht 

(113)  (g,  r)  =  <p(r)  +  (p;  r). 

Da  aber  p''  <^  p  ^  g  ist,  so  gilt  nach  Kap.  2,  Formel  (21)  die 
Beziehung 

(9;  r)  -  (9,  p)  •  ip,  r); 

der  auch  die  Form 
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gegeben  werden  kann  und  aus  welcher,  da  nach  (110) 

ist,  sich 

ergibt.    Infolge  dieser  Gleichung  liefert  (113)  die  Bestimmang 
(114)  y(r)-9l(l>)--5R(p)«-S 

eine  Gleichung,  der  man  die  ähnlichen 


viP)  -  SR(P)  -  1 
an  die  Seite  stellen  darf,  insbesondere  die  letzte,  da  in  der  Tat 
die  sämtlichen  Zahlen  in  g  (mod.  p)  in  die  zu  p  relativ  primen 
und   die   in   p   enthaltenen,   welche  nur  eine  Klasse  (mod.  p) 
liefern,  zerfallen.  Hieraus  entnimmt  man  zunächst  die  Gleichung 

1  +  <p(p)  +  9(p')  +  •  •  •  +  9(r)  =  5R(p«). 

Ebenso    findet    sich    f&r    die   andern   Primideale   der  Formel 

(112) 

1  +  <p(pi)  +  <p(Pi*)  +  •  •  •  +  9(Pi"0  -  aiCwO 

1  +  9iPr)  +  'PiPr')  +  •  •  •  +  9'(PA)  =  9i(»'r"')- 

Die  Multiplikation  dieser  r  +  1  Gleichungen  mit  einander  er- 
gibt links  als  allgemeines  Glied  den  Ausdruck 

wo  die  Exponenten  d^  wie  in  der  Formel  (94)  bestimmt  sind, 
d.  h.  der  Gleichung  (106)  zufolge  den  Ausdruck  ^(b),  unter  b 
jeden  Teiler  von  m  yerstanden;  die  ganze  linke  Seite  der  ent- 
stehenden Gleichung  ist  also  die  auf  alle  diese  Teiler  b  von  m 

erstreckte  Summe  ^  9>(b),  während  die  rechte  Seite  nach 
(110)  gleich  yi{m)  ist.    Man  findet  daher  die  Beziehung 

(115)  29(b)  =  5«(m), 

welche  einer  bekannten,  auf  die  Eulersohe  Funktion 
9(m)  bezüglichen  Formel  der  gewöhnlichen  Zahlen- 
theorie vollkommen  analog  ist. 
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Ferner  aber  ergibt  sieh  aus  (114)  für 
9(jn)  =  q>{p^)  •  9)(PJ0  •  •  •  9(p?r) 
der  folgende  Ausdruck 

(116)  ^(m) »  m)  ■  (i  -  4) (1  -  «^)  •  •  •  (1  -  4;))' 

eine  Formel,  welche  ebenfalls  das  getreue  Analogon  f£Lr  die 
Formel  ist,  durch  welche  die  Anzahl  der  zu  einer  ganzen 
rationalen  Zahl  m  relativ  primen  Reste  oder  Klassen  kon- 
gruenter Zahlen  (mod.  m)  aus  den  Primfaktoren  Ton  m  be- 
stimmt wird. 

17.  Mit  dem  ersten  Satze  voriger  Nummer  ist  ein  anderer 
völlig  gleichbedeutend,  den  wir  folgendermaßen  aussprechen: 
Sind  a,  h  beliebige  Ideale  eines  Körpers,  so  läßt  sich 
Q  stets  durch  Multiplikation  mit  einem  zu  6  relativ 
primen  Ideale  m  in  ein  Hauptideal  verwandeln.  In  der 
Tat,  bestimmt  man  eine  Zahl  a>,  wie  sie  jener  Satz  angibt,  so 
ist  der  Oleichung  (107)  gemäß  gci^a,  so  daß  man  setzen  kann 

gcD  =  a  •  m, 

worauf  jene  Gleichung  die  Form  annimmt 

Ci{i  +  m)  =  a, 
also 

h  +  vx^Q, 

d.  h.  6  und  m  als  relativ  prime  Ideale  ergibt;  der  neue  Satz 
folgt  also  aus  dem  früheren.  Aber  auch  umgekehrt;  denn, 
gibt  es  ein  zu  6  relativ  primes  Ideal  tn  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  am  ein  Hauptideal  qg)  wird,  so  wird,  da  6  +  tn  »  g  ist, 

ab  H-  go  =  0  b  -f  am  =  a(6  +  m)  =  a, 

o  also  eine  Zahl,  wie  der  frühere  Satz  sie  behauptet. 

Weiter  erkennt  man  nunmehr,  daß  jedes  Ideal  a 
als  größter  gemeinsamer  Teiler  zweier  Hauptideale 
dargestellt  werden  kann.  Ist  nämlich  a  irgend  eine  in  a 
enthaltene  (von  Null  verschiedene)  Zahl,  so  ist  auch  Qa^  a, 
es  besteht  folglich  eine  Oleichung  ga  "»  ab,  in  welcher  auch 
b  ein  Ideal  ist;  wird  nun  die  Zahl  C9  den  vorigen  Sätzen 
gemäß  gewählt^  so  ergibt  sich 

ab  +  g«,    d.  i.    ga  +  goj  ==  a. 
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wie  behauptet.  In  der  Bezeichnungsweise  des  3.  Kapitels 

drückt  dieser  Satz  sich   dahin  aus^  daß  jedes  Ideal  in 

der  Form 

{a,  cd} 

dargestellt  werden  kann,  worin  a,  m  ganze  Zahlen  des 
Körpers  sind. 

Bei  der  Bedeutung  dieses  Satzes  mag  es  erwünscht  sein^ 
noch  eine  zweite  Herleitung  desselben^  wie  Hurwitz^)  sie 
gegeben  hat^  kennen  zu  lernen.  Sie  beruht  auf  folgendem 
Hilfssatze: 

Sind  ccj  ßy  y  drei  ganze  Zahlen  des  Körpers^  unter  denen 
a  nicht  Null  ist,  so  gibt  es  eine  ganze  Zahl  X  des  Körpers 
Yon  der  Beschaffenheit,  daß 

(117)  1«,  Äy}  -  {a,/5  +  Ay} 

ist.  Man  darf  zum  Beweise  auch  ßy  y  von  Null  verschieden 
voraussetzen,  da  für  ^  «  0  die  Formel  selbstverständlich  ist, 
für  /3  =  0  aber  durch  >L  =  1  erfüllt  wird.  Bei  solcher  Vor- 
aussetzung darf  man  dann  setzen 

(118^  8«  =  t>tt;   fl/'^i)^;   8y  =  bc, 

unter  b  das  Ideal  {a,  ßy  y\  verstehend,  welches  den  größten 
gemeinsamen  Teiler  der  genannten  drei  Hauptideale  ausmacht, 
während  a,  b,  C  drei  Ideale  bezeichnen,  für  welche 

(119)  a  +  6  +  c  =  9 

ist.  Wenn  nun  etwa  a  =«  g  ist,  so  wird  nach  der  ersten  der 
Formehl  (118) 

wofür,  da  der  zweiten  jener  Formeln  zufolge  /}  in  b  enthalten, 
d.  h.  ein  Vielfaches  von  a  ist,  auch 

geschrieben  werden  kann;  demnach  findet  in  diesem  Falle  für 
A  =  0  der  Satz  statt.  Ist  dagegen  a  von  g  verschieden,  so 
sei,  in  Primidealpotenzen  zerlegt, 

t)  Hurwitz,  zur  Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  Götting. 
Nachr.  1896. 
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und  pfi  die  höchste  Potenz  Ton  p^,  welche  in  b  aufgeht,  so- 
daß  d^  ==  0,  wenn  etwa  b  den  Primidealfaktor  p^  nicht  besitzt; 
endlich  bezeichne  k^  die  Null  oder  die  Eins,  jenachdem  das 
Ideal  qß,  welches  wegen  (118)  durch  pf«  aufgeht,  durch  pf«'*"* 
nicht  teilbar  oder  teilbar  ist.  Es  leuchtet  ein,  daß,  wenn  A,-  ==  1^ 
das  Ideal  Qy,  welches  ebenfalls  durch  pf*  teilbar  ist,  nicht 
durch  pf»"*"^  aufgehen  kann,  da  dann  selbst  für  d^-^0  die 
Ideale  Q,  b,  c  entgegen  der  Gleichung  (119)  den  Teiler  p^  ge- 
meinsam hätten.  Demnach  findet  für  jeden  Index  i  -  0, 1, 2,  •  •  • ,  r 
die  Kongruenz 

zwar  (mod.  Pf«),  aber  nicht  (mod.  pf»+*)  statt.  Bestimmt  man 
also  eine  Zahl  A,  welche  die  Kongruenzen 

A  =  Ao  (mod.pf»  +  ^),  A  =  A^  (mod.pj^  + 1),  •  • .,  A  =  A^  (mod.pj!r.+  *) 

erfüllt,  so  wird  die  ganze  Zahl 

ß  +  ky 

durch  jede  der  in  b  aufgehenden  Primidealpotenzen  pf*  aber 
durch  keine  höheren  teilbar  sein,  sodaß,  wenn 

iiß  +  Ay)  =-  b  •  n 
gesetzt  wird,  das  Ideal  n  keinen  Primteiler  Ton  a  mehr  besitzt, 
also  a  +  tt  »  g  ist.    In  Beachtung  der  Gleichungen  (118)  und 
(119)  findet  sich  demnach 

b  «  9«  +  g/J  -f-  gy  =  9«  +  fl(/J  -f  Ay), 

d.  h.  die  Formel  (117)  bestätigt. 

Nunmehr  aber  leuchtet  ein,  daß  eine  wiederholte 
Anwendung  dieses  Hilfssatzes  jedes  Ideal 

{«,  A  y,  •••,  5} 

auf  die  Form  eines  zweiteiligen  Ideals  [a,  o]  zurück- 
führt, w.  z.  b.  w. 

Hieran  schließt  sich  die  Frage,  wann  zwei  Ideale  {«,  co} 
und  { «',  cd'  }  einander  gleich  sind.  Sie  wird  beantwortet  durch 
den  ebenfalls  von  Hurwitz ^)  gegebenen  Satz:  Damit  zwei 
Ideale    {a,  cd},  {«',  ca'}    einander    gleich    sind,    ist   not- 

1)  Hurwitz,  die  unimodularen  Substitutionen  in  einem  algebrai- 
schen Zahlenkörper,  Grötting.  Nachr.  1895. 
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wendig  und  hinreichend,  daß  die  Zahlenpaare  cc,  cd;  cc,  (o' 
einander  äquiyalent  sind,  d.  h.  daß 

(120)  «'  =  A«  +  fifo,     Gj'  =  va  +  Q<o 

ist,  während  X,  (i,  Vy  q  ganze  Zahlen  des  Körpers  be- 
deuten, welche  der  Bedingung 

(121)  '  Ap-(ii/=l 

genügen.    Bestehen  nämlich  die  Gleichungen  (120)  und  (121), 

so  folgt 

,«  =  ga  —  fim,     o  =  —  va  +  km' 

und  jede  Zahl  des  Ideals  { a',  co' }  gehört  demnach  dem  Ideale 
{a,  cd}  an,  und  umgekehrt.  Sind  andererseits  beide  Ideale 
einander  gleich,  in  Zeichen: 

und  setzt  man,  wie  in  Nr.  10 

so  bestehen  (vgL  Formel  (74))  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

in  denen  a,  a  und  a,  (o  durch  y^^  dagegen  S,  17,  |',  17'  durch 
y^~^  teilbare  ganze  Zahlen  des  Körpers  sind.  Daher  werden 
die  Zahlen 


y  ^  y       ' 

fdr  welche,  wie  einfach  zu  übersehen,  die  Gleichungen  (120) 
und  (121)  erfüllt  sind,  ganze  Zahlen  des  Körpers  und  dem- 
nach die  Zahlen  a',  co'  äquivalent  sein  mit  a,  co. 

Die  Zahl  5=—  soll  die  dem  Ideale  {«,  co}  zuge- 
hörige Zahl  des  Körpers  heißen.  Da  jede  Zahl  %  des 
Körpers  und  zwar  auf  mannigfache  Weise  als  der  Quotient 
von  zwei  ganzen  algebraischen  Zahlen  desselben  gedacht  wer- 
den kann,  indem  z.  B.  nach  Nr.  2  des  4.  Kapitels  jede  solche 
Zahl,  mit  einer  gewissen  ganzen  rationalen  Zahl  multipliziert, 
zu  einer  ganzen  algebraischen  Zahl  des  Körpers  wird,  so  ist 
auch  jede  solche  Zahl  ^  einem  Ideale  zugeordnet.     Hier  gilt 
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aber  der  Satz:  Jede  Zahl  des  Körpers  ist  stets  einer 
ganzen  Klasse  äquiyalenter  Ideale  zugeordnet,  und 
umgekehrt  sind  alle  ein-  und  derselbe^n  Klasse  zuge- 
ordneten Zahlen  unter  einander  äquiyälent.   In  der  Tat, 

ist  5  =  — r   eine   Zahl    des   Körpers,    so    ist    sie    dem   Ideale 

{a\(o']  zugeordnet;  wenn  nun  [a,  es)  ein  beliebiges,  dem 
letzteren  äquivalentes  Ideal  bezeichnet,  so  gibt  es  zwei  ganze 
Zahlen  ^,  ^'  des  Körpers  von  der  Beschaffenheit,  daß 

(122)  V'-  {«',  ö  )  -•^''  {a,  o) 

ist,  d.  h.  nach  dem  yorigen  Satze,  daß  zwei  Gleichungen  be- 
stehen yon  der  Form 

(123)  tlf '  a  =  l '  arif'  +  ft  •  qj^',     ^  .  co'  »=•  v  •  ai^'  +  p  •  cDf(;', 
während 

(123»)  Xq  —  ^v  ='  1 

ist.     Daraus  folgt  durch  Diyision 

^ a    Xa  -\-  ii(o 

'         cd'         va-\-  q(ü 

imd  somit  ist  die  Zahl  ^  auch  dem  Ideale 

zugeordnet,    welches   dem   yorigen  Satze  zufolge  mit    {cc,  g)} 

identisch  ist.    Wenn  dagegen  g  =      ,  J'  =  — r  zwei  Zahlen  des 

Körpers  sind,  welche  derselben  Idealklasse  zugeordnet  sind,  so 

müssen  die  Ideale 

{a,  o},      {«,«'} 

einander  äquivalent,  also  eine  Gleichung  von  der  Form  (122) 
oder  die  Gleichungen  (123),  (123*)  erfüllt  sein,  aus  denen 
durch  Division  die  andere: 

^  ^  ^S  +  f* 

hervorgeht,  welche  g,  ^  als  zwei  „einander  äquivalente'^  Zahlen 
bezeichnet. 

18.  Von  den  Kongruenzen  mit  beliebigen  Ideal- 
moduln wenden  wir  uns  jetzt  im  besonderen  zu  sol- 
chen  mit  Primidealmoduln.  Einige  einfache  Bemerkungen 
mögen  noch  voraufgeschickt  werden. 

B»chmann,  Zahlentheorie.    V.  15 
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Jedes  Ideal  nt  enthält  positive  rationale  ganze  Zahlen ,  da, 
wenn  ^  irgend  eine  in  m  enthaltene  und  von  Null  verschiedene 
Zahl  ist,  stets  auch  ±  -^(f^)  darin  vorhanden  ist.  Unter  allen 
diesen  positiven  ganzen  Zahlen  ist  eine  die  kleinste,  sie  heiße  m. 
Dann  muß  jede  andere  in  m  enthaltene  rationale  ganze  Zahl 
m'  durch  m  teilbar  sein;  denn  sonst  wäre  m'  =  qm  +  r^  wo  r 
positiv  und  kleiner  wäre  als  m,  und  mit  m  und  m'  wäre  auch 
r  =^  rn  —  qm  in  m  enthalten,  gegen  die  Bedeutung  von  m. 
Ist  also  m  die  kleinste  positive  ganze  Zahl  eines 
Ideals  m,  so  bildet  die  Gesamtheit  aller  in  m  ent- 
haltenen rationalen  Zahlen  den  Modulus  [m]. 

Wenn  das  Ideal  tn  zu  einer  rationalen  ganzen 
Zahl  JCy  d.  h.  zum  Ideale  Qk  relativ  prim  ist,  so  ist 
auch  die  Zahl  m  prim  gegen  h    In  der  Tat,  nach  (95)  ist 

(m  +  Qk)  •  (m  —  gÄ;)  =  m  •  Qk 

oder,  da  nach  Voraussetzung  nt  +  gÄ;  —  g  ist: 

m  —  Qk^mk. 
Ist   nun  d  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  Zahlen  m 

und  Ä:,  so  ist  ihr  kleinstes  gemeinsames  Vielfache  gleich  -^- 
und  dieses  sowohl  in  m  als  in  gA;,  mithin  auch  in 

m  ~  gÄ  =  m  •  i 

enthalten.     Da  hiernach  -^  in  m  enthalten  sein  müßte,   folgt 

d  =  1,  wie  behauptet. 

Unter  der  gleichen  Voraussetzung  ist  auch  9l(m) 
relativ  prim  zu  k.  Da  nämlich  m  in  tn  enthalten  ist,  so 
gilt  das  Gleiche  vom  Ideale  gm,  und  folglich  gibt  es  ein 
Ideal  j,  fiir  welches  gw  =  tn  •  J,  mithin 

?i(gw)  =  N{m)  =  m" 

teilbar  ist  durch  91  (m).     Weil  dem  vorigen  Satze  zufolge  m 
prim  ist  gegen  A;,  muß  es  also  91  (tn)  auch  sein. 

Bedeutet  nun  p  ein  Primideal,  so  muß  die  kleinste 
in  ihm  vorhandene  rationale  Zahl  p  eine  gewöhnliche 
Primzahl  sein.  Denn,  wäre  p  =  q'r  das  Produkt  zweier 
von  1  verschiedenen  ganzen  Zahlen,  so  wäre  das  Ideal 

gp  «  gg  •  gr; 
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weil  es  aber  in  p  enthalten  oder  durch  p  teilbar  ist;  müßtef 
auch  einer  der  Faktoren  Qq,  Qr,  etwa  Qq  teilbar  durch  p^  also 
q<.p  in  p  enthalten  sein,  gegen  die  Bedeutung  vonjp.  Diese 
kleinste  in  p  vorhandene  rationale  Zahl  p  ist  aber 
auch  die  einzige  darin  enthaltene  Primzahl,  denn  jede 
andere  in  p  enthaltene  rationale  Zahl  ist  ja  dem  zuvor  Be- 
wiesenen zufolge  ein  Vielfaches  von  p.  Somit  ist  die  ratio- 
nale Primzahl  p  des  Primideales  p  eine  eindeutig 
bestimmte  und  mag  daher  die  ihm  zugehörige  Prim- 
zahl heißen.  Da  das  Ideal  Qp  in  p  enthalten  ist,  besteht 
eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  auch  j  ein  Ideal  ist;  und  aus  ihr  ergibt  sich  9l{p)  als 
ein  Teiler  von  3l(Qp)  =  N{p)  =^p",  also  ebenfalls  als  eine 
Potenz  von  p: 

(124)  9l(»))=l/. 

Der  durch  diese  Gleichung  definierte  Exponent  f 
soll  der  Grad  des  Primideals  p  genannt  werden. 

Doch  ist  hiermit  seine  volle  Bedeutung  für  die  Theorie 
noch  nicht  genügend  bezeichnet.  Wir  leiten  vielmehr  noch  wei- 
tere Definitionen  desselb^i  ab.  Mehrere  Zahlen  y\  y\  •  •  •,  y^"*) 
in  g  mögen  (mod.  p)  unabhängig  heißen,  falls  eine  Zahl 

(125)  r>'  +  r'Y'  -f  •  •  •  +  r<'»)y('»), 

in  welcher  die  r^^  rationale  ganze  Zahlen  bedeuten, 
nur  dann  in  p  enirhalten  sein  kann,  wenn  alle  r^*^ 
Zahlen  in  p,  d.  h.  wenn  sie  sämtlich  Vielfache  von 
2)  sind.  Ist  im  Gegenteil  die  Zahl  (125)  mit  nicht  durchweg 
durch  p  teilbaren  Koeffizienten  r('>  in  p  enthalten,  d.  i.  besteht 
die  Kongruenz 

SO  wird,  wenn  z.  B.  r^*"^  durch  p  nicht  aufgeht,  y^"*^  einer 
homogenen  linearen  Funktion  der  übrigen  y(')  kongruent  sein; 
denn,  ist  5^"*^  der  Socius  von  r^*"^  (mod.jp),  derart,  daß 

teilbar  ist  durch  p  und  folglich  enthalten  in  p,  so  ergibt  sich 
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aus  der  obigen  Kongruenz  durch  Multiplikation  mit  s^'^^  eine 
andere  Ton  der  Gestalt 

sy  +  s'y'  + 1-  6«("»-i)y('»-i)  =  yC^n)  (mod,  p) . 

Dies  Yorausgeschickty  seien  yi,  y^y  "  -^  yn  beliebige  Basis- 
zahlen Ton  g.  Da  das  Primideal  If  yon  g  verschieden  ist, 
können  sie  nicht  alle  in  p  enthalten  sein;  gehört  also  etwa  y^ 
dem  Ideale  p  nicht  an^  so  wird  man^  mit  y^  zunächst  eine^ 
dann  zwei;  dann  drei  usw.  der  übrigen  Basiszahlen  verbindend; 
eine  gewisse  Anzahl  von  (mod.  p)  unabhängigen  derselben; 
etwa  die  f  Zahlen  y^,  yg?  ' '  '7  7/  feststellen  können,  derart, 
daß  eine  Kongruenz 

(126)  r^y,  +  rj,y,  +  •  •  •  +  r^y^  =  0  (mod.  p) 

nur  bestehen  kann,  wenn  sämtliche  r,  durch  ^  teilbar  sind, 
jede  der  übrigen  Basiszahlen  y,+i,  •  •  •,  y„  aber  linear  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten  (mod.  p)  durch  jene  f  ersten  aus- 
drückbar ist.  Es  wird  behauptet,  daß  diese  Anzahl  f 
der  voneinander  unabhängigen  Basiszahlen  eine  ein- 
deutig bestimmte,  nämlich  mit  dem  Grade  des  Prim- 
ideales p  identisch  ist 

In  der  Tat,  da  jede  Zahl  y  in  g  die  Form  hat 

(127)  y  «  (»1^1  +  ^2^8  +  '  •  •  +  (>«y„, 

worin  die  p^  ganze  rationale  Zahlen,  die  Zahlen  y/+i?  •  •  •,  y„ 
aber  (mod.  p)  linear  durch  die  übrigen  ausdrückbar  sind,  so 
wird  stets 

(128)  y  =  r^y^  H-  r^y^  -\ Y  r^y^  (mod.  p) 

mit  ganzzahligen  r^  gesetzt  werden  können.   Zwei  solche  Zahlen 

/  =  »■/  ?!  +  ^2  Y%  +  •  •  •  +  V  y/ 

y  =-'^1  yi  +  ^%  n  +  '-  +  ^f  7/ 

werden  jedoch  dann  imd  nur  dann  (mod.  p)  kongruent  sein, 
wenn  ihre  Differenz 

in  p  enthalten,  d.  h.  die  sämtlichen  Differenzen  r/  —  r/'  durch 
p  teilbar  sind.  Daher  gibt  der  Ausdruck  (128)  nur  genau 
soviel  (mod.  p)  inkongi*uente  Zahlen  y,  als  man  erhält,  indem 
man   jeden    der  f  Koeffizienten   r.   die  j)  Glieder   eines   voll- 
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Btändigen  Bestsystems  (mod.  jp)  durchlanfen  läßt,  d.  i.  p^.  Da 
man  aber  die  Anzahl  der  (mod.  p)  inkongmenten  Zahlen  in  g 
mit  9i(p)  bezeichnet,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  (124)  und 
damit  die  Identität  der  Anzahl  f  mit  dem  durch  diese  Glei- 
chung definierten  Grade  des  Primideals  p.  Zugleich  sieht 
man  ein^  daß  die  Formel  (128)^  wenn  die  r^  Yollständige 
Restsysteme  (mod  p)  durchlaufen,  sämtliche  Klassen 
(mod.  p)  repräsentiert  oder  ein  vollständiges  Rest- 
system der  Zahlen  in  g  (mod.  p)  liefert. 

Mit  Bezug  auf  eine  spätere  Gelegenheit  mag  darauf  hin- 
gewiesen werden,  daß  bei  dieser  Betrachtung  p  nur  als  ein 
Idealteiler  von  p,  nicht  gerade  als  Primidealteiler  vorauszu- 
setzen nötig  ist. 

19.  Eine  einzige  der  gedachten  j/  Zahlen  y  ist  kongruent 
Null  (mod.  p)^  d.  i.  in  p  enthalten,  diejenige  nämlich^  bei  wel- 
cher sämtliche  r,.  durch  'p  teilbar  sind;  alle  übrigen  sind  daher 
relativ  prim  zu  p;  wir  bezeichnen  sie,  zur  Abkürzung 

(129)  y  =  3r 

setzend,  mit  y',  y",  ••  •,  y('*"^).  Ist  dann  y  irgend  eine  zu  p 
relativ  prime  Zahl,  so  sind  es  auch  (vgl.  die  Sätze  in  Nr.  11) 
die  Produkte 

(130)  myy",  •••,j'y<'-^ 

welche  zudem  (mod.  p)  inkongruent  sind,  da  eine  Kongruenz 

yyW  =  yy(*)  (mod.  p) 

auf  die  Gleichung 

gy.g(y(0-./*))=«p.i, 

in  welcher  j|  ein  Ideal  bedeutet,  hinauskommt,  während  doch 
kein  Faktor  der  linken  Seite  durch  p  teilbar  ist.  Demnach 
repräsentieren  die  in  g  enthaltenen  Zahlen  (130)  ein  voll- 
ständiges Restsystem  von  g  (mod.  p)  und  müssen  in  ihrer  Ge- 
samtheit also  den  Zahlen  y^^  (mod.  p)  kongruent  sein.  Daraus 
folgt  dann  (Anfang  von  Nr.  15)  auch  die  Kongruenz 

yy    .  yy"  .  .  .  yyK^—"^)  r=.  y  y'  •  •  •  yC''"*)   (mod.  p), 

welche  einer  Gleichung  von  der  Form 

g(yir-l  _  1)  .  gy'  .  .  .  gy(^-l)  =  p  .  j 

gleichbedeutend   ist   und  die  Folgerung  nach  sich  zieht,   daß 
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g(y^-^  —  1)  durch  p  teilbar,  d.  h.  y*"^  —  1  eine  in  p  enthaltene 

Zahl  oder 

y*-*=  1  (mod.  p) 

ist.  Man  erhält  also  nachstehenden  Satz^  das  hier  geltende 
Analogen  des  einfachen  F  er  matschen  Satzes: 

Jede  durch  p  nicht  teilbare  Zahl  7^  in  g  erfüllt 
die  Bedingung 

(131)  y»>^-i=l  (mod.  p). 
Da  hieraus 

(132)  y^  =  y  (mod.  p) 

gefolgert  wird,  andererseits  diese  Kongruenz  aber  auch  fOi  jede 
in  p  enthaltene  Zahl  y  besteht,  darf  man  diesen  ,,Fermat- 
schen  Satz^  auch  in  der  erweiterten  Weise  zum  Ausdrucke 
bringen,  daß  man  sagt:  Für  jede  Zahl  y  in  g  findet  die 
Kongruenz  (132)  statt. 

Wie  der  einfache  l^^rmafsche  Satz  der  gewöhn- 
lichen Zahlentheorie,  so  läßt  sich  auch  dieser  Fermat- 
sehe  Satz  der  Idealtheorie  yerallgemeinern,  nämlich 
von  Primidealmoduln  auf  beliebige  Moduln  ausdehnen. 
Nach  (131)  ist 

WO  ß  eine  Zahl  in  p  bedeutet.  Erhebt  man  diese  Gleichung 
zur  sr*®^  Potenz,  so  kommt 

y-c-»)  =  1  +  « .  /J  +  -^f-~ -^-  •  /S»  +  •  •  •  +  r; 

bedenkt  man  aber,  daß  n^N{p)  eine  Zahl  in  p,  also  n-ß 
eine  Zahl  in  p  •  p,  und  daß  die  höheren  Potenzen  yon  ß  gleich- 
falls solche  Zahlen  sind,  so  kann  vorstehende  Gleichimg  ein- 
facher geschrieben  werden  in  der  Form: 

wo  ß'  dem  Ideale  p*  angehört.     Hieraus  folgt 

y»*(«-i)  =  1  +  „  .  j3'  +  !L^-zl) .  ^»  +  . . .  +  /J-», 

wo  nun  3r  •  ß'  dem  Ideale  p  •  p^,  die  höheren  Potenzen  von  ß' 
aber  sogar  dem  Ideale  p'  •  p^  angehören,  folglich  ist 
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unter  ß"  eine  Zahl  des  Ideals  p^  verstanden:  Fährt  man  so 
fort,  so  gelangt  man  ersichtlich  zu  der  Kongruenz 

j^-n'»-i)=l  (mod.p«), 

der  man  auch  die  Form  geben  kann 

(133)  yv(*")  =  l  (mod.p«)5 

dabei  bezeichnet  y  irgend  eine  durch  p  nicht  teilbare  Zahl 
in  g.    Ist  nun  wieder  )  das  Ideal 

and  y  eine  zu  ihm  relativ  prime^  also  durch  keins  der  Prim- 
ideale p;  pi;  •  •  •;  p^  teilbare  Zahl^  so  bestehen  neben  der 
Kongruenz  (133)  die  folgenden  analogen: 

pv  (pi^'O  =  1  (mod.  pjt) 


Y?  C») A)  =  1  (mod.  p«r) 
und  daher  offenbar  die  Kongruenz 

y9  0)  =  1 

für  jeden  der  relativ  primen  Moduln  p^,  pj»,  •  •  •,  p^,  d.  h.  die 
Zahl  yv  (i)  —  1  ist  in  jedem  dieser  Moduln  und  daher  auch  in 
ihrem  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  \  enthalten.  Dem- 
nach gilt  der  Satz:  Für  jede  zum  Ideale  )  relativ  prime 
Zahl  y  in  g  besteht  die  Kongruenz 

(134)  yy(i)  =  l  (mod.j). 

20.  Doch^  zu  den  Kongruenzen  zurückkehrend ,  deren 
Moduln  Primideale  sind,  beweisen  wir  vor  aUem  einen  all- 
gemeinen Kongruenzsatz  über  die  mögliche  Anzahl  ihrer 
Wurzeln.     Sei 

(135)  F{x)  ^a'^'cxf  +  a  '  cf-^  +  . . .  +  «(r) 

eine  ganze  Funktion  von  x,  deren  Koeffizienten  ganze  Zahlen 
des  Körpers  sind.  Ist  y  eine  Zahl  in  g,  für  welche  F{y)  dem 
Ideale  p  angehört,  so  soll  y  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

(136)  -F(a:)  =  0(mod.p) 

genannt  werden;  sind  alle  Koeffizienten  in  (135)  Zahlen  des 
Ideals  p,  so  wird  jede  Zahl  7^  in  g  dieser  Kongruenz  genügen 
und  daher  soll  sie  dann  eine  identische  heißen.    Der  gemeinte 


232  Sechstes  Kapitel. 

Satz  besagt  nun:  Eine  nicht  identische  Kongruenz  (186) 
kann  nicht  mehr  inkongruente  Wurzeln  in  g  haben^  als 
ihr  Grad  beträgt,  wenn  der  Modulus  ein  Primideal  ist. 
Hierbei  verstehen  wir  unter  dem  Grade  der  Kongruenz  den 
Exponenten  der  höchsten  in  F(x)  auftretenden  Potenz  von  x, 
deren  Koeffizient  eine  nicht  in  p  enthaltene  Zahl  ist.  Hätte 
nämlich  die  Kongruenz  (136)  yom  (Jrade  r  mehr  als  r  in- 
kongruente Wurzeln,  so  seien 

7,  717  727  '"7  7r 

r  +  1  solche.  Von  ihnen  erfüllen  dann  die  letzten  r  auch  die 
Kongruenz 

F{x)  -  «0  .  (a:  -  y,)(x  -  7i) '  "  (^  -  7r)  =  0  (mod.  p), 

welche  höchstens  noch  vom  r  —  1**°  Grade  ist  und  deren 
Koeffizienten  ganze  Zahlen  des  Körpers  sind.  Setzt  man  also 
voraus,  der  Satz  gelte  für  alle  Kongruenzen,  deren  Grad  kleiner 
als  r,  so  müßte  vorstehende  Kongruenz  identisch  und  demnach 
auch  für  x  '^  y  erfüllt  sein,  woraus,  da  nach  Voraussetzung 
F(y)^0  (mod.  jp),  sich 

«^(y  -  7i){7  -  y«)  •  •  •  (y  -  ^r)  =  0  (mod.  p) 
ergäbe,  eine  unmögliche  Kongruenz,  weil  den  Annahmen  zu- 
folge kein  Faktor  des  Produktes  durch  p  teilbar  ist.  Hiemach 
gilt  der  Satz  für  Kongruenzen  r*^  Grades,  wenn  er  für  solche 
geringeren  Grades,  und  somit  allgemein,  wenn  er  für  Kon- 
gruenzen ersten  Grades  gilt.    Solche  lassen  sich  aber  schreiben, 

wie  folgt: 

yx^  y('')  (mod.  p), 

worin  y  eine  nicht  in  p  enthaltene  Zahl  in  g,  y^^^  eine  Zahl 
der  Reihe  /,  /',  •  .  .,  ^(''-i)  oder  die  Null  bedeutet;  im  erstem 
Falle  gibt  es  eine  bestimmte  Zahl  y^'^  derselben  Reihe,  für 
welche  yy^^  =  y^^^  ist,  d.  h.  a;  :^  y^^  ist  eine  Wurzel  der  Kon- 
gmenz,  andernfalls  ergibt  sich  x  ^0]  aber  es  gibt  auch  keine 
zweite  Wurzel,  da  für  zwei  inkongruente  Lösungen  x  ^  a, 
X  ~  a'  sich  y(a  —  a")  =  0  ergäbe,  was  nicht  sein  kann. 
Kongruenzen  ersten  Grades  (mod.  p)  haben  mithin  stets 
eine,  aber  nur  eine  einzige  Wurzel. 

Der  so  bewiesene  allgemeine  Kongruenzsatz  läßt  nun  er- 
kennen, daß  die  Anzahl  /'  der  (mod.  p)  imabhängigen  Basis- 
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zahlen  von  g  die  kleinste  Zahl  von  der  BeschafiFenheit  ist^  daß 
für  jede  Zahl  in  g  die  Kongruenz  besteht 

yp^=  y    (mod.  ^)). 

Diese  Kongruenz  findet  nach  yoriger  Nummer  für  jede  solche 
Zahl  y  tatsächlich  statt.  Bestünde  nun  im  Gegenteil^  wenn 
f  <  /'  ist,  für  alle  Zahlen  y  in  g  auch  die  Kongruenz 

y^  =y     (mod.  p), 

so  hätte  diese  Kongruenz  sämtliche  9{()))»|/  inkongruente 
Zahlen  y  zu  Wurzeln,  also  mehr  inkongruente  Wurzeln  als  ihr 
Grad  beträgt,  dem  gedachten  Satze  zuwider.  Oder  auch  so: 
Wenn  f  die  kleinste  Zahl  ist,  für  welche  sämtliche  Zahlen  y 
in  g  die  Kongruenz 

(137)  y^=  y     (mod.  p) 

erfüllen,  so  sind  unter  den  Basiszahlen  von  g  genau  f  unab- 
hängig (mod.  p);  denn,  betrüge  diese  Anzahl  im  Gegenteil  f\ 
so  wäre  ^{^)  "=  p^  die  Anzahl  aller  (mod.  )f)  inkongruenten 
Zahlen  in  g,  welche  alle  nach  der  Voraussetzung  die  Kon- 
gruenz (137)  erfüllen;  sie  erfüllen  aber  nach  dem  Fermatschen 
Satze  dann  auch  die  Kongruenz 

yf^  =:  y     (mod.  p); 

nach  der  Bedeutung  von  f  wäre  also  /*</",  dem  allgemeinen 
Kongruenzsatze  zufolge  aber  /*>/",  also  ist  f^f-  So  ergibt 
sich  die  dritte  Bedeutung  des  Exponenten  f  in  (124): 
der  Grad  des  Primideals  p  ist  die  kleinste  Zahl  von 
der  Beschaffenheit,  daß  für  alle  Zahlen  ;/  in  g  die 
Kongruenz 

yv^ ^  y     (mod.  p) 
besteht. 

Eine  noch  andere  Bedeutung  des  Grades  yon  p  erkennt 
man  mittels  folgender  Bemerkungen.  Aus  der  Kongruenz  (128) 
folgt  durch  ihre  Erhebung  zur  ^**"  Potenz,  wenn  man  bedenkt, 
daß  jedes  Vielfache  von  ji  eine  Zahl  in  "^j  tJ^  —  r^  aber  für 
jede   rationale   ganze   Zahl   r^   ein   solches   Vielfache   ist,   die 

andere: 

yv  =  r^ y/  +  r^y/  + h  r^y/     (mod.  p), 
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und  wenn  diese  wieder  zur  p^^^  Potenz  erhoben  und  so   fort- 
gefahren wird,  entsteht  die  folgende  Reihe  von  /'Kongruenzen: 


(mod.  p), 


deren  Determinante 

Vi     y% yf 

y^    y/ y/ 


y/  ^y/  ^'"y/ 


nicht  durch  f)  teilbar  sein  kann,  denn  sonst  erhielte  man  (ygl. 
Kap.  1,  Nr.  7)  aus  ihnen  eine  Kongruenz  von  der  Form 


-1 


deren  Koeffizienten  ganze,  nicht  sämtlich  in  p  enthaltene  Zahlen 
des  Körpers  sind,  und  welche  für  jede  der  5R(p)  =i/  (mod.p) 
inkongruenten  Zahlen  y  erfüllt  sein  müßte,  entgegen  dem 
allgemeinen  Kongruenzsatze  dieser  Nummer,  da  ihr  Grad  nur 
p^~^  beträgt.     Bildet  man  nun  die  Matrix 


(138) 


Vi", 


Yi, 


Yi 


P"-S  y/'-\ 


Yn' 


™n-l 


so  wird  die  aus  ihren  n^  Elementen  gebildete  Determinante 
entweder  durch  p  teilbar  oder  durch  p  nicht  teilbar  soin.  Im 
letzteren  Falle  verstehe  man  unter  r  die  Zahl  n,  im  ersteren 
Falle  die  bestimmte  Zahl  von  der  Beschaffenheit,  daß  alle 
Unterdeterminanten  größeren  als  r*^  Grades  durch  p  teilbar, 
unter  denjenigen  r**^  Grades  aber  mindestens  eine  durch  p 
nicht  teilbar  ist.  Die  so  bestimmte  Zahl  heiße  der  Rang  der 
Determinante  oder  der  Matrix  (138).  Wir  wollen  zeigen, 
daß  dieser  Rang  nichts  anderes  als  der  Grad  des  Primideals  p 
ist.  Denn  die  voraufgeschickte  Bemerkung  lehrt,  daß,  wenn  /' 
dieser  Grad  ist,  eine  der  Unterdeterminanten  P^^  Grades  durch 
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p  nicht  teilbar  ist  Andererseits  müssen  dann  alle  Unter- 
determinanten f+1^^  Grades  und  'somit  auch  die  aus  ihnen 
in  linearer  Weise  gebildeten  Unterdeterminanten  höheren  Grades 
durch  p  teilbar  sein;  in  der  Tat  darf  man,  wenn  es  sich  nur 
um  Teilbarkeit  durch  p  handelt^  in  jeder  Reihe  der  Matrix: 


wegen  (137)  den  Exponenten  h  auf  seinen  kleinsten^  nicht 
negativen  Rest  (mod. /*)  reduzieren;  eine  aus  mehr  als  /*  Reihen 
der  Matrix  gebildete  Determinante  enthielte  dann  notwendig 
zwei  (mod.  p)  kongruente  Reihen  und  würde  also  kongruent 
Null  (mod.  p)  d.  i.  teilbar  durch  p  sein. 

Demnach  läßt  sich  schließlich  der  Grad  des  Prim- 
ideals p  auch  als  der  Rang  der  aus  den  Basiszahlen 
Ton  g  gebildeten  Matrix  (138)  definieren. 

21.  Auf  den  Ergebnissen  der  letzten  Nummern  erbaut  sich 
nun  eine  Theorie  der  höheren  Kongruenzen  (mod.  p),  welche 
der  in  Kap.  3  (mod.  p)  gegebenen  yöUig  analog  ist  und  bei 
deren  Darstellung  wir  deshalb  uns  kurz  fassen  können.  Der 
Grund  dieser  Analogie  aber  ist  einfach  der^  daß  die 
letztere  Theorie  nur  ein&n  speziellen  Fall  der  auf 
Primidealmoduln  bezüglichen  bildet.  Bezeichnen  wir, 
um  dies  einzusehen,  wie  in  Kap.  3,  Nr.  4,  mit  P(a:)  eine 
(mod.  ^)  primäre  irreduktible  Funktion  n*"^  Grades  und  mit  a 
eine  Wurzel  der  irreduktibeln  Gleichung  P(ir)  =  0,  und  nennen 
Ä  den  von  dieser  Wurzel  erzeugten  Körper.  Ist  dann  ^i ,  y«,  •  ■  >  y„ 
eine  Basis  fär  die  Gesamtheit  g  seiner  ganzen  Zahlen,  so  be- 
stehen,  da  a  eine  solche  ist,  n  ganzzahlige  Gleichungen  von 
der  Form: 


fi 


n 


1       =  »•oin  +  »•o»y2  + +  r^nV, 

(139)       ^       ='"nyi  +  ''x»7'«+ +  »"i«y, 

«""^  =  '«-1,1^1  +  »•«-i,»?'«  +  •  •  •  +  »-„-My,, 

deren  Determinante  B  durch  f  nicht  teilbar  sein  kann,  da 
sonst  nach  Kap.  1,  Nr.  7  sich  rationale  ganze,  nicht  sämtUch 
durch  ^  teilbare  Zahlen  pg,  pj,  •  •  -,  p,_t  würden  angeben  lassen 
derart,  daß  für  die  Zahl  «  eine  Kongruenz 
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Pn-i«""*+  C>«-2«f""*H h  (>!«  +  C>o  =  0   (mod.  p) 

stattfände^  der  ToransgeBetzten  Irreduktibilität  der  Funktion 
P(x)  (mod.p)  zuwider.  Da  nun  aus  den  Gleichungen  (139) 
jedes  der  Produkte  R^^  und  somit  auch  für  jede  ganze  Zahl 
y  des  Körpers  Ä,  da  sie  durch  die  Formel 

ausdrückbar  ist^  das  Produkt  Ry  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann^  so  erhalt  man  durch  Multiplikation 
mit  dem  Sozius  Ton  R  (mod.  p)  eine  Kongruenz,  wie  sie  folgt: 

(140)    y  =  aQ  +  a^a  +  a,a*  +  •  •  •  +  ör„-i^~^  (mod.  p), 

welche  zeigt,  daß  die  ganzen  Zahlen  des  Körpers  mit  den 
Zahlen  <d  des  Bereichs  G^,  die  wir  an  der  angefahrten  Stelle 
des  dritten  Kapitels  in  Betracht  gezogen,  (mod.  p)  identisch 
sind,  oder  auch,  daß  die  Potenzen  1,  a,  «*,-••,  a**~^  zur  irre- 
duktibeln  Basis  des  Ideals  g  (mod.  p)  gewählt  werden  können. 
Hieraus  erkennt  man  zunächst  leicht,  daß  das  Ideal 
p  »  g|)  des  betrachteten  Körpers  &  ein  Primideal  ist 
In  der  Tat,  wäre  p  zusammengesetzt:  p  =»  q  •  r,  wo  q,  r  zwei 
Yon  g  verschiedene  Ideale  sind,  so  ^be  es  eine  Zahl  A  in  q, 
welche  nicht  in  p  enthalten  ist,  da  sonst  q  ^  f)  ^  q,  also  q  «  p 
und  r  »  g  wäre  gegen  die  Voraussetzung;  ebenso  gibt  es  eine 
Zahl  fi  in  r,  welche  nicht  in  p  enthalten  ist,  das  Produkt  1[l 
beider  Zahlen  aber  würde  in  p  sein.  Dies  ist  indessen  leicht 
als  unzulässig  nachzuweisen.     Denn,  setzt  man 

A  =  g(a),     II  =  r(«) 
also  J     (mod.  p) , 

Xfi  ~  q{a)  .  r{a) 

wo  (?(«),  r(a)  zwei  Ausdrücke  von  der  Gestalt  (140)  sind,  so 

würde  aus 

Afi  =  0     (mod.  p) 

d.  h.  (mod.  p)  nach  Kap.  3,  Nr.  4  die  Funktionenkongruenz 

q(x)  '  r{x)  =  0     (mod.  p,  Pix)) 
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hervorgehen;  der  zufolge  einer  der  Faktoren,  etwa  q{x),  kon- 
gruent Null  sein  müßte,  was  wieder  mit 

A  ~  g  (a)  =  0     (mod.  p) 

oder  (mod.  p)  identisch,  also  der  Voraussetzung  zuwider  sein 
würde.  Der  Grad  dieses  Primideals  p  =  gi>  ist  n,  da  die 
Anzahl  der  (mod.  p)  inkongiiienten  ganzen  Zahlen  des  be- 
trachteten Körpers  oder  der  inkongruenten  Ausdrücke  von  der 
Form  (140)  gleich  |)"  gefanden  wird.  —  Aus  diesen  Punkten 
leuchtet  ein,  daß  die  Betrachtung  der  Zahlen  des  Bereiches 
G^  (mod.  2))  nur  als  besonderer  Fall  in  derjenigen  der  ganzen 
Zahlen  eines  Korpers  in  bezug  auf  einen  Primidealmodulus  be- 
schlossen ist,  und  in  der  Tat  finden 'sich  im  wesentlichen  die 
dort  gegebenen  Sätze  auch  in  der  allgemeineren  Theorie. 

Ist  nämlich  p  irgend  ein  Primideal  des  Körpers  £^(A;  jß), 
so  besteht  für  jede  ganze  algebraische  Zahl  y  des  letzteren  die 
Kongruenz 

yP^  ^y     (mod.  p) , 

welche  das  Analogen  der  durch  jede  Zahl  (d  des  Bereichs  G^ 
erfüllten  Kongruenz 

CO''''  =1  (0     (mod.  p) 

darstellt.  Zugleich  gilt,  wie  gezeigt  worden,  der  allgemeine 
Satz  über  die  mögliche  Anzahl  von  Wurzeln  einer  Kongruenz 
nach  einem  Primzahlmodulus  p  auch  in  bezug  auf  einen  Prim- 
idealmodulus p.  Femer  gilt  auch  das  Analogen  des  zweiten 
HiKssatzes  in  Nr.  5  des  3.  Kapitels  in  Gestalt  folgenden  Satzes: 
Ist  F{x)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von  x, 
und  y  eine  ganze  algebraische  Zahl  des  Körpers, 
welche  der  Kongruenz 

(141)  F{x)~0     (mod.  p) 

Genüge  leistet,  so  erfüllen  die  letzteren  sämtliche 
Potenzen 

(142)  y,  yP,  y^,  yP*,  . . . . 

In  der  Tat  besteht  dem  ersten  Hilfssatze  jener  Nummer  zufolge 

die  Kongruenz 

F{xy  =  F{xP)     (mod.  p), 
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d.  i.  eine  Gleichung  von  der  Form 

wo  ^{x)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von  x  bedeutet. 
Aus  ihr  ergibt  sich  für  x^  y^  da  9{y)  zugleich  mit  y  eine 
ganze  Zahl  des  Körpers  bezeichnet^  jedes  Vielfache  von  p  aber 
im  Ideale  p  enthalten  ist;  die  Kongruenz 

F{yy  =  F{y»)     (mod.  p) 

und,  da  nach  Voraussetzung  F{y)  =  0  (mod.  p)  ist,  folgt  auch, 

wie  behauptet, 

F{yf)  =  0     (mod.  p), 

d.  h.  y^  und  daher  dann  auch  y^*,  y***,  •  •  •  sind  Wurzeln  der 
Kongruenz  (141). 

Endlich  bemerken  wir  noch,  daß  eine  ganze,  ganzzahlige 
Funktion  F(x)  stets  gleichzeitig  nach  den  beiden  Moduln  p 
und  p  irreduktibel  ist.  Denn,  wären  auch  F^{x\  F^(x)  ganze, 
ganzzahlige  Funktionen,  so  ergäbe  sich  aus  der  Kongruenz  ent- 
sprechender Zahlenkoeffizienten  in  F{x)  und  in  F^{x)  •  F^(x) 
nach  dem  Modulus  p  auch  diejenige  nach  dem  Idealteiler  p 
von  p  als  Modulus;  umgekehrt  aber,  wenn  diese  Koeffizienten 
(mod.  p)  kongruent,  d.  i.  ihre  Differenz  in  p  enthalten  ist,  so 
ist  sie  als  ganze  rationale  Zahl  durch  p  teilbar,  die  Koeffizienten 
sind  mithin  auch  (mod.  p)  kongruent.  Demnach  wäre  stets 
gleichzeitig  (mod.  p)  und  (mod.  p) 

Fix)  ^  F,ix)  .  F,ix). 

Auf  Grund  dieser  Umstände  ergeben  sich  nun  die  folgen- 
den, denen  des  3.  Kapitels  entsprechenden  Sätze  durch  YÖllig 
übereinstimmende  Erwägungen. 

Jede  durch  p  nicht  teilbare  Zahl  y  in  g  gehört  zu  einem 
bestimmten  Exponenten  d  >  0  derart,  daß  y^  die  niedrigste 
Potenz  von  y  ist,  für  welche 

y*^  =  1     (mod.  p) 

ist;  dieser  Exponent  ist  ein  Teiler  Yon  p^—  1.  Zu  jedem  Teiler 
ö  von  p^—  1  gehören,  wenn  (p(d)  die  Eulersche  Funktion 
der  gewöhnlichen  Zahlentheorie  bezeichnet,  q>(d)  inkongruente 
Zahlen    y.     Demnach    gibt    es    g>(p^—  1)    inkongruente 
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Zahlen  Qy  welche  zum  Exponenten  p^—  1  gehören;, 
diese  mögen  Primitivjsahlen  (mod.  p)  heißen.  Sie  haben 
die  Eigenschaft,  daß  die  p^—  l  Potenzen 

(143)  Q,9',Q*,-;Q^-' 

(mod.  p)  inkongruent  sind,  da  aus  einer  Kongruenz 

Q^  =  Q^    (mod.  p) 

schon  (>*""*=  1  (mod.  p)  hervorginge,  während  doch  ä;--ä<|/— 1 
ist;  die  p^—  1  ersten  Potenzen  (143)  einer  Primitivzahl 
Q  stellen  daher  ein  vollständiges  Restsystem  der  durch 
p  nicht  teilbaren  Zahlen  in  g  (mod.  p)  dar. 

Ebenso  paßt  jede  durch  p  nicht  teilbare  Zahl  y  zu  einem 
bestimmten  Exponenten  d>0  derart,  daß  p^  die  niedrigste  Potenz 
von  p  ist,  für  welche 

yP    ~  y      (mod.  p) 

wird;  dieser  Exponent  ist  ein  Teiler  von  f.     Zu  jedem  Teiler 

d  von  f  passen  g(d)  Zahlen  y,  wo  g(c[)   denselben  Ausdruck 

bedeutet,  wie  er  durch  die  Formeln  (72)  und  (63)  des  3.  Kapitals 

bestimmt  worden  ist.   Die  Anzahl  ^(1)  der  zum  Exponenten  1 

passenden  Zahlen  beträgt  hiemach  p]  in  der  Tat  erfüllen  diese 

Zahlen  die  Kongruenz 

yP=  y     (mod.  p), 

deren  Wurzeln  aber  auch  umgekehrt  nur  zum  Exponenten  1 
passen  können.  Da  dieselbe  Kongruenz  nicht  mehr  als  p  in- 
kongruente Wurzeln  haben  kann,  die  p  inkongruenten  Zahlen 
0,  1,  2,  •  •  •,  |)  —  1  ihr  aber  genügen,  muß  jede  Zahl  y,. 
welche  der  Kongruenz 

af=x    (mod.  p) 

genügt,  einer  ganzen  rationalen  Zahl  kongruent  sein. 
Betrachten  wir  z.  B.  die  Determinante  F  in  Nr.  20.  Erhebt 
man  diese  zur  p^^  Potenz,  so  ergibt  sich  mit  Beachtung  des 
Fermatschen  Satzes  (137)  leicht  die  Kongruenz 

7A  yA  •  •  'f  y/ 


rp  = 


yiy    y^y  "•>  y/ 
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eine  Determinante^  die  sicli  von  F  nur  um  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  unterscheiden  kann.     Daher  wird  gewiß  immer 

(r>)''=r- 

und  folglich  F^  nach  dem  eben  Bemerkten  einer  rationalen 
ganzen  Zahl  (mod.  p)  kongruent  sein. 

Femer  erkennt  man,  wie  in  Nr.  7  des  3.  Kapitels^  daß  die 
ganze  Klasse  der  zu  einem  Teiler  d  von  f  passenden  Zahlen 
y^  welche  nicht  durch  p  teilbar  sind^  aus  den  Klassen  der 
Zahlen  zusammengesetzt  ist,  die  zu  den,  dem  Ausdrucke  p^^  —  l 
eigenen  Teilern  d^\  öj[\  -  •  •  gehören.  Die  Klasse  der  zu 
einem  solchen  Teiler  d/^  gehörigen  Zahlen  zerfällt  aber  wieder 

in  — ^j-  Unterabteilungen  von  je  d  Zahlen,  die  einer  (mod.  p) 
irreduktibeln,  ganzzahligen  Kongruenz 

P,(x)  =  0     (mod.  p) 

^ten  (j,.ades  Genüge  leisten.     Um  daher  den  Ausdruck 

(144)  x^-  X 

(mod.  p)  in  seine  irreduktibeln  Faktoren  zu  zerlegen,  bestimme 
man  sämtliche  Teiler  d  von  /',  für  jeden  derselben  die  der  Zahl 
p^—  1    eigenen  Teiler    dj^*\   und   für  jeden    der   letzteren   die 

d~  i^ö^ul^tibeln  ganzzahligen  Funktionen  Pa(p^)f  welche  den 
gedachten  Unterabteilungen  entsprechen.  Das  Produkt  aller  so 
gebildeten  Funktionen,  noch  mit  x  multipliziert,  ist  dann  dem 
Ausdrucke  (144)  (mod.  p)  kongruent  und  stellt  dessen  Zer- 
legung in  seine  (mod.  p)  irreduktibeln,  ganzzahligen  Fak- 
toren dar.    (Vgl.  K.  Hensel,  J.  f.  Math.  101,  p.  99.) 

22.  Da  die  Primitivzahlen  q  (mod.  p)  zum  Exponenten 
j/—  1  gehören,  so  werden  sie  zum  Exponenten  f  passen, 
denn,  paßten  sie  zu  einem  von  /*  verschiedenen  Teiler  d  von  /j 
490  wäre  schon  q^'  ~  q,  mithin,  da  q  nicht  teilbar  ist  durch  p, 
schon  qP  -^=1  (mod.  p),  gegen  die  Bedeutung  von  q.  Den 
letzten  Bemerkungen   der  vorigen  Nummer   zufolge   verteilen 

sich  daher  die  (p(j/—  1)  Primitivzahlen  auf  -~^^  —  •  verschie- 
dene irreduktible  ganzzahlige  Funktionen  P^^  Grades  als  deren 
Wurzeln,   und   es   genügt  demnach  jede  Primitivzahl  (mod.  p) 
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einer    (mod.  p)    irreduktibeln    ganzzahligeu    Kongruenz    f^^ 
Grades. 

Sei  aber  P{x)  eine  zunächst  beliebige  (mod.  jp) 
irreduktible  ganzzahlige  Funktion^  m  ihr  Grad  und  q 
irgend  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

(145)  P{x)  =  0     (mod.  p) 

d.  i.  eine  im  Körper  ^(A;  B)  enthaltene  ganze  Zahl, 
für  welche  P((>)  im  Ideale  p  enthalten  ist. 

Man  erkennt  zunächst  ganz  ähnlich  wie  in  Kap.  3^ 
Nr.  4,  daß,  wenn  F{x)  irgendeine  andere  ganze,  ganz- 
zahlige Funktion  von  x  ist,  die  Zahlenkongruenz 

(146)  F{q)  =  0     (mod.  p) 

völlig  gleichbedeutend  ist  mit  der  Funktionenkon- 
gruenz 

(147)  Fix)  =  0     mod.  (jp,  P(x) } . 

In  der  Tat,  wenn  die  letztere  stattfindet,  so  gibt  es  ganze, 
ganzzahlige  Funktionen  (p{x),  tl;(x)  von  x  von  der  Beschaffen- 
heit, daß 

F{x)  =  p  •  g>{x)  +  P{x)  '  tl>{x) 

ist;  für  x^  q  sind  P(p),  9?((>),  ^{q)  ganze  Zahlen  des  Körpers, 
die  erste  derselben  ebenso  wie  2?  in  p  enthalten,  also  folgt  aus 
vorstehender  Gleichung 

F{q)  =  0     (mod.  p). 

Besteht  aber  umgekehrt  die  Kongruenz  (146),  so  muß  F(x) 
kongruent  Null  sein  mod. {^,  P{x)}j  denn  sonst  wäre  F(x) 
(mod.  2))  relativ  prim  zu  P(x),  folglich  bestünde  eine  Kon- 
gruenz von  der  Gestalt 

F{x)  .  q),{x)  +  P(x)  .  (p^{x)  -  1     (mod. p), 

in  welcher  g>i(x),  (p<^{x)  ganze,  ganzzahlige  Funktionen,  also 
^lio)}  ^%{q)  gaiize  Zahlen  des  Körpers  bedeuten,  aus  der  sich 
also  für  x-^  Q  wegen  P{q)  =  0,  F{q)  ^  0  (mod.  p)  die  un- 
mögliche Kongruenz 

0^1     (mod.  p) 
ergäbe. 

Da    nun    eine    Kongruenz    (147)   nicht   stattfinden   kann, 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  IC 
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wenn  F{x)  geringeren  Grades  ist  wie  T{x)j  es  sei  denn^  daß 
F{x)  =  0  (mod.  p),  d.  h.  die  Koeffizienten  von  F{x)  durch  p 
teilbar  sind,  so  sind  die  m  Potenzen 

1;  Qy  9\  -"7  P"*-^ 
(mod.  p)  unabhängige  Zahlen,  nÄmlich  eine  Kongruenz 

mit  rational  ganzzahligen  Koeffizienten  nur  möglich,  wenn  sie 
sämtlich  in  p  enthalten,  d.  h.  durch  p  teilbar  sind.  Hieran a 
leuchtet  ein,  daß  jede  ganze,  ganzzahlige  Funktion 
F(q)  von  Q  einem  und  auch  nur  einem  Ausdrucke  von 
der  Form 

F(q)  =  %  +  a,Q  +  a^Q^  +  '"  +  a^_iP™-^     (mod.  p), 
in    welchem    die   Koeffizienten    a^    Zahlen    der    Reihe 
0,  1,  2,  ' '  'y  p  —  1    sind,   kongruent   und    daß    daher  p'^ 
die    Anzahl    der    Klassen    sein    wird,    in    welche    alle 
Funktionen  F(q)  sich  (mod.  p)  verteilen. 

Ist  insbesondere  F(x)  eine  (mod.  j>)  irreduktible 
Funktion  vom  Grade  f  des  Primideals  p,  so  gibt  es 
eine  Wurzel  q  der  Kongruenz  (145);  denn  P{x)  ist 
(Kap.  3)  nach  dem  Modulus  p  also  auch  nach  dem  Modulus  p 
ein  Faktor  des  Ausdrucks  (144)  und  dieser  hat  dem  Fermat- 
schen  Satze  zufolge  p^  Wurzeln ,  die  sich  derart  auf  seine 
Faktoren  verteilen,  daß  jeder  der  letzteren  genau  so  viel  Wurzeln 
erhält,  als  sein  Grad  beträgt.  Hiemach  sind  in  diesem  Falle 
die  f  Potenzen 

(148)  1,   p,   Q*,   ■  •  ;   (/-» 

(mod.  p)  unabhängige  Zahlen,  und  eine  Kongruenz  von  der 
Gestalt 

(149)      F(q)  =  ro  +  r^Q  +  r.g' +  -  •  +ry_^Q^-^  =  0  (mod.  p) 

mit  rational  ganzzahligen  Koeffizienten  nicht  anders  möglich^ 
als  wenn  diese  sämtlich  durch  p  teilbar  sind.  Nun  bestehen 
aber  nach  (128)  f  Kongruenzen  von  der  Form: 

(150)    ^ ^ ^11  ri  +  ri,y,  +  '"  +  r,,r,  ^^^^  ^^^ 

^"'  =  ^/-i,iyi  +  >/-i,2y2  +  •  •  •  +  >/-i,/y/ 
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deren  ganzzahlige  Determinante  R  dem  eben  Gesagten  zufolge 
nicht  durch  p,  d.  i.  durch  p  teilbar  sein  kann^  da  sonst  f  ganze 
rationale,  nicht  sämtlich  durch  p  teilbare  Zahlen  Tq,  r^,-  -  -,  r^_i 
vorhanden  sein  würden^  der  Art^  daß 

'^o  +  ^iQ  + f-  ^/-i9^"^  =  0     (mod.  p) 

stattfinden  würde,  und  es  ergibt  sich  somit  aus  den  Kongruenzen 

(150)  für  jede  Zahl  y  in  Q  eine  Kongruenz 

B,y^a  +  aQ-\- h  a^'^^g^-^     (mod.  p). 

Bezeichnet  aber  R'  den  Socius  yon  R  (mod.  p)^  sodaß  die  Kon- 
gruenz RR'=  1  (mod.  p),  also  auch  (mod.  p)  erfüllt  ist,  so 
wird  die  vorstehende  Kongruenz  durch  Multiplikation  mit  R' 
in  die  folgende  Gestalt 

(151)  y  =  «0  +  öiP  +  •  •  •  +  a^^iQ^"^    (mod.  p) 

übergeführt,  in  welcher  die  a^  rationale  ganze  Zahlen  sind,  die 
zudem  als  kleinste  positive  Reste  (mod.  p)  vorausgesetzt  wer- 
den können.  Jede  ganze  Zahl  y  des  Körpers  ist  also 
(mod.  p)  einem,  und  nach  dem  über  die  Kongruenz 
(149)  Bemerkten  auch  nur  einem  einzigen  Ausdrucke 
(151)  von  dieser  Beschaffenheit  kongruent,  was  aufs 
neue  bestätigt,  daß  die  Anzahl  der  (mod.  p)  inkongruenten 
Zahlen  des  Körpers  j/  beträgt. 

Diese  Resultate  gelten  gewiß,  wenn  q  eine  Primitivzahl 
(mod.  p),  da  unter  P(x)  =  0  (mod.  p)  die  Kongruenz  verstan- 
den werden  kann,  der  eine  solche,  wie  bemerkt,  genügt. 

Möglicherweise  kann  aber  die  Zahl  P(p),  welche  durch 
das  Primideal  p  aufgeht,  noch  eine  höhere  Potenz  von  p  als 
Faktor  enthalten;  doch  kann  die  Wurzel  q  der  Kongruenz 
(145)  so  gewählt  werden,  daß  dies  nicht  der  Fall,  daß 
also  P{q)  zwar  durch  p,  aber  nicht  durch  p*  teilbar 
ist.  Wäre  nämlich  Qq  eine  solche  Wurzel  der  Kongruenz, 
daß  P(^o)  i^och  durch  p^  aufgeht,  so  setze  man 

wo  ß  eine  in  p,  aber  nicht  in  p^  enthaltene  Zahl  bezeichnet; 
man  bemerke,  daß,  wenn  Qq  eine  Primitivzahl  (mod.  p)  wäre, 
das  gleiche  auch  von  g  ^Ite,   da   für  jeden  positiven   ganzen 
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Exponenten  /;  sich 

p*  -=  Po*  (niod-  P) 
ergibt.     Da  nun 

Pi9)  =  P(Qo  +  ß)  =  P{Qo)  +  ß-  P'iQo)  +  ß'  -^^X'  +  ■  ■  ■ 

gesetzt  werden  kann^  wo  die  Koeffizienten  der  Potenzen  von  ß 
ganze^  ganzzaulige  Funktionen  yon  q^,  d.  h.  ganze  Zahlen  des 
Körpers  sind;  so  folgt  aus  den  Annahmen 

(152)  P(p)  =  ^.P'(p,)(mod.p«). 

In  dieser  Kongruenz  ist  der  erste  Faktor  ß  zur  Rechten 
durch  p  aber  nicht  durch  p*,  der  zweite  Faktor  P'((^o)  ^^^^ 
durch  p  teilbar;  denn  dieser  ist  ein  Ausdruck  f—1*^  Grades 
in  Qq,  also,  falls  er  durch  p  teilbar,  von  der  Form  p  •  /"(po), 
d.  h.  es  müßten,  wenn 

P(x)  =  o:-^  +  qa-^"^  +  •  '  '  +  c^_^x  +  c^ 
gedacht  wird,  in 

P'(x)  =  fx^~'  +  c,{f-  l)x^~^  +  •  •  •  +  r^_t 
sämtliche  Koeffizienten  durch  p  teilbar  oder  P'(a;)  =  0  (mod.jp) 
sein,  was  in  Kap.  3,  Nr.  3  als  unzulässig  nachgewiesen  worden 
ist.  So  schließt  man  endlich  aus  der  Kongruenz  (152),  daß 
P(p)  zwar  durch  p  aber  nicht  mehr  durch  p*  teilbar  ist,  die 
Zahl  Q  also  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (145)  von  der  Be- 
schaffenheit ist,  wie  sie  nachgewiesen  werden  sollte. 

Diese  Feststellung  ist  von  Bedeutung  für  den  Fall,  daß 
man  von  Kongruenzen  (mod.  p)  zu  solchen  (mod.  p"*)  überzu- 
gehen veranlaßt  ist.  Es  kann  nämlich  jetzt  folgender  Satz 
bewiesen  werden: 

Jede  ganze  Zahl  des  Körpers  ist  einer  ganzen, 
ganzzahligen  Funktion  der  eben  bestimmten  Zahl  q 
(mod.  p*")  kongruent.    Zum  Beweise  bilde  man  den  Ausdruck 

(153)  «0  +  Ol  P  (p)  +  a,  P  {qY  +  •••  +  «„._  1  P(p)"'  -  \ 

Läßt  man  in  demselben  jeden  der  m  Koeffizienten  a,-  ein  voll- 
ständiges Rests jstem  (mod.  p)  durchlaufen,  indem  man 

setzt  und  den  Koeffizienten  a,^  alle  Werte  0,  1,  2,  •  •  •,  ^  —  1 
beilegt,  so   erhält  man,   da  a^  auf  solche  Weise  jf/  Werte  an- 
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nimmt,  im  ganzen  p^^  Werte  des  Ausdrucks  (153),  welche,  wie 
nun  gezeigt  werden  soll,  (mod.  p"*)  inkongruent  sind.  Wären 
nämlich  zwei  solcher  Werte: 


c^o'  +  ai'P(p)  +  •  •  •  +  c^-iPC^»)"»-^ 

«o'+«;'P((>)  +  ---  +  «:;.iP((>)-^ 

(mod.  p"*)  also  auch  (mod.  p)  kongruent,  so  ergäbe  sich  aus 
dem  Umstände,  daß  P((>)  teilbar  ist  durch  p,  die  Kongruenz 

eine  Bedingung,  welche  notwendig  die  Gleichheit  der  beiden 
Zahlen  a^^  oi^'  nach  sich  zieht.  Die  Kongruenz  der  beiden 
Werte  (154)  (mod.  p*")  lieferte  also,  da  P(p)  durch  p,  aber 
nicht  durch  eine  höhere  Potenz  von  p  teilbar  ist,  die  Kon- 
gruenz der  folgenden  Werte 

<  +  a;  P(p)  +  .  .  .  +  «;-.iP((>)— « 
<+a;'P((>)  +  ...  +  «;;.iP(())-« 

(mod.  p"*"^),  woraus  wieder  a^  =  «/'  hervorgehen  würde  usw., 
bis  die  völlige  Identität  der  Ausdrücke  (154)  sich  heraus- 
stellte. Da  hiemach  die  p^^  Werte  des  Ausdrucks  (153)  in 
der  Tat  (mod.  p"*)  inkongruent  sind,  und  ^"»-^  «=  9i(p"*)  die 
Anzahl  aller  (mod.  p"*)  inkongruenten  Zahlen  in  g  bezeichnet, 
so  muß,  wie  der  Satz  behauptet,  jede  ganze  Zahl  y  des  Körpers 
einem  jener  Ausdrücke,  d.  i.  einer  ganzen,  ganzzahligen  Funk- 
tion von  p  (mod.  p*")  kongruent  sein. 

Offenbar  darf  in  diesem  Satze  an  Stelle  von  q  irgend  eine 
andere  Zahl  q  genommen  werden,  welche  (mod.  p^)  mit  9 
kongraent  ist,  denn  aus  p' ^  p  (mod.  p*)  folgt  P(o')  =  P(9) 
(mod.  p^)  und  folglich  ist  P((>')  wie  P(p)  teilbar  durch  p 
aber  nicht  durch  p*,  ein  Umstand,  welcher  den  behaupteten 
Satz  zur  Folge  hatte.  Man  bemerke  zudem,  daß,  falls  q  als 
Primitivzahl  (mod.  p)  gedacht  war,  auch  ^'  eine  solche  ver- 
bleiben wird. 

Nun  setze  man,  da  gp  durch  p  teilbar  ist, 

wo  q  ein  Ideal  ist,  welches  durch  das  Primideal  p  nicht  mehr 
aufgeht.     Dann  gibt  es,  da  sonst  q  r^  p  wäre,  eine  Zahl  y  in 
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(\,  welche  nicht  in  p  also  auch  nicht  in  p^  enthalten  ist.   Dem 
verallgemeinerten  F  er  matschen  Satze  zufolge  ist  also 

yP^\p^'i)  =  l  (mod.p«), 

folglich,   wenn   man  das  Produkt  q'  -  y^^'^^  kurz  wieder  q 
nennt; 

(155)  Q  =  Q  (mod.  <)«). 

Da  in  der  (mod.  p)  irreduktibeln  Funktion  P  (x)  das  kon- 
stante Glied  nicht  durch  p,  also  als  rationale  ganze  Zahl  auch 
durch  kein  in  p  aufgehendes  Primideal  teilbar  sein  kann^  so 
muß  es  zu  q  relativ  prim  sein,  während  die  übrigen  Glieder 
des  Ausdrucks  P{q),  da  y  und  folglich  auch  (»  in  q  enthalten 
ist;  durch  q  teilbar  sind.  Daraus  folgt;  daß  P{q)  selbst  relativ 
prim  gegen  q  ist,  und  da  es  andererseits  teilbar  ist  durch  p 
aber  nicht  durch  p^,  so  muß  der  größte  gemeinsame  Teiler  von 

qP(q)     und  Qp 

gleich  p  sein.  So  findet  sich  endlich  der  folgende  wichtige  Satz: 
Ist  p  ein  Primideal  /■**"  Grades  und  P(x)  eine  be- 
liebige der  Primfunktionen  (mod.  2?)  von  eben  dem- 
selben Grade,  so  gibt  es  eine  Wurzel  q  der  letzteren 
von  der  Beschaffenheit;  daß  jede  ganze  Zahl  des  Kör- 
pers in  bezug  auf  eine  beliebig^  hohe  Potenz  p™  als 
Modulus  einer  ganzen,  ganzzahligen  Funktion  von  q 
kongruent;  und  daß  zugleich  p  der  größte  gemein- 
same Teiler  der  beiden  Hauptideale  Qp  und  qP{q)  ist, 
in  Zeichen: 

(156)  p^\p,Pi9)}. 

Man  darf  hinzuftigeU;  daß  bei  geeigneter  Wahl  der  Prim- 
funktion P{x)  die  Zahl  q  als  Primitivzahl  gedacht  werden  darf. 

Durch  diesen  Satz  wird  das  allgemeine  Ergebnis  der  Nr.  17, 
nach  welchem  jedes  Ideal  größter  gemeinsamer  Teiler  zweier 
Hauptideale  ist,  für  den  Fall  eines  Primideales  durch  die 
dann  fQr  die  Hauptideale  geltende  Beziehung  zu  der  irreduk- 
tibeln Kongruenz  /'**"  Grades  P(x)  =  0  (mod.  p)  wesentlich 
schärfer  gefaßt  und  vertieft. 
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Siebentes   Kapitel. 
Von  den  Diskriminantenteilern. 

1.  Nächst  dem  Grade  eines  endlichen  Körpers  ^ 
ist  eine  seiner  wesentlichsten  arithmetischen  Be- 
Stimmungen  die  Grundzahl  oder  Diskriminante  des- 
selben.    Wir  verstanden  unter  der  Grundzahl 

I>=.z/(9) 

des  Körpers  die  Diskriminante  irgend  einer  Basis  ^i,  y»,  •••,  J'» 
des  Ideals  g;  da  solche  Basis  stets  zugleich  eine  Basis  des 
Körpers  ist,  so  ist  die  Grundzahl  immer  eine  von  Null  yer- 
schiedene  und  zwar  ganze  rationale  Zahl  (s.  Kap.  1,  Nr.  8  und 
Kap.  4,  Nr.  3).     Sind  nun 

(1)  rl  ^  hiVx  +  ^2.^2  +  •  •  •  +  ^n.n- 

(/=  1,  2,  ...,  ») 

irgend  welche  n  Zahlen  in  g,  so  besteht  (Kap.  1,  (61))  die 
Beziehung 

^(yi',^,',---,  y.')  =  'c«!*-^(9), 

und  somit  werden  die  n  Zahlen  yl  eine  Basis  des  Körpers 
bilden  oder  nicht,  jenachdem  die  Determinante  ;  c^^  von  Null 
verschieden  oder  gleich  Null  ist.  Wenn  aber  ö  irgend  eine 
ganze  Zahl,  des  Körpers  ist,  so  bestehen  n  Gleichungen  von 
der  Form 

(2)  ö*  =  c^iYx  +  c^iy%  +  •  •  •  +  c^iY^, 

(/  =  0,  1,  2,  •  .  .,  I.  -  1) 

denen  zufolge,  wenn  ihre  Determinante  |  c^^ .  zur  Abkürzung 
mit  C  bezeichnet  und  als  Index  der  Zahl  0  benannt  wird, 

(3)  z/(l,  Ö,  ö«,  •••,  ^-i)  =  C».^(9) 
ist,  und  dem  Gesagten  gemäß  werden  die  Potenzen 

dann  und  nur  dann  eine  Basis  des  Körpers,  d.  h.  0  eine  den 
letztem  erzeugende  Zahl  w*®**  Grades  oder  eine  Zahl  der  dem 
Körper  i?  entsprechenden  Gattung  ®  sein,  wenn  der  Index  C 
von  Q  von  Null  verschieden  ist.  Man  denke  sich  sämt- 
liche  Zahlen  ö  der  Gattung  @;  der  Gleichung  (3)  gemäß 
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ist  die  Grundzahl  D  des  Körpers  gemeinsamer  Teiler^ 
jede  in  D  aufgehende  rationale  Primzahl  also  ein 
gemeinsamer  Primteiler  der  Diskriminanten  aller 
dieser  Zahlen.  Jede  einzelne  Diskriminante  aber  kann  noch 
besondere  Primteiler  haben,  diejenigen  nämlich,  welche  im 
Index  der  Zahl  0  enthalten  sind;  diese  letzteren  sind  von 
Kronecker  „außerwesentliche  Teiler''  genannt  worden  im 
Gegensatze  zu  den  in  D  aufgehenden  ^^wesentlichen  Teilern"; 
wir  möchten  den  Ausdruck  „individuelle  Teiler"  fOr  sie  an- 
gemessener finden,  denn  diese  „außerwesentlichen"  Primteiler 
spielen  im  Gegenteile  in  gewisser  Hinsicht  eine  sehr  wesent- 
liche Rolle.  In  der  Tat  hat  zuerst  Dedekind  den  Nachweis 
geliefert,  daß,  wenn  p  eine  Primzahl  ist,  welche  nicht  im 
Index  von  0  aufgeht,  ihre  Zerlegung  in  Primidealfaktoren  des 
Körpers  ^  aus  der  Gleichung,  welcher  0  genügt,  mit  Hilfe 
der  Theorie  der  höheren  Kongruenzen  gefunden  werden  kann, 
während  für  Primfaktoren  des  Index  dies  nicht  gleicherweise 
möglich  ist.     Wenn  nämlich 

(4)  F(x)^0 

die  irreduktible  Gleichung  ist,  welcher  ö  genügt,  und  die  ganze, 
ganzzahlige  Funktion  F{x)  ist,  in  irreduktible  Faktoren  (mod.jp) 

zerlegt. 

Fix)  =  P^(xy^P^{xy^  •  •  •  P^{xyr  (mod.^), 

so  entspricht  dieser  Zerlegung  im  ersteren  Falle  eine  Zerlegung 

der  Primzahl  p  in  Primideale  p^,  welche  mit  den  Primfiink- 
tionen  Pi(x)  eng  verknüpft  und  gleichen  Grades  sind,  wie  sie; 
im  andern  Falle  fehlt  eine  solche  notwendige  Konformität  der 
Zerlegungen.  Mit  dieser  Erkenntnis  wurde  zugleich  der  Grund 
aufgedeckt,  warum  die  früheren  Bemühungen,  die  Kummer- 
sche,  auf  die  Kongruenz  F{x)^0  (mod.jp)  gegründete  Theorie 
der  idealen  Zahlen,  welche  für  die  aus  Einheits wurzeln  ge- 
bildeten Zahlenkörper  erfolgreich  gewesen,  auf  jede  Art  von 
Zahlenkörpern  auszudehnen,  von  vornherein  aussichtslos  sein 
mußten;  denn,  falls  eine  Primzahl  p  etwa  in  dem  Index  einer 
jeden  Zahl  6  der  Gattung  &  enthalten  sein  soUte,  so  könnte 
keine    einzige    der    entsprechenden    Gleichungen    (4)    benutzt 
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werden,  um  mittels  Zerlegung  der  Punktion  F{x)  {moA,p) 
nach  der  Theorie  der  höheren  Kongruenzen  die  Zerlegung  von 
p  in  seine  Primidealfaktoren  zu  gewinnen^  imd  so  müßte  die 
Begründung  dieser  Zerlegung  innerhalb  des  gedachten  Zahlen- 
körpers  auf  jene  Theorie  notwendig  dann  lückenhaft  bleiben. 
Daß  es  aber  Körper  gibt,  in  denen  der  Pall  solcher  Primzahlen^ 
sich  wirklich  ereignet,  dafür  wurde  an  einem  Beispiele  gleich- 
faUs  von  Dedekind  zuerst  der  Beweis  erbracht.^) 

Indessen  haben  neuere  Untersuchungen  den  Weg  gewiesen,, 
wie  dennoch  die  Theorie  der  höheren  Kongruenzen  zur  Grund- 
lage für  die  Zerlegung  sämtlicher  Primzahlen  p  in  ihre  Ideal- 
faktoren verwendbar  gemacht  werden  kann.  Dies  Verdienst 
gebührt  Hensel,  welcher,  gestützt  zwar  auf  Kroneck  ersehe 
Grundsätze  und  Vorarbeiten,  über  die  Resultate  dieses  Forschers,, 
sie  ergänzend  oder  weiterführend,  wesentlich  hinausgegangen 
ist.*)  Das  Prinzip  seiner  Untersuchungen  ist  das  gleiche,  dessen 
sich  Kronecker  bedient  hat:  statt  der  algebraischen  Zahlen 
selbst  Formen  zu  betrachten,  deren  Koeffizienten  derartige 
Zahlen  sind,  und  durch  solche  Assoziation  neuer  Größengebilde 
oder  das  methodische  Hilfsmittel  der  unbestimmten  Koeffizienten 
„das  Gebiet  der  algebraischen  Größen  genügend  zu  erweiteni 
um  den  bei  ganzen  Zahlen  und  bei  ganzen  rationalen  Funk- 
tionen von  Variabein  geltenden  einfachen  Gesetzen  der  Teil- 
barkeit,  welche  beim  Übergänge  zu  den  ganzen  algebraischen 
Größen  modifiziert  werden,  wiederum  Raum  zur  vollen  Wirk- 
samkeit zu  schaffen."^)  Bevor  wir  dazu  übergehen  können,  von 
den  Henselschen  Arbeiten  eine  Darstellung  zu  geben,  müssen 
wir  in  betreff  der  Kroneckerschen  „Formen"  einige  Vor- 
bemerkungen machen,  auf  die  auch  später  zurückzugreifen 
sein  wird. 


1)  S.  zu  diesem  allen  Dedekind  ,,über  den  Zusanunenhang  zwi- 
schen der  Theorie  der  Ideale  und  der  Theorie  der  höheren  Kongruenzen"^ 
Götting.  Abh.  23.  Bd.,  1878;  Götting.  Anz.  1871,  p.  1488. 

2)  Hensel  „Untersuchung  der  Fundamentalgleichung  einer  Gat- 
tung**, Journ.  f.  Math.  113,  p.  61,  und  „arithmetische  Untersuch,  üb.  die 
gemeinsamen  außerwesentlichen  Diskriminantenteiler  einer  Gattung*^ 
ebendas.  p.  128. 

3)  Eronecker,  Festschrift  „Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie 
der  algebraischen  Größen",  s.  auch  Joum.  f.  Math.  92,  p.  48. 
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2.  Mittels  der  in  der  2***^  und  S^  Nummer  des  dritten 
Kapitels  entwickelten  Grundsätze  überzeugt  man  sich  leicht, 
daß  eben  dieselben  Entwicklungen  auch  Gültigkeit  behalten, 
falls  statt  der  ganzen,  ganzzahligen  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen solche  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  in  Betracht 
gezogen  werden.  Sie  gelten  somit  auch  für  ganze  Funktionen 
einer  Veränderlichen  x^  deren  Koeffizienten,  statt  ganze  Zahlen 
zu  sein,  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  von  beliebig  viel  Un- 
bestimmten Uy  Vj  •  '  '  sind.     Ist  also 

F  (x]  w,  V,  -  ") 

eine  solche  Funktion  und  wird  eine  andere  Funktion 

0(X]      tly      V,      •      •     •) 

derselben  Art  ein  Teiler  der  ersteren  (mod,|))  genannt,  wenn 
es  eine  dritte  Funktion  W(x]  u,  t;,  •  •  •)  von  gleicher  Art  gibt 
80  beschaffen,  daß 

(5)  F  (rr;  m,  v,  •  •  •)  =  <^(x'^  u,  v,  •  •  •)  ■  ^(x]  u,  v,  •  •  •)  (mod.  jp) 

ist,  d.  h.  daß  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  von  x  auf 
beiden  Seiten  (mod.  p)  kongruente  Funktionen  von  m,  v,  •  •  • 
sind,  so  erhält  man  ganz  die  gleichen  Teilbarkeitssätze,  wie 
sie  an  der  angegebenen  Stelle  für  ganze,  ganzzahlige  Funk- 
tionen einer  Veränderlichen  bewiesen  worden  sind.  Heißen 
z.  B.  zwei  Funktionen 

Fi(a;;  w,  v,  •  •  •),     F^Ca;;  m,  r,  •  •  •) 

ohne  gemeinsamen  Teiler  (mod.  jp),  wenn  sie  keinen  andern 
Teiler  gemeinsam  haben,  als  etwa  eine  in  allen  ihren  Koeffi- 
zienten aufgehende  rationale  ganze  Zahl  oder  ganze,  ganzzahlige 
Funktion  nur  von  den  Unbestimmten  w,  v,  •  •  •,  so  wird  es 
stets  zwei  andere  ganze  Funktionen 

0^{xyu,v,  ...),     ^%{xyn,  r,  •  •  •) 
geben  von  der  Beschaffenheit,  daß  eine  Beziehung 

(6)  Fl (iC; «,  V,  • .  •)  •  a>i (a;;  w,  v,  ■  •  •)  +  Fg {x-,  w,  v,  •  •  •)  •  0^{x'^  u,  v,  •  •  •) 

==  C  («,  Vj  ' '  •)  (mod.  2)) 

stattfindet,  in  welcher  die  rechte  Seite  eine  ganze,  ganzzahlige 
Funktion  der  Unbestimmten  w,  v,  •  •  •  allein  bedeutet.  Wir 
nennen   ferner  F(.r:  «,  r,  •  •  •)  eine  Primfunktion  (mod.  ^)), 


Von  den  DiBkriminautenteilern.  251 

weun  eine  Zerlegung  derselben  nach  der  Formel  (5)  nur  in 
der  Weise  möglich  ist;  daß  von  den  Faktoren  zur  Rechten 
der  eine  eine  ganze  Zahl  oder  ganze ,  ganzzahlige  Funktion 
der  Unbestimmten  w,  i;,  •  -  •  aUein,  der  andere  nur  um  einen 
ebensolchen  Faktor  von  F  verschieden  ist;  präziser  denken 
wir  uns  die  Primfunktion  stets  primär,  d.  h.  ihren  höchsten 
Koeffizienten  der  Einheit  gleich.  Alsdann  gilt  wieder  der 
fundamentale  Satz,  daß  das  Produkt  zweier  ganzen  Funktionen 
nur  dann  durch  eine  Primfunktion  (mod.  p)  teilbar  ist,  wenn 
es  einer  der  Faktoren  ist,  wodurch  dann  weiter  begründet  ist, 
daß  jede  ganze  Funktion  auf  eine  einzige  Weise  als  Produkt 
von  primären  Primfunktionen  (mod.p)  dargestellt  werden,  näm- 
lich eine  Kongruenz 

(7)  F  (a;;  w,  t;,  •  •  •)  =  C(w,  v,  •  •  •) '  A (^5 ^; ^;  •  •  'T^  ■  * •  ^a(^;  ^h ^; '  *  0^'* 

(mod.  p) 

aufgestellt  werden  kann,  in  welcher  C(u,  v,  -  -  -)  eine  ganze, 
ganzzahlige  Funktion  allein  von  den  Unbestimmten,  die  Funk- 
tionen Pj,  .  .  .,  P,  aber  verschiedene  Primfunktionen  (mod.p) 
in  endlicher  Anzahl  bezeichnen. 

3.  Andererseits  denken  wir  uns  eine  ganze  Funktion 
F(«,  v,  •  •  •)  der  Unbestimmten  w,  v,  •  •  •,  deren  Koeffizienten 
«,,  Oj,  •  •  •,  «^  beliebige  ganze  Zahlen  eines  endlichen  Körpers  Ä 
sind;  nach  Kronecker  heißt  man  sie  „eine  Form  des  Körpers" 
mit  den  Unbestimmten  w,  t?,  •  •  •  •  Jeder  Form  des  Körpers 
entspricht  ein  bestimmtes  Ideal  desselben,  nämlich  das 
aus  ihren  Koeffizienten  entspringende  Ideal 

(8)  a=  {«1,  «2,  •••,  aj; 

umgekehrt  gibt  es  zu  jedem  Ideale  des  Körpers  Formen,  denen 

es  entspricht,  denn,  bedeuten  ^j,  (p^y  •  •  •,  g)^  irgendwelche,  aber 

verschieden   aus   Potenzen   von   «,  v,  -  -  -   gebildete   Produkte, 

80  ist 

F (w,  r,  .  .  .)  =  cfi9i  +  «aqpg  H h  a^^^ 

eine  solche  Form.  Das  Ideal  a,  welches  der  Form  F(if,  v,  ••  •) 
entspricht,  heiße  der  Inhalt  derselben.^) 

1)  Hubert,  Bericht  über  die  Theorie  der  algebraischen  Zahl- 
körper, im  Jahresber.  der  Deutschen  Math.  Vereinigung,  4.  Bd.,  1804/95, 
p.  187. 
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Hier  gilt  nun  der  folgende  fundamentale  Satz:  Der  In- 
halt eineB  Produkts  von  Formen  ist  gleich  dem  Pro- 
dukte auB  den  Inhalten  seiner  Faktoren.  Es  genügt,  ihn 
für  ein  Produkt  zweier  Faktoren  zu  beweisen.  Seien  also 
Fl  (Uy  V,  '  '  •  j,  F,  (m,  V,  •  •  •)  zwei  Funktionen  mit  den  Inhalten 

^r  t        '  f  '    l  ..."  f      "        "  "    t 

^    ^    \^lf   ^f   "'f^^r'},       a      =    («1,   OTä,   •  ••,   a^"} 

und  der  Inhalt  ihres  Produktes 

(9)  F(u,  r,  . . .)  =  Fi(w,  V,  '")'  Fj(«,  v,  -  •  •) 

sei 

a==  («1,  ttj,  •-.,  a^). 

Macht  man  wieder,  indem  man  die  positive  ganze  Zahl  g  groft 
genug  wählt,  wie  in  Kap.  6,  Nr.  6  ausgeführt  worden  ist^ 
die  Substitution 

u  =  X,  V  =  x^j  w  =  x^^j  •  •  •, 

so  gehen  die  drei  in  der  Formel  (9)  enthaltenen  Funktionen 
in  Funktionen  von  x  über,  welche  durch 

F  (x)  «  /3i  rr^'i  +  ß^  x''^  + \-  ßr  ^''' 

F,  {x)  =  ß\  a;''/  +  /3i  a/'«'  +  . . .  +  /3;,  xi^'r^ 
Y^{x)  =  (Six'^"  +  ^2V^"  +  . . .  +  /3;,a:*"r" 

dargestellt  werden  mögen;  wir  denken  sie  uns  nach  fallenden 
Potenzen  von  x  geordnet;  die  Zahlen  /3.,  /3/,  /5/'  sind  dann  bis 
auf  die  Anordnung  mit  den  Elementen  «,.,  «/,  «/'  der  Ideale 
a,  a',  a"  resp.  identisch.  Ist  nun  p  irgend  ein  Primideal  des 
Körpers  und  p",  p'*',  p'*"  die  höchsten  Potenzen  desselben,  durch 
welche  die  Ideale  a,  a',  a"  teilbar  sind,  wobei  die  Exponenten 
a^  a',  a'  resp.  gleich  Null  zu  denken  sind,  falls  p  gar  kein 
Primidealfaktor  des  bezüglichen  Ideals  wäre,  so  sind  alle 
Elemente  ßl  zwar  durch  p'*',  wenigstens  eins  von  ihnen  aber 
nicht  mehr  durch  p**-*-^  teilbar,  da  sonst  gegen  die  Voraus- 
setzung auch  sämtliche  Zahlen  in  a'  dies  sein  müßten;  des- 
gleichen werden  alle  Elemente  j3/'  zwar  durch  p**",  wenigstens 
eins  derselben  aber  nicht  mehr  durch  p«"  +  i  teilbar  sein.  Man^ 
bezeichne  mit  ß^  das  erste  der  Elemente  ß(^  ß^\  •  •  •,  welches 
nicht  mehr  durch  p'*'"^  ^  mit  ß^'  das  erste  der  Elemente  /J/',  jS,"  •  •  > 
welches  nicht  mehr  durch  p^'^^  aufgeht.    Dann  erkennt  man 
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ganz  ähnlich  wie  bei  dem  Beweise  des  G au ß sehen  Fundamental- 
Satzes  in  Kap.  6,  Nr.  3^  daß  dasjenige  Glied 

der  Funktion  F{x)j  dessen  Exponent  h.  gleich  h^  +  Ä/'  ist, 
einen  Koeffizienten  /3,.  haben  muß,  welcher  zwar  durch  p«'  +  *", 
aber  nicht  mehr  durch  p«'+«"  +  i  teilbar  ist,  während  im  übrigen 
gewiß  sämtliche  Koeffizienten  dieser  Funktion  durch  p«'+«" 
teilbar  sind.     Daher  geht  das  Ideal 

{ß\j  ßi7  ■  ••;  ßr]y 

welches  mit  dem  Ideale  a  identisch  ist,  genau  durch  p'''  +  <'' 
auf.  Jedes  Primideal  findet  sich  hiemach  in  der  Zerlegung 
von  a  genau  so  oft,  wie  in  den  Zerlegungen  von  a',  a"  zu- 
sammen genommen  imd  folglich  ist,  wie  der  Satz  es  behauptet; 

a  =  q'  .  a". 

Das  Ideal  a  ist  der  größte  gemeinsame  Idealteiler  der 
Hauptideale  gc^i,  ga^,  •  •  •,  ga^  oder  der  Zahlen  a^,  a^,  •  •  •,  a/^ 
sind  die  letzteren  ganze  rationale  Zahlen  und  8  deren  größter 
gemeinsamer  Teiler,  so  ist 

a  =  g(J, 

da  einerseits  alle  Zahlen  a^,  a^,  •  •  •,  a^,  also  auch  das  Ideal 

a  =  g«!  +  9«^»  H V  Q^r 

in  gd,  andererseits  die  Zahl  tf,  weil  sie  in  die  Form 

mit  ganzen  rationalen  Werten  der  x^  gesetzt  werden  kann, 
und  daher  auch  gd  in  a  enthalten  ist.  In  diesem  Falle  ist 
also  der  Inhalt  der  Form  F  im  wesentlichen  nichts  anderes 
als  das,  was  in  Kap.  6,  Nr.  3  der  Teiler  der  Funktion  F 
genannt  worden  ist,  und  so  erhalten  wir  aus  dem  vorher 
bewiesenen  fundamentalen  Satze  insbesondere  den  Satz,  daß 
der  Teiler  eines  Produkts  ganzzahliger  Funktionen  gleich  dem 
Produkte  aus  den  Teilern  der  Funktionen  ist,  wieder  zurück. 

Aus  dem  fundamentalen  Satze  fließt  sogleich 
weiter  der  Satz,  daß,  wenn  ein  Produkt  von  Formen 
durch  ein  Primideal  p  teilbar  ist,  auch  einer  der 
Faktoren  es  sein  muß.  Denn,  sind  in  (9)  sämtliche  Koeffi- 
zienten von  F  teilbar  durch  |),  so  geht  a  und  daher  mindestens 
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dies  der  Fall,  also  die  vorstehende  Gleichung  erfüllt  ist,  so 
folgt  aus  (14) 

mithin  ist  jede  der  Zahlen  ß^  teilbar  durch  N  und  Gleiches 
gilt  demnach  auch  von  den  konjugierten  Zahlen  ß^^^\  /3/'\  •  •  •,  /J/""  ^\ 
also  wird  das  Produkt  der  zu  <I>  konjugierten  Funktionen: 

durch  N"~*  teilbar  sein,  während  der  Inhalt  der  rechten  Seite 
vorstehender  Gleichung  nur  N"'^  ist;  dies  tritt  nur  ein,  wenn 
N  =  1,  und  folglich  ergibt  sich  NF  (u,  r,  •  •  •)  als  eine  primitive 
Form.  —  Aus  diesem  Satze  ist  zu  ersehen,  daß  die  Definition 
«iner  Einheitsform  auch  so  gefaßt  werden  kann,  zu  sagen: 
Einheitsform  heißt  jede  Form,  deren  Norm  N  gleich 
Eins  ist. 

Hieraus  folgt  dann  weiter,  daß  zwei  Formen  von 
gleichem  Inhalte  voneinander  nur  um  Faktoren  ver- 
schieden sind,  welche  Einheitsformen  sind,  und  daß 
umgekehrt  zwei  so  voneinander  verschiedene  Formen 
gleichen  Inhalt  besitzen.   In  der  Tat,  besteht  eine  Gleichung 

(15)  F^E^VE,, 

wo  Ej  E^  zwei  Einheitsformen  bedeuten,  so  ergibt  sich,  da 
dem  Fundamentalsatze  zufolge  ihre  beiden  Seiten  bezw.  den- 
selben Inhalt  besitzen,  wie  F^,  F  resp.,  unmittelbar,  daß  diese 
beiden  Funktionen  von  gleichem  Inhalte  sind.  Wenn  aber 
umgekehrt  F,  F^  zwei  Formen  gleichen  Inhalts  sind  und  O 
wie  zuvor  das  aus  den  zu  F  konjugierten  Funktionen  gebildete 
Produkt  bezeichnet,  so  haben  dem  Fundamentalsatze  zufolge 
iiuch  die  Produkte  F  •  O  und  F^  •  O  gleichen  Inhalt,  nämlich 
den  Inhalt  gN  von  NF,  daher  sind  die  Koeffizienten  des  letzten 
Produkts  durch  N  teilbare  ganze  Zahlen  des  Körpers  und 

F^O^N'E,, 

wo  E^  eine  Funktion  bedeutet,  deren  Inhalt  gleich  g  ist.  Die 
Verbindung  dieser  und  der  Gleichung  (11)  liefert  aber  die 
Gleichung  (15),  deren  Bestehen  behauptet  war.    Diesem  Satze 
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gemäß  darf  man  die  Definition  äquivalenter  Formen  auch  durch 
die  folgende  ersetzen:  Zwei  Formen  heißen  äquiyalent, 
wenn  ihr  Quotient  gleich  dem  Quotienten  zweier  Ein- 
heitsformen ist. 

Äquivalente  Formen  haben  gleiche  Norm^  denn  aus 
(15)  folgt^  da  die  Norm  jeder  Einheitsform  gleich  1  ist,  die 
Gleichung 

wenn  N^  analog  mit  N  den  Teiler  von  NF^  (w,  v,  •  •  •)  be- 
deutet, 

5.  Man  kann  nunmehr  den  Satz  beweisen,  daß  die 
Norm  einer  Form  stets  gleich  der  Norm  des  Ideals 
ist,  welches  ihren  Inhalt  ausmacht.  Der  vorstehenden 
Bemerkung  zufolge  genügt  es,  dies  für  irgend  eine  Form  mit 
dem  Inhalte  a  zu  zeigen.  Wir  denken  uns  also  das  Ideal  a 
als  Modulus: 

und  wählen 

Sind  dann  y^,  y^,  •  •  •,  y^  die  Basiszahlen  von  g,  so  werden 
die  Produkte  y^a^,  y,«^,  •  •  •,  y^a^  wieder  Zahlen  des  Ideals  a, 
mithin  als  lineare  und  homogene  ganzzahlige  Funktionen  von 
€c^y  «2,  • '  *,  a„  darstellbar  sein,  und  demnach  werden  n  Glei- 
chungen bestehen  von  der  Form: 


(16) 


F  •  n  =■  Uj„tt^  +  ?7j„a,  + 1-  U,„a^, 


in  denen  die  Koeffizienten  Uf^  lineare  ganzzahlige  Funktionen 
der  unbestimmten  U(  sind.     Die  Determinante 


wird  also  eine  Form  w**^  Grades  mit  diesen  Unbestimmten 
sein,  die,  wie  man  leicht  erkennt,  eine  Einheitsform  ist.  Wäre 
nämlich  der  größte  gemeinsame  Teuer  ihrer  Koeffizienten  von  1 
verschieden,  also  durch  eine  Primzahl  p  teilbar,  so  würden 
sich   (vgl.  Kap.  1,   Nr.  7)    ganze,    ganzzahlige   nicht   sämtlich 

BAchmann,  Zahleutheorie.     V.  17 
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durch  p  teilbare  Formen  F^,  Fj|,  •  •  -^  F^  mit  den  Unbestimmten 
u^  angeben  lassen  yon  der  Beschaifenlieit^  daß  n  Eongraenzen 

(i  =  1,  8,  .-.,n) 

erfüllt  wären^  woraus  dann  herrorginge,  daB  der  Ausdruck 

als  eine  Summe  von  Produkten,  deren  einer  Faktor  durch  p 
teilbar,  der  andere  eine  Zahl  des  Ideals  a  ist,  lauter  Koeffi- 
zienten hat,  welche  im  Ideale  Qp  •  a  enthalten  sind.  Der  Inhalt 
desselben  Ausdrucks  ist  aber  a  •  j,  wQun  j  denjenigen  der  Form 

Fiy,  +  F,y,  +  ■  •  ■  +  F,y. 

bezeichnet;  daher  muß  j,  also  jeder  Koeffizient  dieser  Form^ 
deren  jeder  die  Oestalt  einer  linearen  ganzzahligen  Funktion 

hat,  in  Qp  enthalten  sein,  was  nur  sein  kann,  wenn  die  sämt- 
lichen a^,  nämlich  alle  Koeffizienten  der  Funktionen  F^  durch 
2)  teilbar  sind,  gegen  die  Bedeutung  der  letzteren. 

Nachdem  dies  für  die  Determinante  U  bewiesen  ist,  stelle 
man  nun  neben  dem  Systeme  (16)  die  sämtlichen  dazu  kon- 
jugierten Systeme  von  Gleichungen  auf;  dann  ergibt  sich 
mittels  des  Multiplikationssatzes  für  Deteiminanten  nachstehende 
Gleichung: 


(17)  .vF.I^^^'^^   y^'"'^ ^yn^'' 


«1?  «Sj 


7    ''n 


^jj:<'\  ^''\ .<'' 


«1^""*^    «2^""*\    ••  •;    ««^""^^ 


Nun  bestehen   aber  zwischen  der  Basis   des  Ideals  a  und  der 
Basis  von  g  Gleichungen  von  der  Gestalt 

(i  =  1,  2,  .  ..,  n) 

deren  Determinante  (vgl.  Kap.  4,  (46;)  gleich  der  Norm 

9i(a)  =  (9,  a) 
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des  Ideals  a  ist^  und  da  hieraus  die  Gleichung 


/y                    /v          •  ■  •  • 

1 

«1?              «2,      •  •  •  • 

-  .  ^ik  1  • 

«,(»-'),  «,<—»),•• 

•  •  •>  y« 

.  .  .      V  (») 

yi<"-S  y,("-»>, 

hervorgeht,  liefert  die  Formel  (17)  diese  andere: 

NF  =  SR(a)  •  CT, 

welche,  da  U  als  eine  Einheitsform  festgestellt  worden  ist,  mit 
der  behaupteten  Gleichheit 

N  =  9fl(a) 

gleichbedeutend  ist. 

Die  vorstehend  entwickelten  Betrachtungen  verstatten,  ein 
beliebiges  Ideal  des  Körpers,  das  bisher  stets  nur  als  eine  Ge- 
samtheit von  unendlich  vielen  Zahlen  des  letzteren  aufgefaßt 
worden  ist,  durch  einen  geschlossenen  algebraischen  Ausdruck 
zu  deuten  oder  darzustellen,  indem  man  es  durch  eine  be- 
liebige der  Formen  ersetzt,  deren  Inhalt  es  ausmacht.  Da 
Hensel  in  seinen  Arbeiten  sich  dieser  Eroneckerschen  An- 
schauungsweise bedient,  wollen  auch  wir  bei  der  Darstellung 
derselben  Gebrauch  davon  machen. 

6.  Unter  einem  individuellen  Teiler  der  Diskriminante 
einer  Zahl  Ö  der  Gattung  ®  haben  wir  jede  Primzahl  p  ver- 
standen, die  im  Index  von  ö,  d.  i.  in  der,  in  Formel  (3)  auf- 
tretenden Determinante 


C^\a 


'ik 


aufgeht.  Sie  unterscheiden  sich  von  den  übrigen  Primzahlen 
durch  einen  ferneren  charakteristischen  Umstand.  Sei  näm- 
lich wieder 

(18)  F{x)  «  0 

die  irreduktible  ganzzahlige  Gleichung  w*®^  Grades,  durch 
welche  0  bestimmt  ist.  Wenn  dann  zunächst  p  eine  jener 
individuellen  Primzahlen  ist,  so  lassen  sich  (nach  Kap.  1,  Nr.  7) 
n  ganze,  nicht  sämtlich  durch  p  teilbare  Zahlen  x^,  x^,  - 
angeben  von  der  Beschaffenheit,  daß 

(19)  Ci^x^  +  Ci^x^  H h  c^^x^  =  0    (mod.  p) , 

(.•  =  1,  2,  •  .  .,  n) 

17* 


7^n 
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also  auch 

(20)  x^+x^e  +  '-'  +  x^e^-^-O    (mod.p) 

wird;  eine  Kongruenz,  welche  lehrt,  daß  in  diesem  FaUe 
F(x)  =  0  (mod.p)  nicht  die  Kongruenz  niedrigsten  Gra- 
des ist,  welcher  (mod.  p)  die  Zahl  6  genügt.  Ist  di^egen  p 
keine  der  indiyiduellen  Primzahlen,  so  kann  0  keiner  Kon- 
gruenz (mod.  jii)  Genüge  leisten,  deren  Grad  geringer  ist  ab 
der  Grad  n  der  Kongruenz  F{x)  ^  0  (mod.  jp),  denn  aus  einer 
Kongruenz  geringeren  Grades,  also  von  der  Form  (20)  mit 
nicht  lauter  durch  p  teilbaren  Koeffizienten  ergaben  sich  durch 
Einsetzen  der  Werte  (2)  für  1,  0,  ö«,  •  •  ;  ^""^  wegen  der 
rationalen  Unabhängigkeit  der  Zahlen  y^  die  Kongruenzen  (19), 
welche,  da  ihre  Determinante  durch  p  nicht  aufgeht,  die  Teil- 
barkeit aller  x^  durch  p  nach  sich  ziehen,  also  zu  einem 
Widerspruch  führen  würden.  Man  darf  hiernach  sagen:  Dann 
und  nur  dann  ist  die  niedrigste  ganzzahlige  Kon- 
gruenz (mod.  p),  welcher  die  Zahl  0  genügt,  Yom 
Grade  n,  wenn  p  kein  individueller  oder  außer- 
wesentlicher Teiler  der  Diskriminante  von  0  ist.  Die 
bereits  berührte  Frage,  ob  eine  Primzahl  p  im  Index  jeder 
Zahl  0  der  Gattung  &  aufgeht  oder  nicht,  oder  ob  sie,  wie 
Kronecker  es  ausdrückt,  gemeinsamer  außerwesentlicher 
Teiler  der  Diskriminanten  aller  dieser  Zahlen  sei  oder  nicht, 
läuft  demzufolge  auf  die  andere  hinaus:  ob  in  bezug  auf  den 
Modulus  p  für  jede  jener  Zahlen  die  niedrigste  Kongruenz,  der 
sie  genügt,  von  geringerem  Grade  sei  als  n,  oder  nicht. 

Man  bedenke   nun,   daß   alle   ganzen  Zahlen   des  Körpers 
erhalten  werden,  wenn  man  in  der  linearen  Form 

(21)  Wo  =  yiMi  +  y^u^  .  •    +  y,M„ 

den  Unbestimmten  ti^  alle  ganzzahligen  Werte  gibt.  Daher 
heißt  diese  Form  tv^  die  Fundamentalform  des  Körpers. 
Nimmt  man  an  Stelle  der  Basiszahlen  y^  ihre  konjugierten 
Zahlen  y/^^,  y/*),  •  •  •,  y/""^^,  so  entstehen  w—  1  zu  tv^  kon- 
jugierte Formen,  welche  Wq^^\  Wq^^\  •  •  •,  w^^**'^^  heißen  mögen; 
man  bilde  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  diese  n  zu  einander 
konjugierten  Formen  sind.  Sie  ist,  wenn  w  eine  Unbestimmte 
bezeichnet,  die  folgende: 
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(22)  N(w  -  i*in  -  w^y, u„y„)  =  0, 

die  darin  auftretende  Norm  aber  (nach  Nr.  4)  eine  ganze,  ganz- 
zahlige Funktion  der  Unbestimmten  w,  u^,  u^^  -  -  ^  u^  oder 
von  der  Form 

wo  die  J7j  ganze ;  ganzzahlige  Funktionen  der  Unbestimmten 
Uf  bedeuten;  indem  wir  diesen  Ausdruck  kurz 

nennen,  schreiben  wir  die  Gleichung  (22),  wie  folgt: 

(23)  F(w',u,,u,,  ...,  tO  =  0. 

■ 

Wie  nun  aus  (21)  sämtliche  ganzen  Zahlen  des  Körpers  ent- 
stehen, indem  man  für  die  m^  alle  rationalen  ganzen  Zahlen 
setzt,  so  entstehen  auf  gleiche  Weise  aus  (23)  die  Gleichungen 
n^^  Grades,  denen  jene  einzeln  genügen.  Statt  also  fQr  alle 
diese  besonderen  Gleichungen  zu  untersuchen,  ob  sie  in  bezug 
auf  eine  gegebene  Primzahl  p  als  Modulus  die  Kongruenz 
niedrigsten  Grades  abgeben,  der  die  bezügliche  Zahl  des 
Körpers  genügt,  liegt  es  nahe,  die  eine  Gleichung  (23),  welche 
die  Fundamentalform  w^  zur  Wurzel  hat  und  deshalb  die 
Fundamentalgleichung  des  Körpers  heißen  soll,  solcher 
Untersuchung  zu  unterwerfen.  Wir  stellen  uns  in  der  Tat 
zunächst  die  Frage,  ob  bezw.  wann  diese  Gleichung,  wenn 
man  die  Größen  u^  unbestimmt  läßt,  (mod.  p)  irreduktibel 
sei,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  welches  bei  unbe- 
stimmt bleibenden  u^  die  Kongruenz  geringsten  Grades  (mod.jp) 
sei,  der  die  Fundamentalform  Wq  genügen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  die  Primzahl  p   in  ihre 
Primidealfaktoren  zerlegt: 

(24)  ^«P^*.^,e....p^e,^ 

wo  allgemein  p^  ein  Primideal  und  f^  sein  Grad  sei,  sodaß  dem 
Satze  über  die  Norm  eines  Produkts  zufolge  und,  da  p^  die 
Norm  von  p  ist,  folgende  Gleichung  statt  hat: 

(25)  »  =  e^/i  +  e,/i  +  .  . .  +  6/,. 

Wir  betrachten  eins  jener  Primideale  p,  nennen  f  seinen  Grad 
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und  stellen  die  vorige  Frage  zanächBt  in  bezng  auf  den  Modtdus 
p    welches  ist  bei  unbestimmt  bleibenden  u^  die  nie- 
drigste Kongruenz  (mod.  p),  der  Wq  genügt? 
Zur  Antwort  sei 

(26)  9(«^;  Wi;  w„  •  •  •,  ttj  =  0     (mod.  p) 

eine  beliebige  Eoi^pnienz  von  derselben  Art  wie  (23);  welche 
Wq  zur  Wurzel  hat,  d.  h.,  wenn 

und  die  ü{  als  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  der  u^  gedacht 
werden,  so  sollen  in  der  Form 

mit  den  Unbestimmten  u^  samtliche  Koeffizienten  (der  Inhalt 
der  Form)  durch  das  Primideal  p  teilbar  sein: 

(27)  q>(uY,  Wj,  u,,  •  •  -,  uj  =  0     (mod.  p). 
Hieraus  folgt  durch  Erhebung  zur  p*^  Potenz  auch 

9K;  Wj,  «8,  . .  .,  Uny=0     (mod.  p), 

während  dem  polynomischen  Satze  zufolge  diese  p^  Potenz 
(mod.  p\  also  auch  (mod.  p)  mit  dem  Ausdrucke 

oder,  da  desgleichen 

w/  =  v^i''  +  Vy«**  H f-  K'^yn    (}^o±  p) 

ist,  mit  dem  folgenden: 

9(Vy/  +  •  •  •  +  w/y/;  u/,  V,  •  •  •,  w/) 

kongruent  ist.  Also  ist  auch  dieser  letztere  kongruent  Null, 
während  die  u^  unbestimmt  bleiben;  da  dann  aber  die  uf 
ebensolche  unbestimmte  bezeichnen,  so  darf  man  schließen^ 
daß,  wenn  zur  Abkürzung 

(28)  w^  =  y^Pu^  +  y,Ptt,  +  •  •  •  +  y/u, 
gesetzt  wird, 

9>(^i7  «i;  ^i,  •  •  •;  wj  =  0     (mod.  p) 
sei.     Ist  also  w^  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (26),  so  ist's  tr^ 
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auch;  und  in  gleicher  Weise  folgert  man  nun,  daß,  wenn 
allgemein 

(29)  w,  «  y/tti  +  y/u^  +  •  •  •  +  v/u, 

gesetzt  wird^  mit  w^  zugleich  auch  jede  dieser  Funktionen  tVf. 
eine  Wurzel  derselben  Kongruenz  sein  muß. 

Nun  gibt  es  einen  kleinsten  Index  Tc  so  beschaflkn,  daß 
bei  unbestimmt  bleibenden  u^ 

(30)  Wj^  =  Wq     (mod.  p) 

ist,  und  dieser  Index  h  ist  /*.  In  der  Tat  ist  diese  Kongruenz 
gleichbedeutend  mit  dem  Systeme  der  n  Kongruenzen 

(31)  y/=y,     (mod.  p), 

(/  =  1,  2,  .  .  -,  n) 

welche  f&r  A; »»  /*  dem  Fermatschen  Satze  zufolge  erftUlt  sind, 
mithin  ist  w^  =  w^  (mod.  p).  Bestünden  die  Kongruenzen  (31) 
aber  schon  für  einen  kleineren  Wert  Ton  Ic,  so  würde,  da  jede 
ganze  Zahl  y  des  Körpers  Ton  der  Gestalt 

ist,  aus  welcher 

hervorgeht,  jede  solche  Zahl  die  Kongruenz 

yT^^y      (mod.  \i) 

erfüllen,  während  es  Zahlen  gibt,  welche  (mod.  p)  zum  Ex- 
ponenten /*  passen.  —  Von  den  /*  Funktionen  w^,  w^,  •  •  •,  W'/_i 
aber  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  sie  (mod.  p)  inkongruent 
sind.     Denn  aus  einer  Kongruenz 

in  welcher  g  und  g  +  k  Zahlen  der  Beihe  0,  1,  2,  •••,/*—  1 
bedeuteu,  ei^äben  sich  die  n  Kongruenzen 

(»•  =  1,.  2,  .  .  .,  n) 

welche  zur  Potenz  p^~^  erhoben  die  anderen: 
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d.  i.  mit  Rücksicht  auf  den  Fermatschen  Satz  diese  neuen: 

(i  =  1,  «,  .  .  .,  n) 

nach  sich  ziehen  würden^  die^  wie  soeben  gezeigt  worden,  nicht 
stattfinden  können. 

Aus  air  diesem  ist  also  der  Schluß  zu  ziehen^ 
daß  die  Kongruenz  (26),  sobald  sie  die  Wurzel  w^  hat, 
stets  die  f  inkongruenten  Wurzeln 

t(?o;  w?i?  «^2;  '  •  •;  «<^/-i 
besitzt. 

Zugleich  ist  aber  dann  die  Funktion  tp{w\  w^,  tij,  •  •  •,  w^) 

(mod.  f))  teilbar  durch  w  —  te^Q,  d.  h.  es  besteht  eine  Kongruenz 

^>{w)  =  {w  -  ?(o)  •  91  («0     (mod.  p), 

in  welcher  g>i{w)y  wie  <p{tv),  eine  ganze  Funktion  yon  w  und 
den  u^  mit  algebraisch  ganzzahligen  Koeffizienten  bedeutet.  Da 
nun  (p(ti\)^0  ist,  muß  auch 

{Wi  —  Wq)  •  9j  (w^)  =  0     (mod.  p) 

sein,  mithin,  da  der  erste  Faktor  dieses  Produkts  ganzer  Funk- 
tionen der  u^  nicht  teilbar  ist  durch  p,  muß  nach  Nr.  3 

9^(m?,)  =  0     (mod.  p) 

sein,  woraus  dann  wieder  (p^  (w)  durch  w  —  u\  (moi  p)  teilbar 
herrorgeht,  usw.,  sodaß  sich  schließlich 

(32)  q>{w)  =  f{w)  •  ti}{w)     (mod.  p) 
ergibt,  worin 

(33)  f{iv)  =  (w?  —  w^  (w  —  w^)  '  ' '  (w  —  Wy_i) 

gesetzt  imd  iff^w)  eine  ganze  Funktion  Ton  w  und  den  u^  mit 
algebraisch  ganzzahligen  Koeffizienten  ist.  Die  Koeffizienten 
der  Funktion  f(w)  sind,  wie  sich  unschwer  nachweisen  läßt, 
rationalen  ganzen  Zahlen  (mod.  p)  kongruent.  In  der  Tat 
folgt  aus  (33) 

(34)  f(wy  =  {wP  —  ^V)  (w'**  —  ^1^)  •  •  •  i^'''  ~  w^/- 1) 

(mod.  p); 
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nun  ist  aber  nach  (29) 

ein  Ausdruck^  der  sich  aus  den  y^  und  den  uj^  genau  so  zu- 
sammensetzt^ wie  Wj^^^  aus  den  y^  und  den  t«^;  demnach  ent- 
steht der  Ausdruck  zur  Rechten  von  (34)  aus  dem  Ausdrucke 

oder  dem  ihm  (mod.  p)  kongruenten  Ausdrucke 

einfach  dadurch,  daß  man  die  u^  durch  die  uf  ersetzt;  und  so 
erkennt  man  die  Richtigkeit  folgender  Formel: 

f{tv',  tti,  t/„  . . .,  ur)P  =  f{tvP',  u^P,  u^p^  . . .,  u/)     (mod.  p). 

Versteht  man  aber  unter 

irgend  ein  Glied  der  I\inktion  f(w]  %,  ^2,  •  •  •,  wj,.  so  reduziert 
sich  die  linke  Seite  der  vorigen  Kongruenz  (mod.  p)  auf  die 
Summe  der  Glieder 

aPwP'  •  u^^^Pu^^P  •  • .  uJ*"P, 

und  zur  Rechten  steht  die  Summe  der  Glieder 

atvP* '  u^*^Pti^^^P  '  '  •  uJ*''P, 

also  erfüllen  die  sämtlichen  dem  Körper  angehörigen  Koeffi- 
zienten a  der  Funktion  f(tv)  die  Kongruenz 

aP~a     (mod.  p) 

und  sind  demnach  (vgl.  vor.  Kap.,  Nr.  21),  wie  behauptet,  ratio- 
nalen ganzen  Zahlen  (mod.  p)  kongruent.  Nennt  man  ^(tv) 
die  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von  w  und  den  u^f  welche 
(mod.  p)  kongruent  f(w)  ist',  und  durch  welche  also  wegen 
(32)  die  Funktion  (p(w)  (mod.  p)  teilbar  ist,  so  entsteht  eine 
Kongruenz  von  der  Form 

(35)  9>{tv)  =  ^(w)'x{^^)     (mod.  p), 

in  welcher  nun,  da  der  höchste  Koeffizient  von  %(w)  die  Ein» 
ist,  zugleich  mit  q>{w)  auch  die  Funktion  x(w)  rationale 
ganze  Koeffizienten  haben  muß.  Rationale  ganze  Zahlen,  welche 
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(mod.  p)  kongruent  sind^  deren  Differenz  also  in  p  enthalten 
nnd  daher  als  rationale  ganze  Zahl  durch  p  teilbar  ist^  sind 
«inander  auch  (mod.  p)  kongruent;  sonach  besteht  die  Torauf- 
gehende  Kongruenz  auch  (mod.^)): 

(36)  (p  (w)  E=  g  («;)  .  X  {w)     (mod.  p). 

So  oft  also  (p(w)  die  Fundamentalform  w^  (mod.  p) 
zur  Wurzel  hat,  ist  die  Funktion  q>(w)  bei  unbestimmt 
bleibenden  u^  (mod.  p)  teilbar  durch  die  Funktion  ^(t€\ 
und  selbstyerständlich  gilt  das  umgekehrte  auch. 

Hieraus  aber  schließt  man  weiter,  daß  die  Kon- 
gruenz 

(37)  gW^O    (mod.»)), 

deren  Grad  derjenige  des  Primideals  p  ist,  die  Kon- 
gruenz niedrigsten  Grades  ist,  welcher  (mod.  p)  die 
Fundamentalform  Wq  genügt. 

Die  Funktion  ^{tv)  muß  daher  bei  unbestimmt 
bleibenden  u^  (mod.  p)  auch  irreduktibel  sein.  Denn, 
bestände  eine  Kongruenz  von  der  Form 

g  (w)  =  Fl  (w)  '  F^ {w)     (mod.  jp) , 

80  bestönde  sie  umsomehr  auch  (mod.  p\  und  da  w^  die  linke 
Seite  durch  p  teUbar  macht,  so  müßte  (vgl.  Nr.  3)  auch  eine 
der  Kongruenzen 

F^{w)  =  0,  F^iiv)  =  0     (mod.  p) 

geringeren  als  P^  Grades  durch  die  Fundamentalform  be- 
friedigt werden,  dem  eben  bewiesenen  Satze  zuwider. 

Man  darf  dem  erhaltenen  Resultate  den  Aus- 
spruch hinzufügen,  daß  das  Ideal  p  der  Inhalt  der 
Form 

P&  +  5(?^o) 

sei  und  daher  in  iCronac/cerscher  Weise  durch  die- 
selbe aasdrückbar  sei,  in  Zeichen: 

(38)  P^pz  +  ^{w^\ 

In  der  Tat:  jeder  Idealteiler  der  Koeffizienten  dieses  Aus- 
drucks würde  auch  ein  Teiler  desselben  bleiben,  wenn  die  Un- 
bestimmten  ^l^   durch   irgend   welche   rationale   ganze   Zahlen 
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ersetzt  würden,  wodurch  Wq  in  irgend  eine  ganze  Zahl  des 
Körpers  überginge.  Denkt  man  sich  dies  so  getan,  daß  Wq  in 
die  im  vorigen  Kapitel,  Nr.  22  mit  q  bezeichnete  Zahl  über- 
geht, für  welche 

(39)  p  =  {p,  P(if) } 

ist,  und  bemerkt,  daß  gleichzeitig  ^(w)  in  eine  ganze,  ganz- 
zahlige Funktion  P^^  Grades  übergeht,  welcher  der  Wert  p 
Ton  Wq  (mod.  p)  Genüge  tut,  und  welche  somit  keine  andere 
sein  kann,  als  die  (mod.  p)  irreduktible  Funktion  P{fv),  so 
sieht  man,  daß  5(*^'o)  ^  ^(p)  übergeht,  mithin  jener  Ideal- 
teiler der  Form  (38)  ein  gemeinsamer  Teiler  von  p  und  P{q) 
sein  muß.  Da  nun  offenbar  der  größte  gemeinsame  Teiler  p 
dieser  Zahlen  in  der  Form  (38)  aufgeht,  so  muß  p,  wie  be- 
hauptet, der  Inhalt  derselben  sein. 

7.  Nachdem  dies  festgestellt  worden,  denke  man  sich  einen 
zweiten,  dem  Idealteiler  p  gleichen  oder  davon  verschiedenen 
Primidealteiler  p'  von  p  und  nenne  f  seinen  Grad;  ihm  ent- 
spricht analog  der  Kongruenz  (37)  eine  ganze,  ganzzahlige 
(mod.  p)    irreduktible    Kongruenz    niedrigsten,    nämlich    f'^^^ 

Grades 

%\w)  :=  0     (mod.  p'), 

welcher  die  Fundamentalform  Wq  genügt.  Geht  nun  f)p'  in  j) 
auf,  so  gilt  der  neue  Satz:  So  oft  die  Kongruenz 

(40)  9)(?r)  =  0     (mod.  pp') 

die  Fundamentalform  Wq  zur  Wurzel  hat,  ist  die  Funk- 
tion (p(w)  bei  unbestimmt  bleibenden  u^  teilbar  durch 
das  Produkt  5(^)  *  5(^0  (niod.  ^),  und  umgekehrt.  Die 
Kongruenz  niedrigsten  Grades  also,  der  Wq  (mod.  pp') 
genügt,  ist  die  Kongruenz  * 

(41)  5(w'')-5'W^0    (mod.  pp'). 

Um  dies  einzusehen,  bemerke  man,  daß,  damit  Wq  die  Kon- 
gruenz (40)  erfülle,  woraus 

y(«ro)  =  0     (mod.  p) 

folgte  dem  Satze  der  vorigen  Nummer  zufolge  die  Kongruenz 

9  W  =  %{^)'X  {^)     (mod.  p) 
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notwendig  und  hinreicliend  ist.  Da  aus  der  letztem  aber  die 
Kongruenz 

9  (2^o)  =  5  K)  •  %  K)  =  0     (mod.  p  p') 

hervorgeht  und  man  dieser  die  Form  geben  kann: 

^.z(«'o)  =  0    (mod.  p'), 

in  welcher  der  erste  Faktor  keinen  Primfaktor  von  p  hat,  da 
p  größter  gemeinsamer  Teiler  von  j)  und  $(t^o)  ^^^?  ^^  ™^^ 
der  zweite  Faktor  %{w^  durch  p'  teilbar  sein,  für  welchen 
Umstand  nach  voriger  Nummer  eine  Kongruenz  von  der  Gestalt 

jl^{w)  =  ^'(tv)  '  i;{w)     (mod.  p) 

notwendig  und  hinreichend  ist.  Somit  ergibt  sich  die  Kon- 
gruenz 

(p(;w)  =  g(f(?)  ^\w)  .  ^(tr)     (mod.  p) 

als  die  adäquate  Bedingung  für  das  Stattfinden  der  Kongruenz 

ip{tVQ)  =  0     (mod.  pp'), 

wie  behauptet,  und  hieraus  fließt  die  weitere,  im  letzten  Satze 
ausgesprochene  Folgerung  von  selbst. 

Die  Ausdehnung  dieser  Betrachtung  von  zwei  auf 
beliebig  viel  Primidealteiler  von  p  führt  schließlich 
zu  folgendem  Endergebnisse:  Man  denke  sich  für  die 
verschiedenen  Primidealteiler  p^,  pj,  •  •  •,  p^  von  p  die  mit 
'^(w)  analogen  ganzen  und  ganzzahligen,  (mod.  p)  irreduktibeln 
Funktionen 

resp.  von  den  Graden  /J,  /i,  •  •  •,  f\.  bestimmt.  Diese  Funk- 
tionen sind  von  einander  verschieden;  denn,  wären  z.  B.  5i(?<0; 
5ä(w?)  ein-  und  dieselbe  Funktion,  so  folgte  daraus  wegen 

die  Gleichheit  von  p^,  pj  gegen  die  Voraussetzung.  Damit 
eine  Kongruenz 

(42).  tp(^w)  =  0     (moi.p) 

die  Fundamentalform  Wq  zur  Wurzel  hat,  ist  die  adäquate  Be- 
dingung, daß  eine  Kongruenz  statthabe  von  der  Form 
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(43)  q>{w)~  %^{wy^ .  gs,(w;>  •  •  •  g,(«;>r  .  ^(w)  (mod,p), 

in  welcher  tlf{w)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von  w  und 
den  u^  bedeutet.  Die  Kongruenz  niedrigsten  Grades  (mod.  p), 
welcher  die  Fundamentalform  genügt,  ist   also   die  Kongruenz 

(44)  ^,(:wy  .  ^,(wy^ .  '-'^ri^yr  ^  0     (mod. !>), 

deren  Grad  mit  Beachtung  der  Gleichung  (25)  sich  gleich  n^ 
nämlich  gleich  dem  Grade  der  Fundamentalgleichung  ergibt. 
Für  keine  Primzahl  p  kann  demnach  die  Fundamental- 
form Wq  eine  Kongru^iz  geringeren  Grades  als  der 
der  Fundamentalgleichung  erfüllen.  Da  aber  die  Funda- 
mentalgleichung für  tv '^^  Wq  erfüllt  wird,  so  gilt  dasselbe 
auch  für  die  Kongruenz 

F(;w)  =  0  {moi.p), 

und  folglich  muß  wegen  (43) 

F(tv)  =  ^i{wy^^^(tvy^ .  .  .  %,{wyr  .  rl,{w)  (mod.p), 

oder  vielmehr,  da  F  denselben  Grad  und  denselben  höchsten 
Koeffizienten  1  hat,  wie  das  Produkt  in  (44),  so  muß  genauer 

(45)  F(w)  =  ^,{wy^ .  ^,{tvy^  •  . .  ^,(wyr  (mod. p) 

sein.  Die  Funktionen  5,(w?)  sind  aber  irreduktibel  oder  Prim- 
funktionen (mod.  |>),  und  somit  stellt  die  vorstehende 
Formel  die  nur  auf  eine  Weise  mögliche  Zerlegung 
der  Funktion  F(w)  der  Fundamentalgleichung  in  ein 
Produkt  von  Primfunktionen  (mod. ^)  dar. 

Von  dieBem  wichtigen  Resultate,  welches  mit  einer  ge- 
wissen  Beschränkung  schon  von  Kronecker  (Festschrift  §  25), 
in  seiner  ganzen  Vollständigkeit  aber  zuerst  von  Hensel  a.a.O. 
begründet  worden  ist,  wieder  zurückschließend  erkennt  man 
nun,  wie  im  Gegensatze  zu  dem  in  Nr.  1  Bemerkten  bei 
Einführung  der  Unbestimmten  ti^  für  jede  Primzahl  p 
ohne  Ausnahme  die  Theorie  der  höheren  Kongruenzen 
(mod.p)  zur  Zerlegung  von^  in  seine  Primidealfaktoren 
und  zur  Aufstellung  dieser  benutzt  werden  kann.  In 
der  Tat  braucht  man  offenbar  nur  mittels  jener  Theorie  (vgl. 
Nr.  2)  die  ganze,  ganzzahlige  Funktion  F(w)  von  w  und  den 
Uf,  welche  die  linke  Seite  der  Fundamentalgleichung  bildet, 
in  ihre  Primfaktoren  (mod.  p)  zu  zerlegen;   ergibt  sich  dafür 
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die  Zerlegung  (45),  worin  die  (mod.|>)  irreduktibeln  Funktionen 
%i(w)  bez.  von  den  Graden  f^  sind,  so  ergibt  sich  fttr  die 
Primzahl  p  ihre  Zerlegung  in  Primidealfaktoren  nach  folgender 
Formel: 

(46)  i?-WPJ"  ••«'•, 

wo  allgemein  das  Primideal  pf  vom  Grade  /)  und  durch  die 
Formel 

(47)  Pi'-JP^  +  SiK) 
bestimmt  ist. 

Hieran  schließt  sich  ein  Satz,  der  gleichfalls  mit  der  er- 
wähnten Beschränkung  schon  von  Kronecker  ausgesprochen, 
doch  erst  Ton  Hensel  auf  Grrund  der  vorigen  Resultate  voll 
bewiesen  worden  ist.     Aus  der  Formel 

der  Fimdamentalform  ergeben  sich,  analog  den  Gleichungen  (2) 
die  n  Beziehungen 

(48)  <  «  UuYi  +  U^iY,  +  •  •  •  +  U„iyn^ 

(•■  =  0,  1,  2,     ...n-1) 

in  denen  die  Koeffizienten  U^^  ganze,  ganzzahlige  Funktionen 
der  Unbestimmten  u^  bezeichnen,  und  aus  ihnen  die  der  Glei- 
chung (3)  entsprechende  Formel: 

(49)  J(l,  w„  V,  .  ■  •,  «;o"- ')  =  ü^  ■  ^(9), 
in  welcher 

(50)  Ü=,L\, 

gleichfalls  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  der  u^  ist;  als 
solche  soll  sie  bezeichnet  werden  durch 

(51)  ü^^{u^,u^,^'-,u^\ 
wodurch  die  Gleichung  (49)  übergeht  in  die  folgende: 

(52)  z/(l,  Wq,  w^\  •  .  .,  w<'o«-i)  «  z/(fl)  .  ^(mi,  Wj,  .  .  .,  wjl 

Es  wird  behauptet,  daß  die  Funktion  (51),  mithin 
auch  ihr  Quadrat  eine  Einheitsform  ist.  Ware  sie 
nämlich,  d.  i.  die  Determinante  der  Gleichungen  (48),  durch 
irgend  eine  Primzahl  p  teilbar,  so  gäbe  es  (nach  Kap.  1,  Nr.  7) 
n  ganze  und  ganzzahlige  Funktionen   Z/^,  C/^,  •  •  •,  U^  der  J7,.j, 
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also  auch  der  u^,  die  nicht  sämtlich  durch  p  teilbar  und 
so  beschaffen  sind,  daß  die  Kongruenzen 

(1  =  0,  1.«,     -.,  n-l) 

stattfinden^  woraus  dann  die  folgende: 

ü^  +  U,Wo  +  U^<  +  •  •  •  +  Cr.w^o""*  ^  ^  (mod. p) 
hervorginge;    welche    doch   mit   dem   allgemeinen,    zuvor   be- 
wiesenen Satze  unvertraglich  ist.    Aus  dieser  Erkenntnis  folgt 
aber  sogleich  nach  Formel  (52)  der  Satz: 

Die  Diskriminante  der  Fundamentalgleichung: 

(63)  ^(1,  w^y  Wq\  • . .,  w^o""**) 

ist  (im  Kroneckerschen  Sinne)  der  Diskriminante  oder 
der  Grundzahl  des  Körpers  äquivalent,  oder,  was  das- 
selbe sagt,  ihr  Teiler  bei  unbestimmt  bleibenden  u^ 
ist  die  Grundzahl  des  Körpers. 

8.  Diese  bei  Beibehaltung  der  u,.  als  unbestimmter  Grrößen 
für  jede  Primzahl  p  ohne  Ausnahme  geltenden  Verhältnisse 
komplizieren  sich  nun  sogleich,  wenn  man  von  der  Funda- 
mentalform Wq  zu  bestimmten  Zahlen  6  des  Körpers  übergeht^ 
wegen  der  Scheidung  der  Primzahlen  in  wesentliche  und  außer- 
wesentliche Teiler  der  Diskriminante  von  0.  Setzt  man  für 
die  Unbestimmten  u^  bestimmte  ganze  Zahlen  a^,  wodurch  w^ 
übergehe  in  eine  Zahl  0  der  Gattung  @,  so  verwandelt  sich 
die  Formel  (52)  in  die  folgende: 

(54)  z/(l,  6,  e>,  •••,©-»)  =  ^(9)  •  » (a„  «„  • . .,  aj» 

und  lehrt,  daß  die  ganze  rationale  Zahl  ^{o>if  (^y  '  '  'y  %)  ^^^ 
dem  sogenannten  Index  von  0  identisch  ist.  Zugleich  gehen 
die  Funktionen  F(w)  und  5<W  ^^^'  ^^  gewisse  ganze,  ganz- 
zahlige Funktionen  von  w  von  demselben  Grade  wie  jene,  die 
wir  F{w),  Pi(tv)  resp.  nennen  wollen,  sodaß  aus  der  Kongruenz 
(45),  wenn  man  die  Variable  w  lieber  durch  das  Zeichen  x 
ersetzt,  sich  die  folgende: 

(55)  F  (x)  -  P,  (xy^  P,  {xy- ' . .  P^(xyr  (mod.  jp) 
ergibt,  wobei 

(56)  F{x)  =  0 

die  Gleichung  bezeichnet,  durch  welche  die  Zahl  0  bestimmt 


272  Siebentes  Kapitel. 

ist.  Die  in  der  ZaU  ^{cii,  d^y  -  -  -,  o^)  Aufgehenden  Prim- 
zahlen p  sind  die  indiridnellen  oder  auBerwesentlichen  Teiler 
der  Diskriminante  von  0.  Daher  kommt  die  Frage,  ob  es 
gemeinsame  aoßerwesenÜiche  Teiler  gibt,  Primzahlen  nämlich, 
die  im  Index  jeder  Zahl  6  aufgehen,  auf  die  andere  Frage 
hinaus,  ob  die  Funktion  ^(u^,  u,,  •  -  •,  uj  für  alle  ganzzahligen 
Wertsysteme  der  Unbestimmten  u^  durch  ein-  und  dieselbe 
Primzahl  p  teilbar  sei  oder  nicht. 

Diese  Frage  aber  ist  nach  Nr.  8  des  dritten  Ejtpitels  so- 
gleich zu  beantworten,  und  so  erhält  man  folgenden  Satz: 

Damit  eine  Primzahl  p  gemeinsamer  außerwesent- 
licher Teiler  der  Diskriminanten  aller  Zahlen  der 
Gattung  &  seiy  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
die  Funktion  ^{u^j  tig,  •  •  •,  tt^)  in  dem  Modulus 

enthalten,  nämlich  Ton  der  Form: 

sei,  in  welcher  U,  L\,  C^,  •  •  •,  U^  ganze,  ganzzahlige 
Funktionen  der  u^  bezeichnen.  Auch  dieser  Satz  ist  in 
der  angegebenen  präcisen  Fassung  Hensel  zu  yerdanken. 

Andererseits  wissen  wir  aus  Nr.  6,  daß  dann  und  nur 
dann  die  Kongruenz  geringsten  Grades 

(57)  <p(x)  ~  0  (mod.jp), 

welcher  6  genügt,  vom  n*®"  Grade  ist,  wenn  p  kein  Teiler  des 
Index  von  0  ist. 

Untersucht  man  nun,  welche  Beschaffenheit  der 
Funktionen  Pi(x)  hierfür  erforderlich  sei,  so  erkennt 
man  einfach,  daß  sie  verschiedene  Primfunktionen 
(mod.  p)  sein  müssen.  Wäre  nämlich  erstens  eine  dieser 
Funktionen,  etwa  Pi{x)y  {mod,p)  reduktibel,  sodaß  eine  Kon- 
gruenz bestände  von  der  Form 

(58)  P, (x)  ^  F, (x)  ■  F,{x)  (mod.  p), 

so  bestände  diese  auch  (mod.  f)J.  Da  nun  bei  unbestimmt 
bleibenden  ii^  die  Funktion  5i(^'o)  durch  p^  teilbar  ist,  so  wird 
sie  es  auch  bleiben,  wenn  sie  durch  die  Substitution  der  be- 
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stimmten  Zahlen  a,-  an  Stelle  der  u^  in  Pi(0)  übergeht,  und 
somit  folgert  man  aus  der  Kongruenz  (58)  diese  andere: 

aus  welcher  wieder  folgt^  daß  einer  der  Faktoren^  etwa  Fi(d), 
durch  pi  aufgeht.     Dann  wäre  aber  bereits 

F,(0)'".p,(ö)'.-..p,(e)"- 

teilbar  durch  p,  d.  h.  0  einer  Wurzel  der  Kongruenz 

F^(xy^  •  P^(xy- . . .  P^{xyr  =  O  (moi.p), 

deren  Grrad  geringer  ist  als  n.  —  Wären  zweitens  zwei  der 
Funktionen  Pi(x)  zwar  Primfunktionen,  aber  nicht  yerschieden, 
d.  h.  inkongruent  (mod.jp),  sondern  wäre  z.  B.  Pi(x)  — P2(aj) 
(mod.|)),  so  sei  etwa  c^  >  ^2-  ^^  vorstehende  Kongruenz  auch 
nach  jedem  der  beiden  Moduln  p^,  p^  erfüllt  sein  muß  und 

P^{0)  ==  0  (mod.  pj,     Pj(0)  -=  0  (mod.  p,) 

ist,  so  folgt  notwendig  auch  Pi(ö)  =  0  (mod.  p^);  demnach 
wäre  Pi(Oy^  sowohl  durch  p/*  als  durch  p^*»  und  somit 

■durch  p  teilbar,  mithin  6  bereits  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

p^(xy^ .  p^{xy» . . .  Pri^yr  ^  o  (mod.  p), 

deren  Grad   geringer   ist  als  n.  —  Hieraus   schließt   man 

zunächst,  daß  zur  Existenz  einer  Zahl,  in  deren  Index 

die  Primzahl 

p=.pj'ip,^....p/r 

nicht  enthalten  sei,  das  Vorhandensein  von  r  inkon- 
gruenten Primfunktionen  (mod.  p),  deren  Grade  den- 
jenigen der  Primideale  Pi,  Ps,  •  •  •,  Pr  gleich  sind,  »er- 
forderlich ist. 

Man  darf  aber  hinzufugen,  daß  diese  für  die  Exi- 
stenz einer  solchen  Zahl  notwendige  Bedingung  auch 
die  dafür  ausreichende  ist.  Um  dies  zu  beweisen,  wähle 
man  für  jedes  der  Primideale  p^  nach  Nr.  22  vorigen  Kapitels 
eine  beliebige  Primfunktion  Pi{x)  (mod.p),  deren  Grad  f.  dem- 
jenigen des  Primideals  p^  gleich  ist,  wie  es  eine  solche  nach 
Kap.  3,  Nr.  5  stets  gibt,  und  denke  diejenige  Wurzel  q^  der 
Kongruenz 

(59)  P^(x)  =  0  (mod.  p,) 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  18 
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bestimmt,  für  welche  die  Gleichheit 

h  =  [P,  PiiQi) ) 
erfOUt  ist,  wo  nämlich  P/p^)  zwar  durch  p^  aber  nicht  mehr 
durch  pi^  teilbar  ist.    Bestimmt  man  alsdann,  was  möglich  ist, 
eine  Zahl  q  den  Kongmenzen 

9  ^  9i  (mod.  ft«) 

(»•  =  1,  :?,  . .  ..  r) 

gemäß,  so  folgen  daraus  die  anderen: 

sodaß  die  Zahl  Pj(c^)  J^  ^^  zugehörige  Primideal  p^  einmal, 
aber  auch  nur  einmal  als  Faktor  enthält.  Nun  sieht  man 
leicht  ein,  daß  eine  Kongruenz 

(60)  9(q)^0  (mod.  P/O, 

deren  Koeffizienten  rationale,  nicht  sämtlich  durch  p  teilbare 
ganze  Zahlen  sind,  völlig  gleichbedeutend  ist  mit  der  folgenden: 

(61)  q>(x)^0  mod,  \p,  P^ipcji ) . 
In  der  Tat,  falls  diese  erfüllt  ist,  nämlich 

q){x)  =  Pi{ic)^  •  t{^)  (mod.|)) 

gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  daraus  für  x^  q,  da 
P.((>)'»  und  p  durch  p/«  teilbar  sind,  auch  die  Kongruenz  (60). 
Ist  aber  die  Kongruenz  (61)  nicht  erfüllt,  d.  h.  q){x)  (mod.  p) 
nicht  durch  Pi{xyi  teilbar,  so  muß  der  größte  (mod.jp)  ge- 
meinsame Teiler  von  q)(x)  und  Pi{xyi  gewiß  eine  Potenz 
Piixy  sein,  wo  Ä  <  e,.;  daher  besteht,  unter  F^{x),  F^(x) 
ganze,  ganzzahlige  Funktionen  verstanden,  eine  Kongruenz  von 
der  Gestalt 

ip{x)  .  F,{x)  +  P,{xyi .  F^{x)  ^  P,{xy  (mod.  p), 
aus  welcher  für  x  ^^  q  sich  die  andere 

9'(e)--P'i(p)  =  -P.(e)*(mod.p,'0 

ergibt,  welche  lehrt,  daß  (p{fi)  nicht  durch  p/»  teilbar  sein 
kann,  da  P^^^of  nur  die  Potenz  p^*  <  p/»  zum  Teiler  hat. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkung  leuchtet  ein,  daß  die  Kongruenz 

(62)  ^{q)  =  ^  (mod.i)), 

weil    gleichbedeutend   mit    dem    Systeme    der   Kongruenzen 
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von  der  Gestalt  (60)  für  t  =  1,  2,  •  •  •,  r,  auch  gleichbedeutend 
mit  dem  Systeme  nachstehender  Kongruenzen: 

(63)  (p(x)  =  0  mod.  \p,  P<(a:)*i} 

(«  =  1,  2,  ...,r) 

sein  muß. 

Hierbei  waren  bisher  die  Funktionen  Pi(x)  ganz  beliebige 
der  Primfunktionen  (mod.^)  von  den  bezüglichen  Graden  /,., 
wie  sie  immer  vorhanden  sind.  Gibt  es  nun  aber^  wie  in  dem 
zu  erhärtenden  Ausspruche  vorausgesetzt  wird,  r  {mod.p)  in- 
kongruente Primfunktionen  P{(^)  dieser  bezüglichen  Grade, 
und  setzt  man,  im  vorigen  diese  für  P,(a;)  wählend, 

B(x)  =  P,(rr)'.  ■  P,(a;)'.  •  •  •  P^a;)", 

ein  Ausdruck,  dessen  Grad  wegen  (25)  gleich  n  ist,  so  ist 
wieder  das  System  der  r  Kongruenzen  (63)  völlig  gleich- 
bedeutend mit  der  einen  Kongruenz 

q)(x)  =  0  mod.  [p,  R{x)], 

der  auch,  unter  ^(o/*)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  ver- 
standen, die  Form . 

g)(x)  ^  R(x)  •  if{x)  (mod.  p) 

gegeben  werden  kann.  Diese  beweist,  daß  eine  Kongruenz, 
welcher  q  (mod.j?)  genügt,  wenn  sie  nicht  identisch  ist,  nicht 
geringeren  Grades  sein  kann  als  n,  demnach  ist  q  eine  ganze 
Zahl  des  Körpers,  wie  sie  als  unter  der  gedachten  Voraus- 
setzung vorhanden  nachgewiesen  werden  sollte,  eine  Zahl  näm- 
lich, für  welche  die  Kongruenz  niedrigsten  Grades  (mod.p\ 
der  sie  genügt,  vom  vf^"^  Grade,  nämlich  die  Kongruenz 
jR(rr)  =  0  (mod.  p)  ist,  in  deren  Index  folglich  die  Primzahl  p 
nicht  enthalten  sein  kann. 

Auf  Grund  dieses  zuerst  von  Dedekind  gewonnenen 
Resultates  (vgl.  Theorie  der  Ideale  und  der  höheren  Kon- 
gruenzen, Götting.  Abh.  Bd.  23)  läßt  sich  nun  die  Bedingung 
für  die  Existenz  gemeinsamer  außerwesentlicher  Teiler  noch 
auf  eine  andere  Weise  formulieren,  als  vorher  geschehen  ist. 
Denn  nach  diesem  Dedekind  sehen  Satze  leuchtet  ein,  daß 
die  Primzahl  p  dann  und  nur  dann  in  dem  Index  jeder  Zahl 
der    Gattung   @    enthalten   sein   wird,    wenn   r   inkongruente 

18* 
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Primfanktionen  P<(a")  der  bezüglichen  Grade  f\  (mod.  p)  nicht 
Yorhanden  sind.  Nun  betragt  die  Anzahl  aller  inkongruenten 
Primfunktionen  (mod.^),  deren  Grad  f  ist,  wenn  a,  b,  c,  -  •  - 
die  verschiedenen  in  f  aufgehenden  Primfaktoren  bezeichnen, 
nach  (72)  des  dritten  Kapitels 


j-9(f), 


WO 

f  f 

ist.  Wenn  also  die  ungleichen  der  Gradzahlen  fiy  f%,  -  •  ,  fr 
™i*  fij  fiy  '  ' '}  f»  bezeichnet  werden,  und  die  Anzahl  derjenigen, 
welche  gleich  f.  sind,  mit  Z^,  sodaß 

ist,  so  ist  klar,  daß  unmöglich  r  Primfunktionen  P,(a?)  der 
angegebenen  Beschaffenheit  yorhanden  sein  können,  wenn  auch 
nur  eine  der  Ungleichheiten 

{i  =  1,  2,  .  .  .,  ») 

erfüllt  ist,  während  entgegengesetzten  Falles  solche  r  Prim- 
funktionen immer  angebbar  sind.  Mithin  ist  im  ersten  Falle 
und  nur  in  ihm  die'Primzahl  p  ein  gemeinsamer  außerwesent- 
licher Teiler,  und  der  Hen  sei  sehe  Satz  läßt  sich  durch  diesen 
andern  ersetzen: 

Damit  eine  Primzahl 

P  =  Pi'^Ps*"  •  •  •  PA; 
deren  Primidealfaktoren  p^,  p^,  •  •  •,  p^  resp.  von  den 
Graden  fi,  f^,  ' ' 'y  fr  ^^^^y  gemeinsamer  außerwesent- 
licher Diskriminantenteiler  sei,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  von  den  Ungleichheiten  (64)  wenig- 
stens eine  erfüllt  ist. 

9.  Immerhin  bleibt  es  noch  in  Frage,  ob  es  Körper  gibt, 
in  denen  solche  Primzahlen  p  wirklich  vorhanden  sind.  Es 
ist  daher  ein  besonderes  Verdienst  Dedekinds,  einen  der- 
artigen Körper  nachgewiesen  zu  haben.*)    Indem  wir  dies  sein 

1)  Dedekind,  Götting.  Anz.  20./9,  1871,  sowie  Götting.  Abb. 
Bd.  23,  p.  80. 
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Beispiel^  sowie  ein  anderes  Ton  Hensel  gegebenes  zur  Er- 
läuterung der  abgeleiteten  beiden  Kriterien  hier  anfügen  wollen, 
müssen  wir  zunächst  noch  eines  andern  von  dem  Ersteren 
(a.  a.  0.)  ausgesprochenen  Satzes  Erwähnung  tun.  Es  fragt 
sich  nämlich,  wie  man  gegebenen  Falles  feststellen  kann,  ob 
eine  bestimmte  Primzahl  im  Index  einer  Zahl  6  aufgehe  oder 
nicht.  Der  Körper,  welchem  0  angehört^  ist  zumeist  nur  durch 
diese  ihn  erzeugende  Zahl,  die  letztere  aber  durch  die  Gleichung 
gegeben,  der  sie  genügt.  Aus  dieser  findet  sich  dann  freilich 
auch  die  Diskriminante  der  Zahl  ö,  und  folglich  würde  ihr 
Index  C  und  mit  ihm  zugleich  auch  dessen  Primfaktoren  durch 
die  Beziehung  ^ 

angebbar  sein,  falls  die  Grundzahl  ^(g)  des  Körpers  bekannt 
wäre.  Dies  ist  aber  zumeist  nicht  von  vornherein  der  Fall. 
Deshalb  ist  es  von  Wert,  die.  Primfaktoren  des  Index  unab- 
hängig von  der  Gbundzahl  ermitteln  zu  können,  und  dies  er- 
möglicht der  gedachte  Dedekindsche  Satz,  den  wir  folgender- 
maßen aussprechen: 

Man  denke  die  Funktion  F(x),  welche  gleich  Null 
gesetzt  die  Gleichung  bildet,  welche  0  bestimmt,  in 
ihre  Primfaktoren  (mod.  p)  zerlegt  und  nenne  deren 
Produkt  n(x),  sodaß  eine  Gleichung  besteht  von  der 
Form 

(65)  F{x)  ^n{x)-  p'  M{x), 

in  welcher  M(x)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von 
X  bedeutet.  Die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  daß  der  Index  von  ö  durch  p  teilbar 
sei,  besteht  dann  darin,  daß  M(x)  durch  einen  Prim- 
faktor P(x)y  welcher  in  i7(^)  mehrfach  auftritt,  eben- 
falls teilbar  sei  (mod.p). 

Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  zunächst  eine  Prim- 
zahl p,  welche  im  Index  von  6  nicht  aufgeht.  Für  eine  solche 
stellt  nach  den  Betrachtungen,  aus  denen  wir  den  Dedekind- 
schen  Satz  der  vorigen  Nummer  herleiteten,  die  Kongruenz 
(55)  die  Zerlegung  von  F(x)  in  Primfaktoren  (mod.  p),  ihre 
rechte  Seite  also  die  vorher  mit  n(x)  bezeichnete  Funktion 
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dar,  auch  wissen  wir  bereits,  daß  Pi{0)  teilbar  ist  durch  p^, 
allgemeiner  jedes  P,(ö)  durch  das  entsprechende  Ideal  ^),.  von  p. 
Femer  kann  aber  keine  dieser  Zahlen  P,(d)  durch  eins  der 
von  p,.  verschiedenen  Primideale,  noch  auch,  falls  e,.>  1  ist, 
durch  p/  teilbar  sein.  Denn,  wäre  z.  B.  P^  (ö)  teilbar  durch 
pi^  und  e^  >  1,  so  würde  gewiß 

durch  p  teilbar  und  somit  0  schon  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

Pi(ir)*i-i .  p^(^)e. . . .  jp^{xyr  ~  0    (mod.  p) 

sein,  deren  Grad  doch  kleiner  ist  als  n,  was  für  Primzahlen 
der  betrachteten  Art  nicht  möglich  ist.  Wäre  aber  etwa  Pi(ö) 
teilbar  noch  durch  p,;  ^^  hätten  die  beiden  Kongruenzen 

F^{x)  =  0,  F^{x)  =  0     (mod.  Pg) 

eine  gemeinsame  Wurzel  0,  während  doch,  da  Pi(x)^  PaW 
inkongruente  Primfunktionen  (mod.  ^)  sind,  eine  Kongruenz 
von  der  Gestalt 

P,(x)  •  t\(x)  +  P,{x)  ^  F,(x)  ^  1     (mod.;;) 

also  auch  (mod.  p^)  besteht,  aus  welcher  die  Unzulässigkeit 
jener  zwei  Kongruenzen  für  x  =  0  erhellt.  Hieraus  ist  zu 
schließen,  daß  die  Zahl  n{d)  jeden  Primidealfaktor  p^  von  p, 
für  welchen  e^  >  1  ist,  genau  ebenso  oft  enthält,  wie  p  selbst. 
Da  nun  aus  (65)  für  x  =  6  die  Gleichung 

0  =  77(Ö)  -  p  .  31{d) 

hervorgeht,  so  leuchtet  ein,  daß  die  Zahl  31(6)  durch  keins 
dieser  Primideale  p,.,  also  auch  die  Funktion  31{x)  durch  keine 
der  entsprechenden  Primfunktionen  P,(a;)  (mod.  p)  teilbar  sein 
kann,  da  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

M{x)  =  p  .  (p(x)  +  P,{x)  '  tl;(x) 

sich  M(d)  durch  p,.  teilbar  ergäbe. 

Man  folgert  also  erstens,  daß,  wenn  im  Gegenteil  die 
Funktion  M(x)  durch  eine  in  11  (x)  mehrfach  auftretende  Prim- 
funktion (mod.  p)  teilbar  ist,  die  Primzahl  p  im  Index  von  0 
aufgehen  muß. 

Ist  aber  umgekehrt  2>  ei^  Teiler  des  Index  der  Zahl  0,  so 
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gibt  es  (nach  Nr.  6)  n  ganze,  nicht  sämtlich  durch  j)  teilbare 
Zahlen  x^y  x^,  •  •  -,  x^  von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Zahl 

(p(e)  =  Xi  +  a:,ö  + h  x^e^-^  =  0     (mod.  p) 

ist.  Bezeichnet  dann  Ä(x)  den  größten  (mod.  i?)  gemeinsamen 
Teiler  der  beiden  Funktionen  fp(x),  ^(^)>  ^®r  als  Teiler  von 
II{x)  gedacht  werden  darf  und  von  geringerem.  Grade  wie 
F(x)  sein  muß,  so  nimmt  die  Gleichung  (65)  die  Gestalt 

(66)  F{x)  -  Ä(x)  B{x)  -pM(x) 

an,  unter  B(x)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von  x  ver- 
standen, die  mindestens  vom  ersten  Grade  ist,  also  gewiß  eine 
Primfunktion  (mod.  p)  als  Faktor  besitzt,  die  wir  P{x)  nennen 
wollen.  Ferner  gibt  es  zwei  ganze,  ganzzahlige  Funktionen 
ti^)}  z(^)  ^^^  Art,  daß 

F(x)  tlf{x)  +  (p{x)  x(x)  =  M^)     (mod.  p) 

ist;  man  folgert  daher,  daß  Ä(0)  eine  durch  p  teilbare  ganze 
Zahl  und  als  solche  Wurzel  einer  Gleichung  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  a^  von  der  Form 

ist.     Demnach  besteht  die  Identität 

Ä(ey  +  pa^  ■  Ä{ey-''  + . . .  +i/a,  =  o, 

welche,  mit  JB{Oy  multipliziert,  in  Beachtung  der  aus  (66)  fol- 
genden Gleichheit 

die  andere: 

M{ey  +  a,M{dy''  •  B{e)  +  •  •  •  +  a,B(ey  ^  o 

liefert.  Wegen  der  Irreduktibüität  der  Gleichung  F{x)  =  0, 
welcher  die  Zahl  0  der  Gattung  &  genügt,  ergeben  sich  aus 
diesen  Formeln  Beziehungen  von  der  Form 

A(xy  +  pa^  •  ^(rr)'-*  H +p*a,  =  F(x)Q{x) 

M{xy  +  ai  HKxy- ' .  B{x)  +  ••.•  +  a^B{xy  =  F{x)  R{x). 

Die  erste  derselben  läßt  sich  als  Kongruenz  schreiben,  wie 

folgt: 

A(xy.^O    mod.  {i>,  F(x)}y 
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die  zweite  mit  Rücksicht  auf  (66)  folgendermaßen: 

M{xy^O    mod.  {p,  B(x)]\ 

Da  nun  der  oben  gedachte  Primteiler  P(x)  von  B(x)  {mod.p) 
wegen  (66)  auch  ein  solcher  von  F(x)  ist^  schließt  man  aus 
diesen  Kongruenzen,  daß  P(x)  sowohl  in  Ä(x)  als  auch  in 
M{x)  (mod.  p)  aufgehen  und  des  ersteren  Umstandes  wegen 
nach  (66)  ein  mehrfacher  Primteiler  von  F{x)  (mod.^)  sein  muß. 

Also  ergibt  sich  zweitens,  daß,  wenn  p  im  Index  von  & 
als  Faktor  enthalten  ist^  ein  mehrfacher  Prim&ktor  von 
11  (x)  vorhanden  sein  muß,  der  auch  ein  Teiler  von  M(x} 
(mod.  p)  ist.  Die  beiden  nunmehr  von  uns  festgestellten  Mo- 
mente bilden  aber  zusammengenommen  den  Inhalt  des  be- 
haupteten Satzes. 

10.  Nunmehr  sei  Ä  der  Körper,  welcher  durch  eine  Wurael 
0  der  irreduktibeln  kubischen  Gleichung 

(67)  F(x)  ^x^-x'-2x-8  =  0 
erzeugt  wird.     Ist  r  (0)  die  DiflFerente  von  0,  d.  h. 

(68)  c{e)  -  F\d)  =  302  -  20  -  2, 
so  ist  (vgl.  Kap.  1,  (74)) 

(69)  ^(1,  e,  0')  =-.Yr(0). 

Da  aber  durch  Multiplikation  der  Gleichung  (68)  mit  1,  0,  0* 
in  Rücksicht  auf  die  Identität 

(70)  08_02_2ö-8«O 
die  drei  Gleichungen 

^(0): 2-20  +  302 

0 .  r(ö)  =  24  +  40  +  02 
08., -(0)==  8 +  260 +  502 

erhalten  werden,  aus  denen  durch  Elimination  von  0  die 
folgende: 

,_2-r,(0),  -2,  3 

24       ,  4-a(e),  1      =0 

8       ,  26,  b-c{9)  ; 

oder,  entwickelt,  diese  andere: 
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^(ö)»- 7.^(0)2-2012  =  0 
hervorgeht,  so  findet  sich  Nc{0)  =  2012,  mithin  nach  (69) 

(71)  z/(l,  0,  02)  =  -  2« .  503. 

Nun  geht  das  Quadrat  des  Index  von  0  in  dieser  Diskrimi- 
nante  auf,  also  kann  der  Index  nur  1  oder  2,  und  die  einzige 
Primzahl,  die  etwa  in  ihm  aufgeht,  jp  =  2  sein.  Um  dies  zu 
erproben,  suchen  wir  die  Zerlegung  der  Funktion  F{x\  welche 

in  der  Gestalt 

F(x)  =  x\x  -  1)  -  2  .  (rc  +  4) 

geschrieben  werden  kann,  in  ihre  Primfaktoren  (mod.  2).  Wir 
erhalten,  wenn 

P^(x)  =  X,  P3(a?)  =  a:  -  1,  M(x)  =  x  +  4: 

gesetzt  wird, 

F(x)  HZ  P,  {xy  Pj,  (x)     (mod.  2) , 

während  M(x)  (mod.  2)  teilbar  ist  durch  Pi(x).  Dem  Satze 
der  Yorigen  Nummer  zufolge  ist  daher  2  ein  Teiler  des  Index 
von  0,  dieser  Index  selbst  also  gleich  2.  Daraus  folgt  die 
Grundzahl  des  Körpers 

(72)  -^(9)  =  -  503. 
Setzt  man  nun 

V  =  iö(ö  -  1)  -  1 

oder 

(73)  2i?  =  0«-0-2, 

80   finden   sich   bei  Beachtung   der  Identität  (70)   die  beiden 

Gleichungen 

2t?0«8,     2iy02«80 

und  aus  diesen  und  der  yorigen  Gleichung  durch  Elimination 

von  0  die  andere: 

17»  +  1?«  +  2i2  -  8  «  0, 

welche  lehrt,  daß  rj  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  ist.  Da  femer 

1=1-1  +  0-0  +  0.1? 

0  =0.  1  +  1.0  +  0.1? 
0^=2.  1  +  10  +  2.1? 
gesetzt  werden  kann,  erhält  man 
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;  1,   0,    0  » 
^(1,  d,  d>)  =  ^  0,    1,    0'.^(1,Ö,  ij) 

2,     1,     2   : 

mithin  wegen  (71)  und  (72) 

z/(l,  ö,  i?)  =  ^(9), 

d.  h.  die  Zahlen  1,  d,  rj  bilden  eine  Basis  von  g,  oder  jede 
ganze  Zahl  y  des  Körpers  hat  die  Gestalt 

r 

WO  Xy  y,  z  rationale  ganze  Zahlen  bedeuten.     Hieraus  folgt 

y«  =  a:*  +  ö«y«  +  ly^jgr«     (mod.  2) 
oder,  da  aus  (73)  leicht 

also 

e^zzö,     yi^  =  n     (mod.  2) 

gefunden  wird,  für  jede  Zahl  ^  in  g  die  Kongruenz 

(74)  y'-y     (mod.  2). 

Diese  lehrt,  daß  das  Ideal  g2  nur  aus  Primidealen  ersten  Gra- 
des zusammengesetzt  sein  kann,  denn,  heißt  f  der  Grad  eines 
darin  aufgehenden  Primideals  p,  so  gibt  es  Zahlen  y^  welche 
zum  Exponenten  f  passen,  derart,  daß  erst  y*^  =  y  (mod.  p) 
wäre;  da  aber  wegen  (74)  schon  y^^y  (mod.  p)  ist,  muß 
/=  1  sein.  Ein  jedes  jener  Primideale  kann  aber  auch  nur 
einmal  in  g2  enthalten  sein,  denn,  wäre  92  =«  |)*  •  q,  mithin  pq 
nicht  enthalten  in  g2,  so  ^be  es  in  pq  eine  nicht  durch  2 
teilbare  Zahl  y,  deren  Quadrat  y^,  weil  in  p*q*  enthalten,  durch 
p'q,  d.  i.  durch  2  teilbar  sein  würde,  eine  Folgerung,  welche 
mit  der  Kongruenz  (74),  der  auch  diese  Zahl  y  genügen 
müßte,  unverträglich  ist.  Aus  der  Formel  (25),  in  welcher  hier 
n  =  3  und  die  e,.,  f\  gleich  1  zu  denken  sind,  ergibt  sich  also, 

daß  das  Ideal 

•     92«Pi.p,.p8 

d.i.  gleich  dem  Produkte  aus  drei  verschiedenen  Prim- 
idealen ersten  Grades  sein  muß.     Man  bestätigt  dieses  Er- 
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gebnis  darch  Betrachtung  der  Fimdamentalgleichimg  des  Kör- 
pers.    Ist  nämlich 

die   Fundamentalform   desselben ,   eine   Gleichung  ^  für  welche 

auch  diese: 

2wq  «  2mi  +  2du^  +  (Ö^  -  e  -  2)  W3 

gesetzt  werden  kann,  so  findet  sich  mit  einigem  Aufwände 
Yon  Rechnung  als  Fundamentalgleichung  nachstehende  Gleichung 
in  w: 

w^  —-  (3^1  +  w^  —  w«)  «^* 

+  (3mi*  +  2u^u^  —  2miWs  -  2ti,'  -  ISMgWj  +  2 V)  "' 

—  (Wl*  +  Wi*M,  —  Wj^Wj  —  2u^U^^  —  l^U^U^U^  +  2MiWj* 

+  Suj»  —  6m8*W8  +  IOmjjWj^  +  8V)  -"  0. 

Als  Kongruenz  (mod.  2)  aufgefaßt  nimmt  sie  folgende  ein- 
fache Gestalt  an: 

(w  +  Wj)  (w  +  Ml  +  Mg)  (m7  +  «*i  +  ««3)  ^  0     (mod.  2) 

und  läßt  erkennen,  daß  die  allgemein  mit  F(w\  u^f^('2,"',u^) 
bezeichnete  Funktion  hier  in  drei  Primfaktoren  ersten  Ghrades 
zerfällt y  daß  also  das  Ideal  g2  aus  drei  Primidealfaktoren 
ebenfalls  ersten  Grades  zusammengesetzt  ist,  welche  durch 
die  Ausdrücke 

pi^2z  +  2«!  +  ÖWg   \-  rju^  ~  2u^  +  du^  +  V^s 

»),  -  2;?  +  2wi  +  (d+l)u^  +  riu^  ~  2mi  +  (0  +  1)  m,  +  i?m, 
p,  ->  2^  +  2iii  +  Ou^  +  (i?  +  1)  «s  ~  2wi  +  Olli  +  (1?  +  1)  «8 
oder,  was  hierfür  gesetzt  werden  kann, 

Vi  =  [2,  e,  v] 

p,  =  [2,  0  +  1,  7;] 

P>  =  [2,  ö,  12  +  1] 

dargestellt  werden  dürfen. 

Nun  beträgt  aber  die  Anzahl  inkongruenter  Primfunktionen 
P(x)  ersten  Grades  (mod.  2)  nur  zwei;  demnach  schließt  man 
aus  dem  allgemeinen  Dedekindschen  Satze  der  Nr.  8,  daß 
in  dem  besonderen  hier  vorliegenden  Körper  die  Prim- 
zahl 2  im  Index  jeder  seiner  ganzen  Zahlen  enthalten 
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oder  ein  gemeinsamer  anßerwesentlicher  Teiler  aller 
ihrer  Diskriminanten  sein  muß. 

11.  Als  zweites  BeispieP)  betrachten  wir  den  Körper, 
welcher  durch  die  drei  9»-gliedrigen  Perioden  i^q,  i^i;  V%  ^^^ 
j)^^  Einheits wurzeln  erzengt  wird,  wenn  p^3m+  1  eine  Prim- 
zahl ist.  Wir  bedienen  uns  dabei  der  Bezeichnungen  und  der 
Sätze,  die  in  des  Verfassers  „die  Lehre  Yon  der  Ereisteilung  etc.'' 
Vorlesung  11,  Nr.  1  und  15,  Nr.  4  benutzt  bezw.  entwickelt 
worden  sind.  Jede  Primzahl  p  der  angegebenen  Form  kann 
in  der  Gestalt 

(75)  p  =  (,a  +  bQ)  {a  +  bg^ 

geschrieben  werden,  wo  q  die  kubische  Einheitswurzel  ~      o 

und  a,  b  rationale  ganze  Zahlen  bezeichnen,  deren  zweite  ein 
Vielfaches  von  3  ist;  daraus  folgt 

(76)  4p  =  A^  +  21B', 
wenn 

(77)  Ä^2a-b,  ^B  =  b 

gesetzt  wird;  auch  weiß  man,  daß  diese  Zerlegung  der  Zahl 
4p  in  die  Summe  einer  Quadratzahl  und  das  27  fache  einer 
solchen  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist.  Da  die  drei  Perio- 
den durch  eine  beliebige  von  ihnen,  etwa  durch  i^^  rational 
ausgedrückt  werden  können,  so  ist  der  aus  ihnen  erzeugte 
Körper  Ä  kein  anderer,  als  der  aus  t^q  erzeugte.  Die  erzeu- 
gende Gleichung  aber  ist  die  Gleichung,  welcher  die  drei  Pe- 
rioden Genüge  leisten,  nämlich  (s.  Kreisteilung  p.  213)  die 
Gleichung 

(78)  a:>  +  ^f-P-':c-l(pa+^'j^)  =  0, 

worin  die  Zahl  a  mit  der  Zahl  Ä  durch  die  Formel 

(79)  Ä^3a-2 

verbunden  ist.  Hiernach  finden  sich  für  die  Differente  ^(i?o) 
der  Zahl  tjq  die  folgenden  Gleichungen: 
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K'?o)  =  3V  +  2% 


p-i 
ä 


p-i 


Vo  •  civt) %*  +  2  •  ~3  ^  i?o  +  3C 


%*•< 


P-r 


in  denen  zur  Abkürzung   ä  (P"^  -^     a")  —  (^  gesetzt  ist.  Aus 

ihnen  ergibt  sich  die  Norm  der  Differente  und  üach  Kap.  1, 
Formel  (74)  die  Diskriminante  von  t}^,  nämlich 


^(l»»?©;  V)  = 


3, 

-1, 


2- 


p-l 

3      ' 


p-l 
3 

3C 


1  +  2.^,  3(7-^-=i,  -C 


3      '   "  ~  8 

I 

eine  Gleichung,  welche  auf  die  einfache  Form 
(80)  ^{1,  rj^f},')  ^-B'-p' 

gebracht  werden   kann.     Da   andererseits   die  Gleichungen  be- 
stehen: 

1 '»?o  -  '^h  -  ^2 

%  =  1  •  ^0  +  0  •  ^1  +  0  •  i?3 


Vo 


-p7'-<)%+f7'-<)^i+(^-v)^- 


wo  w^®,  ntj^,  Wg®  (vgl.  Kreisteilung  p.  201,  (4))  drei  ganze  Zahlen 
bezeichnen,  welche  die  Bedingung 

erfüllen,  so  folgt  die  Beziehung 

-1,-1,-1 


^  (1,  %,  %*)  = 


1, 


0, 


0 


j 

3 


^(%;  nij  %) 


-»»0^  *   «  — ■  V,  ^-,~- V 


0    P  —  ^ 
3 


d.  i.  einfacher 

Mit  Rücksicht  auf  (80)  findet  sich  also 

^(%?  Vi,  ^2)  =  -i>^- 
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Da  nun  jede  Diskriminante  ganzer  Zahlen  von  der  Grandzahl 
des  Körpers  nur  um  einen  quadratischen  Faktor ,  die  Grund- 
zahl selbst  aber,  wie  später  (Kap.  8,  Nr.  6)  gezeigt  werden 
wird,  stets  von  ±  1  yerschieden  ist,  so  lehrt  vorstehende  Glei- 
chung, daß  —  p^  die  Grundzahl  des  Körpers  ^  und  das  System 
Vof  Vi  9  V2  ^^®  Basis  fOr  die  Gesamtheit  g  seiner  ganzen  Zahlen 
darstellt.     Demgemäß  darf 

als  Fundamentalform  angesetzt  werden,  deren  konjugierte  For- 
men dann  bekanntlich 

U'O^«^  =  7?jMo  +  1^0«!  +Vl^ 

sind.  Die  Diskriminante  der  Fundamentalgleichung  wird  mit- 
hin das  Quadrat  des  Differenzenproduktes 

welches  durch  Substitution  der  vorigen  Ausdrücke  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Koeffizienten»  der  kubischen  Gleichung  (78), 
sowie  auf  die  Gleichung  (75)  sich  in  die  Form 

(81)  ^p{aU,  +  BU,) 

bringen  läßt,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird.  Der  Formel  (52)  gemäß  und  nach  dem  zuvor 
gefundenen  Werte  der  Grundzahl  -^(fl)  findet   sich   daher   die 

Gleichung 

d-(uQ,  Wi,  Mj)  ==aU^  +  BU^. 

Um  nun  zu  untersuchen,  ob  die  Primzahl  2  gemeinsamer 
außerwesentlicher  Teiler  aller  Diskriminanten  der  vorliegenden 
Gattung  algebraischer  Zahlen  sei,  muß  die  vorbezeichnete 
Funktion  in  bezug  auf  den  Modulus 

{2,  V-Mo,  V-Wi>  V-««^} 

untersucht  werden.  Offenbar  ergibt  sich  aber  in  bezug  auf 
denselben 
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und  folglich 

^(«O;   «1»    W,)  =  B(Uq  +  Ml  +  Wg  +  Mo«*i  +  WiW»  +  WjjWo)? 

demnach  dann  nnd  nur  dann  bei  unbestimmt  bleibenden  u^ 
kongruent  Null,  wenn  B  durch  2  teilbar  ist,  was  nach  den 
Gleichungen  (77)  dann  und  nur  dann  zutrifft,  wenn  zugleich 
auch  Ä  es  ist,  der  Gleichung  (76)  zufolge  also  p  eine  Zer- 
legung zuläßt  von  der  Form 

Man  erhält  demnach  folgenden  eleganten  Satz:  In  dem 
betrachteten  Körper^  ist  die  Primzahl  2  dann  und  nur 
dann  ein  gemeinsamer  außerwesentlicher  Diskrimi- 
nantenteiler,  wenn  die  Primzahl  p  von  der  Form  Sm  + 1 
eine  Zerlegung  in  eine  Quadratzahl  und  das  27fache 
einer  Quadratzahl  gestattet.  Dies  trifft  für  die  fraglichen 
Primzahlen  der  beiden  ersten  Hundert  nur  zu  bei 

p  ==  31,  43,  109,  127,  157,  189. 

12.  Aus  diesen  Betrachtungen  ersieht  man,  daß  es  Körper 
gibt,  in  denen  die  Funktion 

obwohl  sie  als  Funktion  der  Unbestimmten  u.  keinen  Zahlen- 
teiler hat,  doch  für  alle  ganzzahligen  Wertsysteme  dieser 
Größen  einen  und  denselben  Teiler  erhalten  kann.  Kronecker 
hat  aber  auf  den  beachtenswerten  Umstand  aufmerk- 
sam gemacht,  daß  alsdann  ein  Zahlenkörper  angebbar 
ist  von  der  Beschaffenheit,  daß,  wenn  den  Unbe- 
stimmten u^  nicht  nur  alle  Systeme  rationaler  ganzer 
Zahlen,  sondern  allgemeiner  alle  Systeme  ganzer 
Zahlen  a^  dieses  Körpers  beigelegt  werden,  ein  mit 
p  gemeinsamer  Teiler  aller  so  entstehenden  Werte 
^{'^17  ^%}  ' '  '?  ^n)  nicht  mehr  vorhanden  ist.  In  derselben 
Arbeit,  der  wir  das  zweite  Beispiel  entnahmen,  hat  Hensel 
die  Kroneckersche  Aussage  bestätigt,  indem  er  den  Zahlen- 
körper niedrigsten  Grades,   für  den    das   Gesagte   zutrifft,  be- 
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«timmt  hat.  Um  auch  von  dieser  iDteressanten  Untersuchung 
Mitteilung  zu  machen^  müssen  wir  zunächst  dem  Hilfssatze  in 
Nr.  8  des  dritten  Kapitels  eine  entsprechende  größere  Aus- 
dehnung geben.  Der  dort  gegebene  Beweis  des  Satzes  beruht 
wesentlich  darauf^  daß  die  rationalen  ganzen  Zahlen  x^y,  z,  ••• 
(mod,p)  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Kongruenzen 

sf  —  x  =  Oj  yi"  —  y  =  0,  gP  —  z  =0y  •••  (mod. p) 

ausmachen^  und  daß  die  Anzahl  der  Wurzeln  jeder  dieser 
Kongruenzen  gleich  p,  nämlich  gleich  ihrem  Grade  ist.  Man 
wird  deshalb  den  Satz  sogleich  folgendermaßen  verallgemeinert 
aussprechen  können: 

Damit  eine  ganze^  ganzzahlige  Funktion 

(82)  F(u„  M„  •  • .,  M.) 

für  alle  Wurzeln  der  ganzzahligen  Kongruenzen 

(83)  F,{u,)  ^  0,  j;(«,)  =  0,  • . .,  F,{u„)  =  0  (mod.  p), 

deren  eine  jede  genau  soviel  habe,  als  ihr  Grad  be- 
trägt, durch  p  teilbar  werde,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  jene  Funktion  in  dem  Modulus 

(84)  {p,  F,(«,),  F,(«,),  •••,  j;(«.j} 

enthalten  sei. 

Ist  nun  aber  K(a]  R)  irgend  ein  Körper,  z  ein  dem- 
selben angehöriger  Primidealfaktor  von  p,  so  beweist  sich  in 
gleicher  Weise  der  noch  allgemeinere  Satz,  daß  eine  Funktion 
F{u^^  Wg,  •  •,  wj,  deren  Koeffizienten  ganze  Zahlen  des  Kör- 
pers sind,  dann  und  nur  dann  für  alle  derartigen  Wurzeln  der 
Kongruenzen 

(85)     F,{u,)  ^  0,  F,{u,)  ^  0,  . . .,  I„{u:)  ^  0  (mod.  ;r), 

deren  jede  ihrer  soviel  haben  soll,  als  ihr  Grad  beträgt,  durch 
7C  teilbar  sein  werde,  wenn  sie  in  dem  Modulus 

(86)  {^,  i^i(«i),  F,(«,), ...,  j;(«j} 

enthalten  ist.  Reduziert  man  jedoch  unter  der  besonderen 
Voraussetzung,  daß  die  Funktion  F  und  die  Funktionen  F. 
rational  ganzzahlige  Koeffizienten  haben,  die  erstgenannte 
Funktion  zunächst  in  bezug  auf  das  Modulsystem  { F^,  Fg,  •  •  •,  F„ } , 


Von  den  Diskriminantenteileni.  289 

«o  leuchtet  ein^  daß  der  bezügliche  Best  ebenfalls  eine  Funk- 
tion mit  rational  ganzzahligen  Koeffizienten  sein  muß  und 
folglich  dann  und  nur  dann  durch  %  teilbar  ist,  wenn  er  es 
ist  durch  p.  In  dieser  besonderen  Voraussetzung  wird 
demnach  die  Funktion  F{u^y  tij,  •  •  •,  wj  dann  und  nur 
dann  für  alle  Systeme  von  Wurzeln  der  Kongruenzen 
(85)  teilbar  sein  durch  üty  wenn  sie  statt  in  dem  Modulus 
(86),  im  Modulus 

enthalten  ist. 

Nun  bezeichne  (p  den  Grad  des  Primideals  7C\  dann  werden 
die  ganzzahligen  Kongruenzen 

uj^-u^  =  0,  Mjj^  —  Mjj  =  0,  • .  •,  u/^  —  u^  =  0  (mod.  n) 

genau  soviel  Wurzeln  haben,  welche  ganze  Zahlen  des  Körpers 
K(a'j  B)  sind,  als  ihr  Grad  beträgt,  und  alle  diese  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  (mod.  yc)  mit  ihnen  übereinstimmen.  Nimmt 
man  also  für  Ff(u^  die  Funktion  uP^  —  u^y  so  fließt  zunächst 
aus  dem  vorigen  Satze  die  Folgerung: 

Damit  die  Funktion  -©»(wj,  Mg,  •  •  •,  wj  für  alle  Systeme 
ganzer  Zahlen  u^  des  Körpers  K{a\  B)  durch  tc  teilbar 
werde,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  sie  in  dem 
Modulus 

enthalten  sei.  Ist  sie  letzteres  nicht,  so  gibt  es  also  sicher 
ein  System  ganzer  Zahlen  a^,  Og,  •  •  •,  a^  jenes  Körpers  von 
der  Beschaffenheit,  daß  ^(«i,  «2?  '  * '?  O  durch  %  nicht  teil- 
bar ist. 

Dies  vorausgeschickt,  wollen  wir  festzustellen  suchen, 
wann  es  ein  System  ganzer  Zahlen  des  Körpers  K{a]  R) 
gebe,  welches  für  die  Unbestimmten  u^  gesetzt  die  Funktion 
'9'(t(^,  Wj,  •  •  •,  wj  relativ  prim  macht  zu  jp.  Hierzu  sei,  in  Prim- 
ideale dieses  Körpers  zerlegt, 

{87)  P     =     iTTl'i     .     Äg'«     •      •     •     Jt^'Qy 

und  9}^,  92,  *  •  ',  9)0  die  Gradzahlen  der  Ideale  TC^y  st^,  -  -  •,  ;r  ; 
ihnen  entsprechen  q  Moduln 

(88)  P,  =  [p,  u,p'>'i  -iH,--;  u/^i  -  u, } , 

Baohmann,  Zahlentheorie.    V.  19 
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von  denen  jedoch  nur  diejenigen  yerschieden  sind,  welche  un- 
gleichen Gradzahlen  zugehören.  Aus  den  Vorbemerkungen 
folgt  offenbar,  dafi,  wenn  die  Funktion 

auch  nur  in  einem  einzigen  dieser  Moduln  enthalten  ist,  der  ihm 
entsprechende  Primidealfaktor  von  p  ein  gemeinsamer  außer- 
wesentlicher Diskriminantenteiler  verbleibt;  soll  also  ein  Wert- 
system der  u^  innerhalb  des  Körpers  K(a]  R)  vorhanden  sein^ 
welches  ^(^i,  Wg;  •  •  •;  w„)  prim  gegen  p  macht,  so  darf  diese 
Funktion  in  keinem  der  Moduln  (88)  enthalten  sein.  Diese 
notwendige  Bedingung  aber  genügt  auch.  Denn,  wenn  sie 
erfüllt  ist,  gibt  es  für  jedes  der  Primideale  ä,-  ein  Wertsystem 
^1"%  ^t^\  ' ' '}  ^n^^  innerhalb  jenes  Körpers,  der  Art,  daß 

»w% «,«,  •  •  •, «.«) 

nicht  teilbar  ist  durch  %^,  Wählt  man  dann  innerhalb  des 
Körpers,  was  möglich  ist,  die  Zahlen  «r^,  a^y  •  •  *,  a^  so,  daß 

a^  —  aj^(^)  (mod.  jt^),  a^  =  a^^^^  (mod.  jr,),  •  •  •,  a^^a/^^^^  (mod.  ä  ), 

(*  «  1,  8,  .  .  . ,  «) 

woraus 

^(a„  «,,...,  aj  =  ^(a/O  a,^%  •  •  -,  «/))  (mod.  ;r,) 

(.•  =  1,  2,  .  .  .,  Q) 

folgt,  SO  ist  der  Funktionswert  'ö'(ai,  a,,  •  ■  •,  aj,  weil  durch 
keins  der  Primideale  ^^  teilbar,  relativ  prim  gegen  p,  wie  es 
verlangt  wird.  Man  darf  daher  als  nächstes  Besultat  dieser 
Betrachtungen  den  Satz  aussprechen: 

Damit  der  Körper  K(a]R)  leiste,  was  beabsichtigt 
ist,  nämlich  die  Eigenschaft  habe,  daß  die  Funktion 
-^(t*!,  Wg,  •'•,  O  nicht  für  alle  ihm  angehörigen  Systeme 
ganzer  Zahlen  u^=^  a^  einen  mit  p  gemeinsamen  Teiler 
erhalte,  sondern  wenigstens  für  eins  derselben  relativ 
prim  sei  gegen  p,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
die  Funktion  in  keinem  der  Moduln  (88)  enthalten 
sei.  Hensel  bezeichnet  alsdann  den  Körper  K{a\  R)  als 
einen  Ergänzungskörper  mit  bezug  auf  p  für  den  der 
Betrachtung  zum  Grunde  liegenden  Körper  -Sr(A;  -R). 

Zum  Nachweise  aber  von  der  Existenz  eines  der- 
artigen Körpers  und  zugleich,  um  den  Ergänzungskörper 
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uiedrigsten  Grades  zu  finden^  haben  wir  folgendes  zu  be- 
merken.    In  der  unbegrenzten  Beihe  der  Moduln    • 

(89)  71,  «  [p,  u/  -  u, ,  u/ -  «,,  . . .,  u/  -  u,  ] 

{i  =  1,  «,  3,  .  .  .) 

wird  es  einen  ersten  geben,  in  welchem  die  Funktion  ö*  (u^j  u^y  •  •  ■,  «„) 
nicht  enthalten  ist.  Denn^  wenn  p  überhaupt  kein  gemeinsamer 
außerweseutlicher  Diskriminantenteiler  ist,  so  ist  sie  schon  in 
77j   nicht   enthalten   (nach   dem   Satze   in  Nr.  8);   wählt   man 

aber  i  als  die  kleinste  Zahl;  für  welche  ^  >  —  ^ —   ist,  eine 

Zahl,  die  den  Ghrad  der  Funktion  ^{ii^^  ^2/"  '  *>  **n)  bezeichnet, 
so  leuchtet  ein,  daß  diese  Funktion  nicht  mehr  im  Modulus  U^ 
enthalten  sein  kann,  da  sie  sonst,  weil  nur  Potenzen  der  Un- 
bestimmten geringeren  Grades  als  j^  enthalten^,  einer  mit  p 
multiplizierten  ganzen  Funktion  dieser  Unbestimmten  gleich 
sein  müßte,  während  sie  doch  keinen  Zahlenfaktor  besitzt 
(Nr.  7).  Nennen  wir  nun  77  den  ersten  der  Moduln 
(89),  in  welchem  die  Funktion  ^(^i,  w^,  •  ■  •,  mJ  nicht 
mehr  enthalten  ist,  und  verstehen  unter 

(90)  P(a:)  =  0  (mod.^?) 

irgend  eine  der  (mod.  ^)  irreduktibeln  Kongruenzen 
^ten  (jj-ades.  Dann  wird  der  Körper  -£^(a;  7i),  der  von 
einer  Wurzel  a  der  Gleichung  P(a;)  —  0  erzeugt  wird, 
der  Ergänzungskörper  niedrigsten  Grades  in  bezug 
auf  die  Primzahl  p  sein.  Zum  Beweise  stellen  wir 
zunächst  fest,  daß  er  überhaupt  solch  Ergänzungs- 
körper ist.  In  der  Tat,  da  p  in  jenem  Körper  selbst  Prim- 
zahl (s.  Kap.  6,  Nr.  21,  Anfang),  d.  h.  gj?  ein  Primideal  it 
und  seine  Norm  gleich  jp^,  mithin  ^>  der  Grad  von  %  ist,  so 
könnte  die  Funktion  ^{}A^y  u^,  •  •  •,  tij  nur  dann  für  alle 
Systeme  ganzer  Zahlen  u^  =»  a^  des  gedachten  Körpers  durch 
%  teilbar  sein,  wenn  sie  im  Modulus  77  enthalten  wäre;  dies 
ist  aber  nach  der  Voraussetzung  nicht  der  Fall.  —  Zudem 
gibt  es  aber  auch  keinen  ErgänzungsJcörper  niedrigeren 
Grades  als  den  Körper  K{a\  Ä);  denn,  wäre  jK^(/J;  72)  ein 
solcher  vom  Grade  %  <  9,  und  n  ein  Primidealfaktor  von  p 
in  demselben,  so  könnte  der  Grad  des  letztem  höchstens  gleich 

19* 
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dem  Grade  %  des  Körpers  sein;  da  nun  ^(n^,  ^;  *  -  ;  ti„)  nach 
der  Voraussetzung  in  jedem  Modulus  77,.  für  i<^X  enthalten 
ist,  würde  den  obigen  Ergebnissen  zufolge  das  Primideal  x 
ein  Teiler  aller  Funktionswerte  sein^  welche  den  Systemen 
ganzer  Zahlen  u^  =»  ß^  des  letztgenannten  Körpers  entsprechen; 
und  sonach  dieser  Körper  kein  Ergänzungskörper  sein.  Man 
ersieht  hieraus  ferner,  daß  solch  Körper  auch  nur 
einer  Gleichung  9**°  Grades,  welche  (mod.p)  irreduktibel 
ist,  entspringen  kann,  da  andernfalls  p  in  ihm  aus  meh- 
reren Primidealfaktoren  zusammengesetzt  und  deren  Grad  ge- 
ringer sein  müßte  als  9,  weshalb  dem  eben  Bemerkten  gemäß 
der  Körper  kein  Ergänzungskörper  sein  könnte. 

Endlich  ist  für  den  Ergänzungskörper  niedrigsten 
Grades  die  besondere  Wahl  der  Funktion  P(x)  unter 
den  (mod.j?)  irreduktibeln  Funktionen  9^^  Grades  ganz 
gleichgültig.  Denn,  ist  P\x)  irgend  eine  andere  solche 
Funktion,  so  sind  nach  Kap.  3,  Nr.  7  die  Wurzeln  der  Kon- 

irruenz 

^  r  (x)  =  0  {mod.  p) 

ganze,  ganzzahlige  Funktionen  von  a;  die  Zahlen  des  Körpers 
K(a]  R)f  welcher  aus  der  Wurzel  a  der  Gleichung  P'{x)  —  0 
entspringt,  werden  daher  (mod.  p)  den  Zahlen  des  Körpers 
K(a]  JJ),  wie  selbstverständlich  auch  umgekehrt,  kongruent 
sein,  und  daher  können  bei  der  Frage  nach  den  Primteilem 
von  p,  welche  allen  Werten  von  ^(^i,  %,  •  •  •,  m„)  gemeinsam 
sind,  die  für  die  t^^  zu  nehmenden  Zahlen  des  einen  Körpers 
durch  Zahlen  des  andern  imd  umgekehrt  ersetzt  werden.  Die, 
den  verschiedenen  (mod.  p)  irreduktibeln  Funktionen  (p^^  Grades 
entsprechenden  Ergänzungskörper  niedrigsten  Grades  können 
also  mit  bezug  auf  den  Zweck,  welchem  sie  dienen  sollen,  als 
ein-  und  derselbe  gelten. 

He n sei  hat  a.  a.  0.  diesen  Sätzen  noch  weitere  Betrach- 
tungen folgen  lassen,  welche  auf  die  Bestimmung  der  Er- 
gänzungskörper niedrigsten  Grades  von  besonderer  Beschaffen- 
heit, z.  B.  solcher,  welche  aus  Einheitswurzeln  gebildet  sind, 
u.  dgl.  Bezug  haben;  um  aber  nicht  zu  ausführlich  zu  werden, 
wollen  wir  uns  damit  begnügen,  auf  diese  weiteren  Punkte 
hier  nur  hinzuweisen. 
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13.  Haben  wir  bisher  von  den  außerwesentlichen  Dis- 
kriminantenteilem  gehandelt^  so  ist  es  nun  an  der  Zeit^  die 
wesentlichen  Teiler,  d.  i.  die  rationalen  Primzahlen 
zu  untersuchen,  welche  in  der  allen  Diskriminanten 
der  Zahlen  6  der  Gattung  &  als  Faktor  gemeinsamen 
Grundzahl  D  =«  ^(q)  enthalten  sind.  Die  Formel  (52), 
in  welcher  die  Funktion 

eine  Einheitsform  bezeichnet,  lehrt,  daß  die  Teiler  der  Grund- 
zahl mit  denjenigen  der  Diskriminante  ^(1,  Wq,  w^^  •  •  •,  ic^~^) 
der  Fundamentalgleichung  identisch  und  daher  mittels  des 
Ausdrucks  der  letzteren  bestimmbar  sind.  Zu  diesem  Zwecke 
kehren  wir  zur  Fundamentalgleichung  F  {w)  «  0  und  zu  der 
Zerlegung  der  Funktion  ¥{w)  in  ihre  irreduktibeln  Faktoren 
in  bezug  auf  eine  gegebene  Primzahl  p  zurück.  Wird  wieder, 
in  Primidealfaktoren  zerlegt, 

(91)  P-W'^^^^'-Pr' 

angenommen,  so  lautet  jene  Zerlegung  nach  (45),  wie  folgt: 
F  (w)  =  Si  {wy^^^{w)^  ' . .  %,{wyr  (mod.  p), 

eine  Kongruenz,  aus  welcher  durch  Differenzierung  nach  w 
die  andere: 

F\w)  =  5i(w?)'»-  ^  •  •  •  5r(«*^)'''" ^  •  ^W  (mod.i)) 
oder  die  Gleichung 

hervorgeht;  dabei  bedeutet  ^(tv)  eine  ganze,  ganzzahlige 
Funktion  von  w  und  den  Unbestimmten  w,,  während 

gesetzt  ist.  Wir  nehmen  zuerst  an,  daß  keiner  der 
Exponenten  e^,  e^,  •  •  •,  e^  durch  p  teilbar  sei.  Dann  ist 
0{iv)  durch  keine  der  Funktionen  %i{w),  52(^0?  ''*f  SrO^O 
(mod.j9)  teilbar,  da  z.  B.  durch  5iW  ^®  Glieder  dieses  Aus- 
drucks vom  zweiten  an  teilbar,  das  erste  Glied  aber  weder 
durch  p  noch  durch  ^i{w)  teilbar  ist,  weil  die  Funktionen 
dieses  Gliedes  von  5i(^0  verschiedene,  (mod.jp)  irreduktible 
Funktionen  bedeuten.  Hieraus  folgt  aber,  daß  0(wq)  durch 
keins   der  Primideale  pi,  pj?  '  ' ';  Pr  aufgeht,   folglich  relativ 
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prim  ist  gegen  p.  Da  infolge  dayon  das  erste  Glied  zur 
Rechten  der  Gleichung 

F'K)  =  gl  KV'-'  •  •  •  SrK)''-'  •  *K)  +i>  •  «'K) 

genau  durch  pi*»"^  •  Ps**~^  •  •  •  V/*'"^  aufgeht^  während  das  zweite 
mindestens  durch  f)/*  Ps^  *  -  *  PA  teilbar  ist^  so  ergibt  sich 

unter  6r(Mi,  ti,,  •  •  •,  wj  eine  ganze  Funktion  der  Unbestimmten 
u^  yerstanden,  deren  Koeffizienten  dem  Körper  angehörige 
Ideale  sind^  aber  keinen  mit  p  gemeinsamen  Idealteiler  mehr 
haben.  Durch  den  Übergang  zur  Norm  liefert  diese  Gleichung, 
wenn  man  bedenkt,  daß  NY{w)  mit  der  Diskriminante  der 
Fundamentalgleichung  bis  auf  das  Vorzeichen  identisch  •  ist, 
die  andere: 

in  welcher  die  ganze  Funktion  H(u^,  Wg,  •  •  •,  «/„)  rational 
ganzzahlige,  nicht  sämtlich  durch  p  teilbare  Koeffizienten 
haben  wird.  Demnach  muß  die  Grundzahl  ^(g)  den  Prim- 
faktor p  genau 

(92)  f^(e,-\)  +  U{e,-l)  +  •  •  •  +  /;(6,-l) 

Mal  enthalten.  —  Wäre  zweitens  einer  der  Exponenten 
^1,  ^2}  '  '  ')  ^rf  etwa  ^1  teilbar  durch  p,  so  wäre  die  Funk- 
tion 0(w)  (mod.p)  teilbar  durch  %i{iv),  mithin  0(Wq)  teilbar 
durch  p^  und  somit  ginge  der  oben  geschriebene  Ausdruck  für 
F'{wq)  mindestens  durch 

imd  daher  die  Grundzahl  ^(g)  mindestens  durch 

auf.     Man  erhält  daher  das  folgende  wichtige  Ergebnis: 

Ist  die  Primzahl  p  nach  der  Formel  (91)  in  Prim- 
idealfaktoren zerlegt^  deren  Gradzahlen  resp. 

flf  fi^  '  '  '9  fr 

sind,  so  geht  sie  in  der  Grundzahl  des  Körpers  min- 
destens so  oft  auf,  wie  die  Zahl  (92)  angibt,  und  zwar 
genau  so  oft,  falls  keiner  der  Exponenten  6^,  ^,  *  *  -^  e^ 
durch  p  teilbar  ist,  entgegengesetzten  Falls  öfter. 
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Der  erstere  Fall  findet  aber  immer  statte  sobald  p  ans 
lauter  verschiedeneo  Primidealen  zusammengesetzt^  nämlich 
jeder  der  Exponenten  e^  gleich  1  ist;  da  alsdann  der  Aus- 
druck (92)  sich  auf  Null  reduziert,  tritt  keine  derartige  Prim- 
zahl p  in  der  Grundzahl  als  Faktor  auf;  für  jede  Primzahl  aber, 
die  wenigstens  einen  Primidealfaktor  mehrfach  hat,  ist  jener 
Ausdruck  von  Null  yerschieden.  Somit  fließt  aus  dem  vorigen 
Satze  der  einfachere,  aber  auch  weniger  scharfe  Ausspruch: 
Die  Grundzahl  des  Körpers  ist  ausschließlich  aus  all' 
denjenigen  Primzahlen  p  zusammengesetzt,  welche 
mehrfache  Primidealfaktoren  besitzen.  Zudem  erhellt 
hieraus,  daß  es  von  derartigen  Primzahlen  p  nur  eine 
endliche  Menge  gibt. 

14.  Die  soeben  nach  Hensel  abgeleiteten  Sätze 
sind  zuerst  von  Dedekind  bewiesen  worden.  Die  Be- 
deutung, welche  ihnen  zukommt,  aber  auch  das  Interesse, 
welches  die  Dedekindschen  Entwicklungen  an  sich  selbst 
darbieten,  machen  es  wünschenswert,  auch  seinen  Beweisen 
hier  Raum  zu  gewähren.  Der  Beweis  des  unbestimmteren 
Ausspruchs  über  die  Zusammensetzung  der  Grundzähl 
ist  verhältnismäßig  einfach  und  kann  ohne  größere  Vorberei- 
tungen geliefert  werden. 

I.  Zunächst  soll  gezeigt  werden,  daß' jede  Prim- 
zahl py  die  durch  das  Quadrat  eines  Primideals  teil- 
bar ist,  ein  Teiler  der  Grundzahl  ist.  Wenn  nämlich 
g|)  =  p*  •  q  ist,  so  wird  es  eine  im  Ideale  pq  enthaltene  Zahl 

geben,  welche  nicht  in  !p*q  enthalten,  d.  h.  nicht  durch  p 
teilbar  ist,  derart,  daß  nicht  sämtliche  Koeffizienten  ^^  c,,  •  •  •,  o„ 
durch  p  aufgehen;  da  aber  y*  in  p*q*  also  auch  in  p*q  ent- 
halten ist,  so  muß  dann  y^  und  folglich  auch  yP  durch  p 
teilbar  sein.     Nun  ist 

mithin  muß  die  Kongruenz 

<^iri^  +  <kyt^  +  — h  ^i.y/  ^  o  (j^^^-  p) 

und  daher  auch  alle  ihr  konjugierten  Kongruenzen: 
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|(mod.j?) 

CiYt^'-'^  +  cky,<"-'^  +  •  •  •  +  c.y.<-'^  =  oJ 

erfüllt  sein,  was  erfordert,  daß  die  DiBkriminante 

(93)  J(y,P,  y,P,  . . .,  y/)  ^  0  (mod.  p) 

ist.  Nun  sieht  man  leicht  ein,  daß  diese  Diskriminante  (mod.p) 
mit  der  Grundzahl 

kongruent  ist.  Zu  diesem  Zwecke  mag  man  z.  B.  bemerken^ 
daß  nach  Kap.  1,  Nr.  14  die  letztbezeichnete  Diskriminante 
gleich  der  Determinante 


(94) 


ist^  während  jene  aus  ihr  entsteht^  indem  die  y^  durch  ihre 
pteif  Potenzen  ersetzt  werden ,  daß  aber  zugleich  allgemein  für 
die  Spur  irgend  einer  ganzen  Zahl  o  des  Körpers  die^ongruenz 

S(my  d.  i.  (cö  +  (ö(^)  H h  cd('*-*>>'  =  S(o^)  (mod.;)) 

besteht^  sodaß  durch  die  gedachte  Substitution  jene  Deter- 
minante sich  nur  in  einen  mit  ihrer  p^^  Potenz  und  folglich 
mit  ihr  selbst  (mod.  p)  kongruenten  Ausdruck  verwandeln 
kann.     Aus  (93)  folgt  demnach  die  Kongruenz 

z/(9)  =  0  (mod.|>), 
w.  z.  b.  w. 

IL  Nicht  ganz  so  leicht  ist  die  Umkehrung  zu  beweisen^ 
daß  nämlich  jede  Primzahl  p,  welche  ein  Teiler  der 
Grundzahl  ist,  durch  das  Quadrat  eines  Primideals 
teilbar  sei.  Hierzu  denken  wir  ims  die  Grundzahl  ^(g)  in 
Gestalt  der  Determinante  (94).  Ist  diese  Determinante,  deren 
einzelne  Elemente  rationale  ganze  Zahlen  sind,  durch  p  teil- 
bar, so  gibt  es  ratiouale  ganze  Zahlen  x^^  x^y  -  •  *,  x^,  die 
nicht  sämtlich  durch  2^  aufgehen  und  von  der  Art,  daß  die 
n  Kongruenzen: 
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^iSiriVi)  +  x^Sir^y,)  +  '"  +  x„S(y„yi)  =  0  (mod.p) 

(i  =  I,  2,  ■  .  •,  n) 

erfQllt  sind,  Kongruenzen,  welche,  wenn 

gesetzt  wird,  dnrch  die  folgenden: 

S{yy^  =  0  (mod.j)) 

(4  =  1,  2,  •  • .,  n) 

ersetzt  werden  können.  Aus  den  letzteren  folgt,  wenn  sie  mit 
beliebigen  rationalen  ganzen  Zahlen  ^^  ^s?  *  -  -^  ^n  multipliziert 
und  dann  addiert  werden,  die  eine,  für  jede  ganze  Zahl 

des  Körpers  erfüUte  Kongruenz 

S(yt)  =  0{mod.p), 
Ist  1]  gleichfalls  irgend  eine  solche  Zahl,   so  wird  allgemeiner 

(95)  S  (y  g  +  jo  ij)  =  0  (mod.  p) 

sein,  wo  nun  die  Gesamtheit  der  Zahlen  yt  +  PV  ^^^  größten 
gemeinsamen  Idealteiler  j  der  Ideale  Qy  und  Qp  ausmacht. 
Da  im  Ausdrucke  für  y  die  Koeffizienten  a:^  nicht  sämtlich 
durch  p  teilbar  sind,  gehört  y  dem  Ideale  Qp  nicht  an,  somit 
ist  j  ein  von  Qp  selbst  yerschiedener  Teiler  des  letzteren  Ideals. 
Ist  daher  dies  Ideal  oder  die  Zahl  jp  aus  lauter  ver- 
schiedenen Primidealfaktoren  zusammengesetzt,  so 
gibt  es  unter  den  letzteren  wenigstens  eins,  es  heiße  p,  wel- 
ches nicht  in  j  aufgeht,  da  sonst  j  durch  Qp  teilbar,  also  mit 
Qp  identisch  wäre.  Setzt  man  demnach  gp  =  p  •  q,  so  muß  q 
durch  )  teilbar,  jede  seiner  Zahlen  x  also  im  Ideale  \  enthalten 
sein  imd  deshalb  wegen  (95)  für  jede  solche  Zahl  x  die 
Kongruenz 

(96)  S(x)  =  0  (mod-i?) 

erfüllt  sein.  Läßt  sich  also  nachweisen,  daß  aus  dieser 
Folgerung  ein  Widerspruch  entsteht,  so  muß  p  durch 
das  Quadrat  eines  Primideals  teilbar  sein,  und  die 
obige  Behauptung  wäre  erwiesen. 


298  Siebentes  Kapitel. 

um  zu  diesem  Nachweis  zu  gelangen,  setzen  wir,  wie  im 
vorigen  Kapitel  Nr.  22 

und  bemerken  nun  der  Reihe  nach  folgendes. 

Erstens.  Wenn  wieder  mit  f  der  Grad  des  Primideals  p 
bezeichnet  wird,  so  bedeutet  P(x)  eine  (mod.p)  irreduktible 
Funktion,  also  P(x)^0  eine  auch  schlechthin  irreduktible 
Gleichung  desselben  Grades.  Eine  Wurzel  S  dieser  letzteren 
erzeugt  einen  Körper  K(^]  R)  p^^  Grades,  mit  bezug  auf 
welchen  wir  die  Gesamtheit  seiner  ganzen  Zahlen,  die  Spuren, 
Normen,  Diskriminanten  durch  die  Zeichen  g^,  S^,  N^y  ^j  an- 
deuten wollen.  Nun  kann  mittels  der  Identität  P  (|)  »  0  jede 
Potenz  1*"  mit  positivem  ganzzahligen  Exponenten  in  die  Form 

(97)       g»»  =  co^-) .  1  +  c/»«) .  s  + . . .  +  c:r^i '  s^"* 

mit  rational  ganzzahligen  Koeffizienten  gebracht  werden,  eine 
Beziehung,  welche  wegen  der  Irreduktibilität  der  Gleichung 
P  (a;)  =»  0  mit  der  Identität 

(98)     x^  =  Co^»")  ■  1  +  q^"») •  X  +  • .  •  +  c>"i*i . x^- ^  +  P{x) .  Q{x), 

in  der  Q{pc)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  bedeutet,  völlig 
gleichbedeutend  ist.  Aus  (97)  gewinnt  man  das  ganze  System 
von  Gleichungen: 


(99) 


aus    denen,    da    1,  S,  S*,  •  •  •,  %^~^   eine    Basis    des    Körpers 
jr(|;  JJ)  bilden,  nach  Kap.  1,  Nr.  8  die  Formel 

zu  erschließen  ist,  wenn  zur  Abkürzung 

(100)  s^  =  Co^"*)  +  Ci^'^^^)  +  •  •  •  +  dfiXf"^'^ 

gesetzt  wird. 

Nun  ist  einerseits 
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ein&cher  also 


(101)  z^,(l,6,|^...,F-o 


5/_i,  5/,  •  •  •,  ^^/-J 


eine  Determinante ,  welche  kurz  S  genannt  werde.  Anderer- 
seits bestellt  die  Gleichung 

^,(i,|,|^...,6/-0-±iv,P'(£)- 

Da  aber  P(x)  (mod.^)  irreduktibel  ist,  so  ist  P'(x)  (mod.jp) 

relativ  prim  zu  P{x),  es  findet  also  eine  Kongruenz  statt  von 

der  Gestalt 

P(x)(p{x)  +  P'{x)^{x)  =  1  (mod.i)), 

aus  welcher  für  a:  =  5  sich  P'(|)  ^^(5)  =  1,  also  das  Ideal 
g^P'd)  sich  als  relativ  prim  gegen  p  ergibt.  Daraus  folgt 
nach  den  ersten  Sätzen  in  Kap.  6,  Nr.  18,  daß  auch  2VjP'(5) 
prim  gegen  p  ist.  So  ergibt  sich  als  erster  für  unsere  Be- 
trachtung fundamentaler  Punkt  der  Satz:  Die  mit  S  be- 
zeichnete Determinante  in  Formel  (101)  geht  durch 
die  Primzahl  p  nicht  auf. 

Zweitens.     Die  Zahl  q  war  eine  Wurzel  der  Kongruenz 
P{x):=Q  (mod.  p),  aber  eine  Kongruenz 

(102)  a^  +  a,  p  +  a,p«  +  . . .  +  a^_^Q^- '  =  0  (mod.  p) 

also  auch  (mod.  p)  unmöglich,  wenn  nicht  sämtliche  ihrer 
Koeffizienten  durch  p  teilbar  sind.  Da  nun  nach  Voraus- 
setzung p  aus  lauter  verschiedenen  Primidealen  zusammen- 
gesetzt ist,  so  sind  p,  q  relativ  prime  Ideale,  und  daher  kann 
eine  ganze  Zahl  y  des  Körpers  £  (A;  R)  so  gewählt  werden,  daß 

y  =  1  (mod.  p)f     y  =  0  (mod.  q) 
und  daher 

(103)  y^  =  y  (mod.|?) 

ist.     Demnach  sind  die  Zahlen 

(104)  xj  =  y  .  1,  xj  =  y  .  p,  . .  .,  x^  =  y  .  q^"^ 

f  in  q  enthaltene  und  (mod. p)  rational  unabhängige 
Zahlen,  denn  wegen  des  über  (102)  Gesagten  kann  eine 
Kongruenz 

ö^o^i  +  ^1^2  +  •  •  •  +  <^/-i^/  =  0  (moi.p) 
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nur  bestehen,  wenn  ihre  Bämtlichen  Koeffizienten  teilbar  sind 
durch  p.  Mehr  als  f  (mod.p)  unabhängige  Zahlen  kann 
es  aber  in  q  nicht  geben.  Denn,  wären  darin  f+1  solche, 
^1}  ^f  ' '  '7  ^/+i  vorhanden,  sodaß  eine  ganzzahlige  Kongruenz 

(105)  tto«!  +  a^Xg  H h  a/x,+i  =  0     (mod.  p) 

nicht  anders  stattfinden  könnte^  als  wenn  alle  a^  durch  p  teil- 
bar wären,  so  könnte  diese  Kongruenz  auch  (mod.  p)  nur 
unter  derselben  Bedingung  bestehen,  da,  wenn  sie  (mod.  p) 
stattfände,  sie  auch  (mod.  p)  erfüllt  wäre,  indem  der  lineare 
Ausdruck  (105)  auch  in  q  enthalten  isi  Wenn  also  f+1 
(mod.  p)  unabhängige  Zahlen  in  q  vorhanden  wären,  so  gäbe 
es  darin  auch  f+1  (mod.  p)  unabhängige  Zahlen,  was  nicht 
sein  kann,  da  es  deren  sogar  in  g  nur  f  gibt.  Demnach 
sind  in  q  genau  f  (mod.  p)  unabhängige  Zahlen,  und 
hieraus  schließt  man  (Kap.  6,  Nr.  18,  Schluß),  daß  für  jede 
Zahl  X  in  q  eine  ganzzahlige  Kongruenz  besteht 

X  =  a^jXj  +  <*i3C2  +  •  •  •  +  a^_iXy    (mod.  p). 

Bezeichnet  in  gleicher  Weise  g  die  genaue  Anzahl  von 
in  p  vorhandenen,  (mod.  p)  unabhängigen  Zahlen,  und  sind 
^17  ^2)  '  '  'f  ^g  solche  g  Zahlen,  so  gilt  für  jede  Zahl  3t  in  p 
eine  ganzzahlige  Kongruenz  von  der  Form: 

n  =  h^n^  +  l^7t^  H h  l^^t^   (mod.  p). 

Nun  sind  aber,  da  p,  q  relativ  prime  Ideale  sind, 
auch  die  f+g  Zahlen 

(106)  Xi,  Xa,  •  •  •,  x^,  Äi,  ;rg,  •  •  •,  Jr^ 

(mod.  jp)  unabhängig,  nämlich  eine  ganzzahlige  Kongruenz 

»0%  +  ^1^2 H h «/-.!«/  +  6i 3^1  +  &2% H h '^g^rj^^  (mod.p) 

ist  nur  möglich,  wenn  alle  a^,  h^  durch  p  teilbar  sind.  Denn 
aus  ihr  ergäbe  sich  dieselbe  Kongruenz  auch  (mod.  p)  und 
(mod.  q),  von  denen  die  erste,  da  die  mr^  in  p  enthalten  sind, 
sich  einfacher  so  schreiben  ließe: 

«0^1  +  %^2  +  •  •  •  +  öt/-i^/  ^  0     (mod.  p), 

oder,  da  dieser  Ausdruck  auch  eine  in  q  enthaltene  Zahl  dar- 
stellt, auch  folgendermaßen: 
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tto«!  +  a^x,  + 1-  o,f-i^f  =  0     (mod.  p) , 

eine  Kongruenz,  welche  erfordert ^  daß  alle  a^  durch  p  auf- 
gehen. Aus  entsprechenden  Gründen  nimmt  die  für  (mod.  q) 
sich  ergebende  Kongruenz  die  Form  an: 

h^i  +  *2^a  + 1-  \^g  ^  0     (mod.  p) , 

aus  der  wieder  sämtliche  'b^  als  teilbar  durch  p  sich  ergäben. 
Die  Behauptung  ist  also  erwiesen. 

Da  nun  g  '=^  p  +  q;  so  besteht  für  jede  ganze  Zahl  g  des 
Körpers  J^(A;  B)  eine  ganzzahlige  Kongruenz 

und  es  gibt  genau  jp^+^  (mod.  |>)  inkongruente  Zahlen  in  g. 
Aber  nach  der  Formel 

(9,  9i>)=-9l(8i>)=i)^ 

beträgt  diese  Anzahl  p^,  man  schließt  also  die  Gleichung 

xmd  hat  in  den  Zahlen  (106)  n  (mod,  p)  unabhängige 
Zahlen  in  g.  Heißt  C  die  Determinante  der  n  linearen  Glei* 
chungeU;  durch  welche  dieselben  mittels  der  Basiszahlen 
yiy  y^7  ' '  '7  7n  ^^°  9  aiisdrückbar  sind,  so  kann  jedes  Produkt 
C '  y^  als  eine  lineare  ganzzahlige  Fimktion  der  Zahlen  (106), 
imd  somit  auch  überhaupt  das  C-fache  jeder  ganzen  Zahl 
5  des  Körpers  in  der  Form 

(107)     C  g  «  aox,  +  . . .  +  a^_iX/  +  fei^r,  +  •  •  •  +  \%^ 

dargestellt  werden.  Wegen  der  rationalen  Unabhän- 
gigkeit der  Zahlen  (106)  in  bezug  auf  2>  kann  aber  die 
Determinante  C  nicht  durch  p  teilbar  sein. 

Drittens.   Nun  folgt  aus  (98)  für  a?  =  p  und  indem  man 
mit  y  multipliziert,  die  Kongruenz 

und,  da  beide  Seiten  derselben  im  Ideale  q  enthalten  also  auch 
(mod.  q)  kongruent  sind,  dieselbe  Kongruenz  auch  (mod.  p\ 
woraus,  wenn  man  beachtet,  daß  wegen  (103)  und  (104) 

X,.  •  yqi^  =  y  •  ^"»+»-1     (mod.  p) 
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ist,  nachfolgendes  System  von  Kongruenzen: 
Xi  •  yp™  =  Cq^'^^  •  x^  +  c/»«)-«,  +  •  •  •  +  ^_r«/ 
(108)  ^  •  y(^'"  ^  ^0^"*^'^ •  ^  +  c,C-+ ^) .  X,  +  •  •  •  +  c^/LV^ '  ^f    (inod.  p) 

x^  ■  y  p'"  =  Co<"'+-^-  ^)  •  Xj  +  Ci('»+>'- 1) .  Xg  +  •  •  •  +  oJ^LV  -  *>  •  %f 

hervorgeht.  Bedenkt  man^  daß  jede  der  Zahlen  %^  in  p,  die 
Zahl  yp"*  aber  in  q,  folglich  jedes  der  Produkte  7t ^y^^  in 
gp  »  pq  enthalten  ist,  so  darf  man  dem  vorigen  Systeme  noch 
das  weitere  hinzufügen: 

(108)     jTi  •  y()"*  ^0,  3r,  •  yqi^  =  0,  •  •  •,  «^  •  yp"»  =  0     (mod.  i)). 

Werden  diese  n  Kongruenzen  (108)  aber  als  Gleichungen  ge- 
schrieben, indem  jeder  rechten  Seite  ein  passendes  Vielfache 
von  py  d.  i.  ein  Ausdruck  von  der  Form  jt  •  %  hinzugefügt  wird, 
dessen  C-faches  wegen  (107)  gleich 

pK^i  h ^-  «/-!*/  +  ^^1  +  — v  K^g) 

gesetzt  werden  kann,  so  lassen  die  Kongruenzen  (108)  erkennen, 
daß  die  Produkte 

x^-CrQ"",  -.-,  Xy'CyQ'\  ^Ti-Gyp'",  ..-,  TC^CyqT 

gleich  linearen  Funktionen  der  n  (mod.  p)y  also  um  so  mehr 
auch  schlechthin  unabhängigen  Zahlen  (106)  sind,  deren 
Koeffizienten  von  den  C-fachen  Koeffizienten  jener  Kongruenzen 
nur  um  Vielfache  von  p  sich  unterscheiden.  Nach  Kap.  1, 
Nr.  8  ist  aber  die  Spur 

gleich  der  Summe  der  in  der  Diagonale  des  Koeffizienten- 
systems jener  linearen  Funktionen  stehenden  Glieder  und  folg- 
lich (mod.  2?)  kongruent  mit  der  Summe 

in  Rücksicht  auf  die  Formel  (100)  also 

C'S(yQ'^)  =  C*s^     (mod.  p). 

Da  jedoch  yg^  eine  Zahl  in  q  ist,  schließt  man  wegen  (96) 
und  da  C  durch  p  nicht  teilbar  ist,  nachstehende  Kongruenz: 
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««•  =  0     (mod.  p) , 

nnd  somit  anch^  daß  die  mit  S  bezeichnete  Determinante  durch 
p  teilbar  ist^  gegen  das  an  erster  Stelle  Bewiesene. 

Dieser  Widerspruch  zeigt  die  Richtigkeit  der  behaupteten 
Umkehrung  und  folglich  ist  der  letzte  Satz  der  vorigen  Nummer 
über  die  Primfaktoren  der  Grundzahl  vollständig  bewiesen. 

15.  Dedekind  hat  sich  aber  mit  diesem  Satze  über  die 
Grundzahl  nicht  begnügt  ^  sondern  durch  eine  weitere  Unter- 
suchung Resultate  gewonnen^  die  eine  viel  tiefer  dringende 
Einsicht  in  die  Natur  jener  wichtigen  Zahl  gewähren.  Die 
Mitteilung  seiner  bezüglichen  Arbeit^)  hat  mit  einer  Vor- 
betrachtung zu  beginnen,  auf  der  als  der  wesentlichen  Grund- 
lage dann  das  übrige  leicht  sich  erbaut 

Sei  wieder  d  eine  beliebige  der  den  Körper  erzeugenden 
ganzen  Zahlen  und 

(109)  F(x)  =  0 

die  irreduktible  Gleichung  w**^  Grrades^  durch  welche  sie  be- 
stimmt ist.  Jede  ganze,  ganzzahlige  Funktion  \{d)  läßt  sich 
auf  die  Form  bringen: 

(110)       f  (e)  ==  Co  +  c,e  +  c,ö»  + .  •  •+c„.ie»-s 

in  der  die  c^  rationale  ganze  Zahlen  sind,  ihre  Gesamtheit  ist 
also  identisch  mit  dem  Modulus 

(111)  0  =  [1,  0,  ö«,  .  • .,  ö»-^. 

Da  das  Produkt  zweier  Ausdrücke  von  der  Form  (110)  mittels 

der  Identität 

Fiß)  =  0 

wieder  auf  die  gleiche  Form  gebracht  werden  kann,  also  eben- 
falls im  Modulus  o  enthalten  ist,  so  findet  die  Beziehung  statt 

0     0  =  0, 

d.  h.  der  Modulus  o  ist  eine  „Ordnung  in  g".  Den  Führer 
dieser  Ordnung,  der  bekanntlich  ein  Ideal  des  Körpers  ist 
(s.  Kap.  4,  Nr.  6),  nennen  wir  f ,  sodaß 


1)  Dedekind,  Aber  die  Diskriminanten  endlicher  Körper,  §  7 — 14^ 
Götting.  Abh.  Bd.  29. 
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Dies  Yoransgeschickt^  sei  p  ein  beliebiges  Primideal  des 
Körpers,  2>  die  darin  enthaltene  rationale  Primzahl,  f  sein  Grad 
und  p^  die  höchste  in  p  aufgehende  Potenz  von  p^  sodaß 

(112)  9i>  =  P'-q 

gesetzt  werden  kann  und  q  nicht  mehr  teilbar  ist  durch  p. 
Man  denke  F{x)  in  seine  (mod.  p)  irreduktibeln  Faktoren  zer- 
legt. Da  das  Produkt  der  letzteren  för  x  ^  0  durch  p  auf- 
geht^ muß  einer  der  irreduktibeln  Faktoren  durch  p  teilbar 
sein.  Sei  dies  der  Faktor  T{x)y  m  sein  Gh*ad,  und  er  gehe  € 
mal  in  F(x)  auf^  sodaß 

(1 13)  F{x)  =  P(xy  .  n{x)     (mod.  p) 

geschrieben  werden  kann,  während  n{x)  (mod.  p)  nicht  mehr 
durch  P(x)  teilbar  ist.  Nach  Kap.  6,  Nr.  21  ist  jede  Zahl  in  o, 
d.  h.  jeder  Ausdruck  f  (ö)  Ton  der  Gestalt  (110)  einem  und 
auch  nur  einem  Ausdrucke 

(114)  q>{e)  =  ao  +  a,0  +  Ogö«  +  . . .  +a„_,ö"-S 

in  welchem  die  a-  ganze  Zahlen  der  Reihe  0,  1,  2,  •  •  -^p  —  1 
bedeuten,  (mod.  p)  kongruent  und  daher  die  Anzahl  der 
(mod.  p)  inkongruenten  Zahlen  in  o 

(115)  (o,  p)=i)'». 

Hier  gilt  nun  der  folgende  Satz,  der  die  Grundlage  des 
Weiteren  bildet: 

Die  erforderlichen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen dafür,  daß  das  Ideal  f  nicht  durch  p  teilbar 
sei,  bestehen  darin,  daß  m^f  und  daß  p  der  größte 
gemeinsame  Teiler  der  beiden  Hauptideale  %p  und 
gP(ö)  sei,  in  Zeichen: 

I.  Daß  diese  zwei  Bedingungen  notwendig  sind, 
erkennt  man  folgendermaßen.  Da  (nach  Kap.  4,  vorletzte 
Nummer)  der  Führer  f  in  der  Ordnung  o  enthalten  oder 

f  5-0 

ist,  da  femer  f,  wenn  es  nicht  durch  p  teilbar  ist,  prim  zu  p 
also 
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f  +  P-8 
sein  muß,  so  folgt  * 

8  -  f  +  P  5- 0  +  p  J- 9 

mithin  9  =■  0  +  p;  daher  nimmt  die  Beziehung 

(0,  p)  -  (0  +  p,  p) 
die  Form 

(0,  P)  -  (9,  P)  -  5R(p)  -  pf 

an^  und  ihre  Yergleichung  mit  (llö)  lehrt^  daß  erstens  m^f 
sein  maß. 

Femer  sieht  man  zunächst^  daß  p  gemeinsamer  Teiler 
von  fljp  nnd  qP{0)  ist,  da  P(ö)  =  0  (mod.  p).  Wenn  aber  f 
nicht  durch  p,  also  fp  nicht  durch  p^  teilbar  ist,  so  gibt  es 
in  ^p  eine  durch  p  aber  nicht  durch  p^  teilbare  Zahl,  welche, 
da  f ))  ^  f  ^  0  ist,  die  Gestalt  f(d)  haben  wird.  Da  nun  die 
Kongruenz 

(116)  f(Ö)  =  0    (mod.p) 

nach  Kap.  6,  Nr.  22  mit  der  Funktionenkongruenz 

<117)  f(«)  =  P(a;)  <?(«)    {m.od.p), 

in  welcher  Q(x)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  von  x  be- 
zeichnet, gleichbedeutend  ist,  aus  welcher  wieder 

f  (0)  ^  P(ö)  «(Ö)     (moAp) 

hervorgeht,  so  können  P(0)  und  p  nicht  zugleich  durch  p^ 
teilbar  sein.  Ist  andererseits  p'  ein  Primidealfaktor  von  q,  so 
gibt  es  im  Ideale  f  p',  welches  nicht  durch  p  teilbar,  d.  i.  nicht 
in  p  enthalten  ist^  eine  nicht  zu  p  gehörige,  aber  wegen 
f  p'  ^  f  ^  0  in  0  enthaltene  Zahl,  also  von  der  Gestalt  f  (ö); 
da  jetzt  aber  die  Kongruenz  (116)  nicht  statt  hat,  kann  auch 

(117)  nicht  statt  haben,  sondern  Pix),  f(x)  müssen  (mod.  p) 
relativ  prim  sein,  also  eine  Kongruenz  bestehen  ron  der  Form 

P{x)  t(x)  +  \(x)  z{x)  =  l     (mod.  p), 

aus  der,  da  nach  Voraussetzung  f  (ö)  =  0  (mod,  p')  ist,  für 
j;  =.  ö  sich 

p(e)  t(ß)  =  i   (mod.  po 

«rgibt;  ihr  zufolge  kann  P{d)  durch  p'  nicht  teilbar  sein.  Aus 

Bachmann  ,  Zahlenkheorl«.    V.  20 
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diesen  Punkten  aber  ergibt  sich  zweitens  p  als  größter  ge- 
mdnsamer  Teiler  yon  gp  und  qP(0)  oder 

(118)  p-{p,  P(e)}, 

wie  zu  beweisen  war. 

II.  Die  genannten  zwei  Bedingungen  sind  aber 
auch  hinreichend.  In  der  Tat^  sind  sie  erfüUt^  so  ist  P(x) 
eine  Primfanktion  (mod.p)  yon  gleichem  Grade  wie  das  Prim- 
ideal p  und  6  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

^P{x)^0     (mod.  p), 

welche  wegen  der  zweiten  Voraussetzung,  wenn  zunächst 
e  >  1  angenommen  wird,  Yöllig  die  charakteristischen  Eigen- 
schaften der  in  Eap.  6,  Nr  22  mit  q  bezeichneten  Zahl  besitzt,, 
insbesondere  die  Eigensdiaft,  daß  P(ß)  zwar  durch  py  aber 
nicht  mehr  durch  p»  teübar  ist;  demnach  ist  jede  ganze  Zahl 
y  des  Körpers  einer  ganzen,  ganzzahligen  Funktion  von  0,  d.  i. 
einer  Zahl  in  o  (mod.  p')  kongruent.  Diese  Folgerung  be- 
steht aber  auch,  wenn  6  »  1  ist,  da  dann  nach  derselben 
Stelle  für  jede  Zahl  y  in  q  eine  Kongruenz  besteht  Ton  der 

Form: 

y  =  a^  +  a^0  +  Ojd^  +  . . .  +  aj^^O^"  ^    (mod.  p). 

Man  darf  demzufolge,  unter  cd  eine  Zahl  in  0  verstehend,  immer 

(119)  y  =  ©     (mod.  p') 

setzen.    Nun  folgt  für  x  ^  6  aus  (113) 

P(ey  .  77(Ö)  =  0     (mod.  p) 

also  auch  (mod.  q),  und  da  P(9)  wegen  der  Yorausgesetzten 
Gleichung  (118)  relativ  prim  zu  q  ist,  n(0)  teilbar  durch  q,. 
dagegen  nicht  teilbar  durch  p,  da  n(x)  (mod.^)  nicht  durch 
P(x)  teilbar  ist.  Da  wegen  (119)  die  Zahl  y  —  o  durch  p*' 
aufgeht,  so  ist  (y  —  (o)  •  11(0)  durch  p*  •  q,  d.  i.  durch  p  teil- 
bar, sodaß 

y  •  17(6)  =  G)  •  77(0)  +  p  -  y^^ 

gesetzt  werden  darf,  wo  auch  y^  eine  ganze  Zahl  des  Körperä 
bedeutet.  In  dieser  Gleichung  sind  aber  cd,  11(0)  zwei  zur 
Ordnung  o  gehörige  Zahlen,  der  somit  auch  ihr  Produkt  an- 
gehört,  sodaß   die  Gleichung   als   Kongruenz   folgendermaßeü' 
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gescliriebeii  werden  kann: 

y  •  77(0)  =2^  •  ^1     (mod.  o). 

Da  hier  y  eine  beliebige  Zahl  in  g  bedeutet^  erhält  man  ebenso 
der  Reihe  nach  die  anderen  Kongruenzen: 

welche^  weil  o  eine  Ordnung  ist^  mit  der  eu  o  gehörigen  Zahl 

77(0)  multipliziert  werden  können,  woraus  dann  die  folgende 

hervorgeht: 

y  .  77(ö)*  =y,'P*    (mod.  o). 

Hier  möge  unter  s  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von 
p  verstanden  werden ;  welche  im  Index  C  der  Zahl  0  aufgeht, 
sodaß  C  ^  cp*  gesetzt  werden  kann,  wähirend  c  durch  p  nicht 
teilbar  ist.  Wählt  man  k  ^  c  -  11(0)%  so  liefert  die  letzte  Kon- 
gruenz die  Beziehung 

yk^  C '  y^     (mod.  o). 

Nun  bedeutet  aber  der  Index  C  von  0  die  Determinante 
der  n  linearen  Gleichungen,  durch  welche  die  Potenzen 
1,  ö,  fl*,  •  •  •,  0""^  mittels  der  Basiszahlen  von  g  ausdrückbar 
sind;  die  (7- fachen  Basiszahlen,  mithin  allgemeiner  das  (7- fache' 
jeder  Zahl  in  g  werden  also  umgekehrt  durch  jetie  Potenzen 
ausdrückbar,  nämlich  in  0  enthalten  sein.  Die  Kongruenz  lehrt 
also  einfacher,  daß  jedes  Vielfache  von  Je,  oder  daß  das  ge- 
samte Ideal  Qk  in  o  enthalten  ist.  Nach  Kap.  4,  vorletzte 
Nummer  ist  aber  jedes  in  der  Ordnung  o  enthaltene  Ideal  teil- 
bar durch  ihren  Führer  f.  Wäre  letzterer  teilbar  durch  p,  so 
müßte  also  auch  qk  durch  p  teilbar  sein,  während  doch  die 
Zahl  k  selbst  diesen  Primidealteiler  nicht  enthält.  Hieraus 
folgt,  daß  f  nicht  durch  p  teilbar  sein  kann^  w.  z.  b.  w. 

An  den  so  bewiesenen  Satz  schließen  wir  sogleich  den 
anderen  an: 

Für  jedes  gegebene  Primideal  p  gibt  es  stets  eine, 
den  Körper  erzeugende  ganze  Zahl  0  von  der  Be- 
schaffenheit, da%  p  im  Führer  f  ihrer  Ordnung  o  nicht. 

20* 
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aufgeht.  Zum  Beweise  aei  q  eine  Zahl,  wie  sie  im  Kap.  6, 
Nr.  22  nachgewiesen  worden  ist,  für  welche 

P  =  {P,  P(9) ) 

ist.  Femer  sei  g  eine  beliebig  gewählte,  den  Körper  erzeugende 
ganze  Zahl,  F(2;)  =  0  die  irreduktible  Gleichung  der  sie  ge- 
nügt; die  Differente 

(120)  c  (g)  =  F'(5)  =  (g  -  £(^0  (S  -  g<*>)  •••(?-?<"-'>), 

WO  f^^\  ^^\  •  •  •,  J<"~*>  die  zu  t  konjugierten  Zahlen  bezeichnen, 
ist  dann  (Elap.  1,  Nr.  14)  von  Null  yerschieden.  Setzt  man 
nun,  unter  x  eine  beliebige  rationale  ganze  Zahl  yerstehend, 

(121)  e^Q+pxt, 

so  wird  0  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  und  P{0)  =  P(p) 
(mod.  p),  demnach 

p-{p,  p(e)}. 

Die  Funktion  P(x)  bedeutet  aber  eine  Primfunktion  P^  Grades 
(mod.  p)  und  q  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

P(x)  =  0    (mod.^). 

Hieraus  folgt  wegen  (121)  auch  P(d)  =  0  (mod.  p),  und,  wenn 
F(x)  =  0  die  Gleichung  n**^  Grades  ist,  welcher  die  Zahl  0 
des  Körpers  genügt,  so  muß,  da  F(0) » 0,  also  auch  =  0 
(mod.  p)  ist^  F{x)  (mod.  p)  durch  P(x)  teilbar,  also  P(x)  ein 
(mod.  p)  irreduktibler  Faktor  yon  F(x)  sein.  Aus  alle  diesem 
ersieht  man,  daß  es  eine  solche  Zahl  d  gibt,  für  welche  die 
Bedingungen  des  vorigen  Satzes  zutreffen,  und  daß  daher  p  im 
Führer  f  der  dieser  Zahl  entsprechenden  Ordnung  0  nicht  auf- 
geht. Nach  (121)  folgt  nämlich  für  jeden  der  Indizes  i  «=  1, 
2,  •  •  •,  n  —  1 

da  nun  wegen  (120)  keine  der  Differenzen  t  —  ^^  Null  ist, 
weil  es  d{i)  nicht  ist,  so  kann  die  rationale  ganze  Zahl  x 
jedenfaUs  so  gewählt  werden,  daß  auch  keine  der  Differenzen 
6  —  ÖW  verschwindet,  mithin  die  Differente  c  (0)  von  NuU  ver- 
schieden, d.  h.  die  Gleichung  F{x)  »  0  irreduktibel,  6  also  eine 
erzeugende  ganze  Zahl  des  Körpers  wird.  Somit  ist  der 
behauptete  Satz  bewiesen. 
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Es  verdient  bemerkt  zu  werden^  daß^  während  nach  dem, 
was  in  Nr.  10  und  11  festgestellt  ist,  bisweilen  der  Fall  sich 
ereignet,  daß  eine  Primzahl  p  ein  Teiler  der  Indizes  sämt- 
licher Zahlen  der  Gattung  &  ist,  dem  eben  bewiesenen  Satze 
zufolge  es  niemals  geschieht,  daß  ein  Primideal  p  in  sämt- 
lichen, ihnen  entsprechenden  Führern  aufgeht. 

16.  Nach  dieser  Voruntersuchung  knüpfen  wir  an  Ver- 
haltnisse wieder  an,  welche  in  Kap.  1,  Nr.  16  entwickelt  wor- 
den sind. 

Bildeten  a)j,  o,,  •  •  -,  (o^  eine  Basis  des  Körpers,  welche 
hier  stets  als  aus  ganzen  Zahlen  bestehend  gedacht  werde,  so 
hieß  CO]',  CD,',  *  • ',  (o„'  eine  zu  jener  komplemenföre  Basis 
wenn  die  Gleichungen 

n 

(122)  o,  -  yS(a>ta>,)  ■  m,' 

(f  =  l,  8,  .  •.,  n) 

erfüllt  waren.  Ist  nun  a  irgend  ein  (aus  ganzen  Zahlen  be- 
stehender) n-gliedriger  Modulus,  dessen  Basiszahlen  cr^,  a^,  '^cc^ 
also  auch  eine  Basis  des  Körpers  bilden,  so  bestimmen  die 
Elemente  cc^\  a^',  •  •  -,  a^/  der  komplementären  Basis  ebenfalls 
einen  im  Körper  enthaltenen  Modulus,  welcher  von  der  will- 
kürlichen Wahl  der  Basis  des  Modulus  a  unabhängig  ist  und 
der  zu  a  komplementäre  Modulus  heißen  mag.  Daß  in  der 
Tat  die  besondere  Wahl  der  Basis  von  a  ohne  Einfluß  ist, 
ergibt  sich  aus  der  Bemerkung,  daß,  wenn  /S^,  ß^,  •  •  •,  ß„ 
irgend  eine  andere  Basis  des  Modulus  a  also  auch  des  Körpers 
bedeuten,  welche  mit  der  ersteren  durch  n  lineare  Gleichungen 

ßi  =='  Qil^  +  Qi%^  +  •  •     +  Qin^n 

(i=l,  2,  ••.,11) 

mit  der  Determinante  ±  1  verbunden  ist,  nach  den  a.  a.  0. 
abgeleiteten  Sätzen  zwischen  den  komplementären  Basen  die 
Gleichungen 

«/  -=  Qlißi  +  Qiißi   +  •  •  •  +  Qni^n 

bestehen,  welche  lehren,  daß  sie  zwei  Basen  eines  und  des- 
selben Modulus  bilden.   Nennt  man  den  zu  a  komplementären 
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Modnltis  a',  so  leuchtet  aus  der  Tatsache ;  daß  die  Basis 
a^y  a^,'",a^  wieder  die  komplementäre  zur  Basis  a/,a^','"^a^' 
ist^  sogleich  mny  dafi  a  der  zu  a'  komplementäre  Modulus  ist^ 
was  durch  die  Gleichung 

(123)  (aT=a 

ausgedrflckt  werden  soll. 

Hier  gelten  nun  einige  einfach  zu  beweisende  Sätze. 

1)  Sind  a,  6  zwei  n-gliedrige  Moduln  ganzer  Zah- 
len, und  ferner  ai^h,  so  ist  V  ^  a'  und  (b,  a)  =  (a',  hy 
In  der  Tat,  wenn  Oj,  ofg,  •  •  •,  a^;  ß^,  ß^,  •  •  •,  ß^  die  Basen 
der  Moduln  0,  6  resp.  bezeichnen,  so  folgen  aus  der  Annahme 
n  ganzzahlige  Gleichungen 

^i  ^  Qnßi  +  Qiißi  +  •  •  •  +  Qinßny 

(/  =  i,  a,  ...,  n) 
aus  denen  die  folgenden: 

ßi'  -  Qii^l  +  Qu^i  +  •  •  •  +  9ni< 

(.  =  1,  2,  •■  ■,  n) 

hervorgehen,  welche  zeigen,  daß  V  ^  a'.  Da  zudem  die  Deter- 
minante der  ersteren  Gleichungen  nach  Schluß  des  2.  Kapitels 
die  Zahl  (b,  a),  die  ihr  gleiche  Determinante  der  letzteren 
Gleichungen  ebenso  die  Zahl  (a',  b")  bestimmt,  so  sind  auch 
diese  beiden  Anzahlen  einander  gleich. 

2)  Desgleichen    ist   für   zwei   solche   Moduln   a,  b 

stets 

(a  +  by=a'-b'. 

Denn,  da  a,  b  in  a  +  b  enthalten  sind,  so  ist  dem  eben  Be- 
wiesenen zufolge  (a  4"  b)'  sowohl  in  a'  als  auch  in  b'  enthalten, 
folglich  auch  in  a'  -  b';  da  aber  a'  -  b'  sowohl  in  a'  als  in  V 
enthalten  ist,  folgt  mit  Rücksicht  auf  (123)  sowohl  a  als  auch 
b  und  daher  auch  a  +  b  enthalten  in  (p!  —  b')',  woraus  nach 
dem  vorigen  Satze  und  wieder  mit  Rücksicht  auf  (123)  um- 
gekehrt auch  a'  —  V  enthalten  in  (a  +  b)'  sich  ergibt.  Aus 
beiden  Resultaten  folgt  der  Satz. 

3)  Hieraus  geht  (aby  =  —  hervor.     In  der  Tat,  sind 

^n  ^}  ' '  '>  ^n  ^^  Basiszahlen  von  a,  so  ist  der  Modulus  ab 
der  größte  gemeinsame  Teiler  der  Moduln 
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(124)  b^i,  ba„  •  •  -,  b«,; 

durch  einfache  Yerallgemeinerimg  des  vorigen  Satzes  folgt 
hieraus^  daß  (ab)'  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  n  zu 
den  Moduhi  (124)  komplementären  Moduln 

<125)  (b«,)',  (ba,)',  . . .,  (b«J 

ist.  Nun  besteht  nach  (85)  des  ersten  Kapitels  zwischen  den 
Basiszahlen  der  komplementären  Moduln  b,  b'  die  Beziehung 

worin  {i,  k)  gleich  1  oder  0^  jenachdem  i,  k  einander  gleich 
oder  verschieden  sind;  setzt  man  also  «o*  =  fto^,  <»/="  A'c^fS 
so  wird  ebenfalls 

5(0,/«,^  -  (h  *) 

sein,  was  nach  der  angeführten  Stelle  aussagt,  daB  die  Moduln 
mit  den  Basiszahlen  ß^a^  resp.  ßiCc^\  d.  h.  die  Moduln  ba^ 
und  b'a'[^  komplementäre  Moduln  sind.  Hiemach  sind  die 
Moduln  (125)  mit  den  folgenden  identisch: 

deren    kleinstes    gemeinsames    Vielfache   nach   Kap.  4,    Nr.  6 

gleich  —  ist.     Also  ist  wirklich  {ab)'  =  — . 

Insbesondere  folgt  hieraus,  daß  komplementäre 
Moduln  die  gleiche  Ordnung  besitzen.  Denn,  wählt 
man  b  =  a'j  also  b'  «  (o!)'  ==  a,  so  folgt 

(a«')'  - 1, 

wegen  der  Symmetrie  in  bezug  auf  a  und  o!  aber  auch 

mithin  a«  =- (a^. 

17.  Sei  nun  wieder  0  eine  den  Körper  erzeugende  ganze 
Zahl  und 

(126)  F{x)  ^ixf  +  qa;"-^  + h  c,  -  0 

die  irreduktible  Gleichung  n*^  Grades,  durch  welche  sie  be- 
stimmt wird.     Setzt  man 

(127)  ^^>^  =  o,_ia^-*  +  a.-»a^-*  +  ■  ■  ■  +  a,x  +  a^, 
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80  ergeben  sich  nach  Kap.  6^  Nr  4  f&r  die  Koeffizienten  a^ 
nachstehende  Werte: 

welche  samtlich  der  Ordnung  o  angehören,  die  der  Zahl  9 
entspricht^  nnd^  da  die  Determinante  der  yorstehenden  Glei- 
chungen gleich  1  ist,  eine  Basis  derselben  bilden.  Wir  suchen 
zunächst  zu  dieser  Ordnung,  die  ein  Modulus  Ton  der 
im  vorigen  vorausgesetzten  Beschaffenheit  ist,  den 
komplementären  Modulus.  Bemerken  wir  hierzu^  daB  jede 
Zahl  g  des  Körpers  eine  ganze  Punktion  f(d)  vom  n  —  !*•** 
Grade  ist,  daß  also  nach  der  Lagrangeschen  Interpolations- 
formel 

fM      /W_    F{p,)        f(ß^\  J\x)  ,f(ß^'3         ^W 

/W="ir'(e)-a.-ö"^2?''(ö(i)ya;-e<*)"^*''"^JP'(d("- 

ist,  wo  0^^\  O^^f  ...^  ö(««-i)  die  Konjugierten  zu  6  bedeuten^ 
und  daß  dieser  Gleichung  mittels  des  Spurzeichens  S  die  ein- 
fachere Gestalt: 

ne)     F{xy 


gegeben  werden  kann.  Durch  Substitution  des  Ausdrucks  (127) 
geht  sie  in  die  folgende  über: 

aus  dieser  aber  geht  für  x  =^  0  diese  andere: 

hervor,  in  welcher  c  die  Differente  d{0)  —  F\d)  bedeutet. 
Vergleicht  man  diese,  für  jede  Zahl  g  des  Körpers  gefundene 
Beziehung  zwischen  den  Zahlen 

(128)  1,  e,  ö*, ...,  ^-1 
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einerseits  und  den  Zahlen 

(129)  f ,   1-,  . . .,  5.-1 

andererseits  mit  der  Formel  (84)  des  ersten  Kapitels^  so  leuchtet 
aus  den  dort  an  diese  geknüpften  Betrachtungen  ein^  daB  die 
Zahlen  (129)  das  Komplement  zu  den  Zahlen  (128)  bilden, 
oder  daß  der  Modulus 

gleich  0^,  also 

ist.  Da,  wie  zuvor  bemerkt^  die  Elemente  des  links  stehenden 
Modulus  eine  Basis  yon  o  bilden  ^  ist  er  nichts  anderes  als  o, 
und  somit  ergibt  sich 

aus  welcher  Gleichung  durch  Multiplikation  mit  g  in  anbetracht 
der  Beziehung  go  =-  g  (Eap.  4,  (41))  die  folgende: 

(130)  Q-d'QO' 
also  (nach  3)  voriger  Nummer) 

c-Q'  =  (goO' 

sich  findet.     Da  nun  (nach  derselben  Stelle)  (90')'  =  — ,  d.  i. 

gleich  dem  Führer  f  der  Ordnimg  0  gesetzt  werden  darf ,  so 
erhalt  man  nachstehende  wichtige  Gleichung: 

(131)  f  =-  ?  .  9'. 

Andererseits  besteht  zwischen  den  Basiszahlen  y^  von  g 
und  den  Basiszahlen  y^'  des  komplementären  Modulus  g'  die 
Beziehung 

(132)  yi-28iriy,)-7k\ 

woratiB,  da  die  Spuren  S{y(yi)  rationale  ganze  Zahlen  sind, 
folgt,  dafi 

(133)  9  i-  9' 

sowie  (vgl.  Schluß  von  Kap.  2),  daß  die  Determinante  |  S{yiy^)  \, 
d.  i.  die  Chimdzahl  D  des  Körpers  nach  ihrem  Absolutwerte 
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die  Anzahl  (g',  g)  der  Klassen  ist,  in  welche  die  Zahlen  in  g' 
sich  (mod.  g)  verteilen^  in  Zeichen: 

(134)  ±D-(g',  g)»(Dg',Dg). 

Da  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (132)  jedes  Produkt 
Tüy^,  mithin  auch  das  D- fache  jeder  in  g'  enthaltenen  Zahl 
als  eine  Zahl  in  g  sich  ergibt^  so  ist 

D-g'J-g. 

Der  Modulus  D  •  g'  aber  ist  ein  Ideal;  denn^  da  die 
Ordnung  von  g'nach  der  Schlußbemerkung  in  3)  yoriger  Nummer 
gleich  der  Ordnung  von  g^  d.  h.  gleich  g,  also  gg'  =  g'  ist,  muß 

9  .  (Dg')  -  D  .  (98')  -  Dg' 

sein^  was  die  Behauptung  bestätigt  Da  nun  wegen  (133) 
D  •  g  ^  D  •  g';  d.  h.  das  erstere  Ideal  durch  das  zweite  Ideal 
teilbar  ist^  so  kann  gesetzt  werden: 

Dg^Dg'.b, 

wo  auch  b  ein  Ideal  bedeutet. 

Dies  auf  solche  Weise  o*der  durch  die  einfachere 
Gleichung 

(135)  ,  9  =  S'-J> 

definierte  Ideal  ist  von  hervorragender  Bedeutung 
und  soll  deshalb  das  Grundideal  des  Körpers  genannt 
werden.  Mit  der  Grundzahl  desselben  ist  es  durch  die  ein- 
fache Tatsache  yerknüpft^  daß  die  Grundjera^Z  absolut  ge- 
nommen die  Norm  des  Qrxmdideales  ist.  In  der  Tat 
folgt  aus  (134^ 

±D  =  (Dg',  b.DgO, 

woraus  nach  Formel  (111*)  des  6.  Kapitels  die  andere  Gleichung 

±  D  =  (9,  b)  =  iR(b) 
hervorgeht. 

Multipliziert  man  nun  die  Gleichimg  (131)  mit  b,  so  kommt 

mit  Beachtung  der  das  Grundideal  definierenden  Gleichung  (135) 

(136)  b.f  =  gr. 

Diese  Gleichung  lehrt^  daß  das  Grundideal  b  ein 
gemeinsamer^  genauer:  der  größte  gemeinsame  Teiler 
der  Differenten   sämtlicher  Zahlen   d   der  Gattung  ® 
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ist;  denn  hatten  diese  Differenten  einen  noch  größeren  Teiler 
gemeinsam,  so  müßten  die  sämüichen,  den  Ordnungen  der 
Zahlen  0  entsprechenden  Führer  f  noch  durch  ein  gemein- 
sames Primideal  p  teilbar  sein,  während  doch^  wie  letzteres 
auch  gewählt  werde^  nach  Nr.  15  eine  Zahl  6  der  Gattung 
Torhanden  ist^  in  deren  Führer  f  es  nicht  aufgeht. 

18.  Hiernach  ist  die  Kenntnis  des  Grundideals 
und  seiner  Zusammensetzung  aus  Primidealen  von 
eminenter  Wichtigkeit.  Falls  im  Körper  eine  Zahl  0  vor- 
handen ist,  deren  Potenzen  1,  0,0^^  •  •  •,  ö""  *  eine  Basis  von 
g  ausmachen  oder  deren  Ordnung  o  gleich  g  ist,^)  läßt  es  sich 
unmittelbar  aus  6  bestimmen;  denn  alsdann  gibt  die  Gleichung 
(130),  da  auch  o' »  g'  sein  muß 

woraus  in  Verbindung  mit  (135)  die  Gleichung 

b  •  Dg'  -  ga  •  Dg' 
d.  i.  diese  andere: 

b-ga«gr(ö) 

hervorgeht,  durch  welche  das  Grundideal  bestimmt  ist.  In 
jedem  Falle  aber  läßt  sich  seine  Zusammensetzung  durch  fol- 
gende Betrachtung  ermitteln. 

Sei  wieder  p  ein  beliebiges  Primideal  und  0  eine  den 
Körper  erzeugende  ganze  Zahl,  in  deren  Ordnungsführer  f 
das  Primideal  p  nicht  aufgeht.  Dann  läßt  sich  zuvörderst 
zeigen,  daß  der  Exponent  e  in  der  Formel  (113)  mit  dem 
Exponenten  e  in  der  Formel  (112)  identisch  ist.  Denn  da 
nach  der  ersteren  Formel  P(ö)*  •  77(0)  durch  p*  •  q,  der  ge- 
machten Voraussetzung  zufolge  aber,  wie  in  Nr.  15  bemerkt 


1)  Dies  trifft  z.  B.  in  jedem  quadratischen  EOrper  zu;  denn,  setzt 
man  in  Kap.  6,  Nr.  1 

0 2 — , 

80  findet  sich 

4 

WO   — —-  -  —  immer  eine  ganze  Zahl,  6  also  eine  ganze  algebraische 
Zahl  zweiten  Grades  und  g  mit  ihrer  Ordnung  [1,  0]  identisch  ist. 
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worden,  TT  (6)  nicht  durch  p  nnd  P(ö)  nur  durch  die  erste 
Potenz  von  p  teilbar  ist,  so  muß  P(0)'  durch  p'  teilbar  nnd 
£>e  sein.     Weil  andererseits  11  {0)  durch  q  aufgeht^  darf 

gesetzt  werden,  wo  y  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  bedeutet, 
eine  Gleichung,  aus  welcher  durch  Multiplikation  mit  der 
a.  a.  0.  mit  Je  bezeichneten  Zahl  und  bei  Beachtung  des  Um- 
Standes,  daß  jedes  Vielfache  yk  in  der  Ordnung  0  von  d  ent- 
halten, also  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  f(d)  ist,  die 
folgende  entspringt: 

die  ihrerseits  wegen  der  Irreduktibilität  der  Gleichung  F(x)  =  0 
mit  der  andern: 

c  .  P(ic)'/7(ic)'+i  ^p  .  ^(x)  +  F{x)  .  Q{x), 

in  welcher  Q{x)  eine  ganze,  ganzzahlige  Funktion  bezeichnel^ 
gleichbedeutend  ist. 

Aus  dieser  folgt  nun  wieder  wegen  (113) 

c  •  P{xy .  n{xy-^^  =  P(xy  •  n{x)  -  q(x)  (mod. j)), 

was  umgekehrt,  da  c  relativ  prim  gegen  p  und  11  (x)  (mod.|>) 
relativ  prim  zu  P(x)  ist,  6>£  erfordert.  Hiernach  muß 
schließlich 

sein,  wie  behauptet. 

Dadurch  nimmt  die  Formel  (113)  die  Gestalt  an: 

F(x)  =  P{xy  .  n{x)  (mod.i>), 

eine  Kongruenz,  welche  mittels  Differenzierung  zu  der  folgen- 
den führt: 

(137)  F\x)  =  P{xy-^ .  n^{x)  (mod.i>), 

worin 

n^(x)  -  eP\x)n{x)  +  P(x)n\x) 

gedacht  ist. 

Ist  nun  erstens  e  nicht  teilbar  durch  p,  so  ist  n^{x) 
(mod.  ^)  relativ  prim  zu  P{x)y  da  sowohl  P\{x)  als  11  {so)  es 
ist;  demnach  kann  n^{ff)  nicht  durch  p  teilbar  sein;  da  aber 
zufolge  (137)  F'(ö)  =  P(fl)*-i.77i(e)  (mod.^*)   ist,   so   wird 
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in  dieBom  Falle  F'(0),  d.  i.  c  genau  durch  p'"^  teilbar  sein.  — 
Ist  aber  zweitens  e  teilbar  durch  Py  so  geht  II^(x)  (moi,p) 
durch  P(x)  auf,  mithin  ist  n^(e)  ^  0  (mod. }))  und  g  =  t\e) 
geht  sicher  auf  durch  p^j  was  nicht  ausschließt,  daß  es  auch 
noch  durch  eine  höhere  Potenz  von  p  teilbar  ist.  Beachtet 
man  nun  die  Gleichung  (136)  und  daß  f  nach  der  Voraus- 
setzung den  Primidealfaktor  p  nicht  besitzt,  so  findet  sich  der 
folgende  Hauptsatz: 

Ist  p  ein  beliebiges  Primideal  und  p  die  ihm  ent- 
sprechende rationale  Primzahl,  ferner  p*  die  höchste 
Potenz  Ton  p,  die  in  ihr  aufgeht,  so  enthält  das 
Orundideal  b  allemal  die  Potenz  p'"^  und  zwar,  wenn 
e  nicht  teilbar  ist  durch  py  keine  höhere  Potenz,  ent- 
gegengesetzten Falls  aber  mindestens  die  Potenz  p' 
zum  Faktor. 

Aus  diesem  Satze  über  das  Grrundie^^a!  fließt  nun 
aufs  neue  der  in  Nr.  13  hergeleitete  Satz  über  die 
Zusammensetzung  der  GtTxinisfahL  Denn,  da  diese  die 
Norm  Yon  jenem  ist,  so  kann  eine  in  ihr  auftretende  Potenz 
einer  rationalen  Primzahl  p  nur  herrühren  yon  Primidealen 
des  Grundideals,  welche  in  p  aufgehen.     Sei  also  wieder 

P  =  ^**Pä**  •  •  •  PA; 

dem  Hauptsatze  zufolge  gehen  dann,  wenn  keiner  der  Ex- 
ponenten €f  durch  p  teilbar  ist,  in  b  genau  die  Potenzen 

(138)  Pi*'-S^''-S  •••,  PA-' 
aui^  die  für  die  Norm  die  Potenzen 

(139)  |/i('»-l),  y.C-l),    .  .  .,  |>/r(«r-l) 

liefern,  und  somit  geht  in  diesem  Falle  die  Grundzahl  D 
genau  auf  durch 

(140)  p/i(«i-l)  +  /.(«i-l)+   ••+/r(*r-l). 

Ist  aber  mindestens  einer  der  Exponenten  e^  teilbar  durch  p, 
80  geht  Ton  wenigstens  einem  der  Primideale  p^  eine  noch 
höhere  als  die  in  (138)  angegebene  Potenz  in  b  auf,  was  für 
D    eine  höhere  als  die  ihr  entsprechende  Potenz  der  Reihe 

(139)  als  Faktor  lief^ert,  und  demnach  geht  im  gegenwärtigen 
Falle    D    durch    eine    höhere    Potenz    von    p    auf,    als    die 
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Potenz  (140).     Dies   war   aber   genau    der   Inhalt   des  Satzes 
in  Nr.  13. 

Dnrch  den  gefundenen  Hauptsatz  ist  die  Zusammensetzung 
des  Grundideals  bezw.  der  Grundzahl  TöUig  klargestellt  bis 
auf  diejenigen  singulären  Primfaktoren  p,  in  deren  Zerlegung 
in  Primidealpotenzen  sich  durch  p  teilbare  Exponenten  befinden, 
bezüglich  deren  nur  eine  Mindestanzahl  ermittelt  ist,  wie  oft 
sie  gewiß  in  der  Grundzahl  auftreten  müssen.  Da  diese  sin- 
gulären Primzahlen  nach  Nr.  13  nur  solche  sein  können, 
die  in  D  wirklich  aufgehen,  ist  ihre  Anzahl  nur  eine  ganz 
beschrankte,  umsomehr,  da  sie  zugleich  <  n  sein  müssen,  weil, 
wenn  unter  den  Exponenten  e^  einer  durch  p  teilbar  voraus- 
gesetzt  wird,  nach  der  Formel 

n  größer  als  p  wird.  Hensel  ist  es  gelungen,  über  die  höch- 
sten in  D  auftretenden  Potenzen  derselben  noch  näheren  Auf-' 
Schluß  zu  geben;  im  Anhange  dieses  Werkes  kommen  wir 
darauf  zurück.  Hier  sollen  zum  Abschluß  der  vorauf- 
gehenden  Betrachtungen  nur  noch  zwei  Bemerkungen 
über  das  Grundideal  angefügt  werden. 

Bekanntlich  ist  die  aus  den  Konjugierten  von  yi,  yj? '  *  *>  y» 
zusammengesetzte  Determinante 


?!>         7^9  •••;  y 


n 


yA     y,<",     •  •  •,  y«<^> 


y^(„-l)^y^(,-l)^...^y^(-„ 


-VD. 


Nennt  man  I^.  den  Koeffizienten  von  y^  in  der  entwickelten 
Determinante,  sodaß  die  Gleichung  besteht: 

^^y^  +  ^,r,  +  ■■^  +  ^,r„-Vt^, 

SO  erkennt  man,  wie  schon  die  Yergleichung  dieser  Beziehung 
mit  der  für  zwei  komplementäre  Basen  im  Kap.  1,  Nr.  16  her- 
geleiteten Beziehung  (96)  zeigt,  daß  das  zu  y^  komplementäre 

Element  y/  gleich  —L^  ist,  während  F^  als  aus  ganzen  alge* 

braischen  Zahlen  durch  Additionen  und  Multiplikationen  zu^ 
sammengesetzt    ebenfalls    eine    ganze    algebraische    Zahl    sein 
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wird.  Da  hiernach  die  jedenfalls  dem  Körper  angehörigen 
Zahlen  T>yly^  auch  ganze  Zahlen  also  Zahlen  in  g  sein  wer- 
den^  80  schließt  man^  daß  der  Modulus  D  •  g'g'  in  g  enthalten 
ist.     Zugleich  aber  ist 

8D9'9'  =  D9g'.g'=.D9'8' 

mithin  der  Modnlns  Dg'g'  ein  Ideal.  Nennt  man  dasselbe 
h^,  so  findet  sich  aus  (135)  durch  Multiplikation  mit  Dg'  die 

Gleichung 

Dg'  =  b  .  b, 
also 

Dg  =  b*  •  b, 

und  daher  der  Satz:  Die  Grundzahl  ist  stets  teilbar  durch 
das  Quadrat  des  Grundideales.  Durch  Übergang  zu  den 
Normen  findet  man  aus  vorstehender  Gleichung  mit  Rücksicht 
auf  9l(b)  ==  D  die  fernere  Gleichung 

9fi(bJ  =  D«-«. 

Wichtiger  aber  noch  ist  eine  andere  Bemerkung.  Wir 
sind  zwar  durch  die  Dedekindschen  Betrachtungen  mittels 
der  Gleichung  (135)  zum  Grundideale  geführt  worden,  doch 
tritt  dessen  Beziehung  zur  Grundzahl  einigermaßen  überraschend 
auf  und  seine  eigentliche  Bedeutung  aus  der  definierenden 
Gleichung  (135)  noch  nicht  hervor.  Um  sie  klar  zu  legen^ 
denken  wir  uns  zu  den  Basiszahlen  y^,  y^,  •  •  •,  y^  von  g  die 
Konjugierten  und  bilden  aus  ihnen  die  Differenzen 


Yi  -  r/'*-'^  Y,  -  Y2^''-'\  •  •  •,  y„  -  yn<"-'^. 

Sie  sind  sämtlich  ganze  algebraische  Zahlen,  die  aber  im 
allgemeinen  nicht  dem,  der  Betrachtung  zum  Grunde  liegenden 
Körper  ^  angehören;  man  kann  jedoch  stets  einen  Körper  ^' 
bilden,  der  sie  sämtlich  zugleich  mit  dem  Körper  ^  in  sich 
enthält,  z.  B.  den  Bationalitätsbereich,  der  aus  ihnen  und  den 
Basiszahlen  y^  gebildet  ist.  In  diesem  endlichen -Körper  ^'^ 
bildet  die  Gesamtheit  der  Zahlen  von  der  Form 
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worin  tpi,  ip^,  •  •  •;  q>^  irgend  welche  ganze  Zahlen  in  Jt'  sind, 
offenbar  ein  Ideal,  welches  darch  das  Zeichen 

(141)        e(»  -  { y,  -  Y,m,   y,  _  y,(t),  . . .,  y,  -  y.(*» } ' 

ausgedrückt  werde,  und  in  gleicher  Weise  sind  die  entsprechend 
gebildeten  Systeme 


<141) 

Ideale  des  Körpers  Ä'.  Nach  Hilberth)  mögen  die  so  defi- 
nierten Ideale  (141)  die  Elemente  des  Körpers  A  heißen. 
Sie  haben  eine  nahe  Beziehung  zu  seiner  Fundamentalform 

insofern  sie  offenbar  den  Inhalt  der  n  —  1  Formen 

in  denen  Wq^^\  ^o^^f  *  •  •;  W'o^'*"^^  die  Konjugierten  der  Funda- 
mentalform sind,  bedeuten.  Nach  dem  allgemeinen  Satze  über 
den  Inhalt  eines  Produktes  von  Formen  (Nr.  3)  ist  demnach 
das  Produkt  der  Ideale  (141),  welches  selbst  ein  Ideal  in  ^' 
ist,  dem  Inhalte  des  Produktes 

<142)        K  -  Wo«'))  K  -  <*0  •  •  •  K  -  «'o<"  -  % 

d.  i.  demjenigen  der  Differente  d{wQ)  gleich.  Nennen  wir  a^, 
^$f  ' '  '9  ^m  ^^®  Koeffizienten  derselben,   so  wäre  das  Produkt 

(143)  C<i).e(«)...e(«-^-{a.,  a„...,a„}' 
nämlich  die  Gesamtheit  der  Zahlen  Yon  der  Form 

(144)  q>^a^  +  tp^a^  -f  •  •  •  -f  ip^a^. 

Nun  gehören  aber  die  Zahlen  a^,  Oj,  •  •  •,  a^  als  symmetrische 
Funktionen  der  n  —  1  zur  erzeugenden  Zahl  konjugierten 
Zahlen  dem  Körper  £  an;  man  kann  daher  das  Ideal  (143) 
auch  als  ein  aus  denselben  Elementen  a^  gebildetes  Ideal 

{«i;  ^y  "y  «ml 

1)  Hubert,  Bericht  über  die  Theorie  der  algebraischen  ZahlkÖrper, 
im  Jahresbericht  der  Dentschen  Math.  Vereinigung,  4.  Bd.  S.  200. 
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des  Körpers  £  auffassen;  indem  man  die  Koeffizienten  {p^  in 
(144)  auf  ganze  Zahlen  des  in  S.  enthaltenen  Körpers  ft  be- 
schrankt.   Nennt  man  bo  das  in  solcher  Weise  aufgefaßte  Ideal 

• 

so  ist  die  mit  bezug  auf  den  Körper  ^  gebildete  Norm  des- 
selben ^  d.  i.  3t  (Pq)  nach  Nr.  5  mit  der  Norm  der  Differente 
dWQy  d.  i.  mit  der  Diskriminante  der  Fundamentalgleichung  im 
Kronecker  sehen  Sinne  äquivalent.  Da  diese  letztere  aber 
nach  Nr.  7  auch  mit  der  Grundzahl  äquivalent  ist;  hat  man 
zu  schließen;  daß  die  Grundzahl  der  Norm  von  b^  gleich  und 
daß  das  Ideal 

welches  als  Inhalt  von  dw^  ein  gemeinsamer  Teuer  aller  Diffe- 
renten  dOy  also  ein  Teiler  des  Grundideals  ist;  mit  dem  Grund- 
ideale b  identisch  ist.  Somit  gilt  der  Satz:  Das  Grundideal 
ist  der  Inhalt  der  Differente  der  Fundamentalform 
oder  im  Kroneckerschen  Sinne  dieser  Differente  äqui- 
valent. 


Achtes  Kapitel. 
Von  den  Einheiten. 

1.  Unter  sämtlichen  ganzen  Zahlen  eines  Körpers 
ft  =  K(A]  R)  sind  seine  Einheiten  besonders  hervorzuheben; 
tmd  ihre  vollständige  Aufstellung  ist  von  größter  Wichtigkeit; 
u.  a.  für  die  Aufgabe;  die  Anzahl  von  Klassen  äquivalenter 
Ideale  des  Körpers  zu  bestimmen.  Deshalb  wenden  wir  uns 
jetzt  zunächst  dazU;  alle  Einheiten  zu  ermitteln.  Dirichlet 
gebührt  der  Ruhm;  den  ebenso  durch  seine  Einfachheit  wie 
durch  seine  Allgemeinheit  ausgezeichneten  Hauptsatz ;  welcher 
diese  Aufgabe  löst;  zuerst  gegeben  und  auf  verhältnismäßig 
höchst  einfache  Weise  bewiesen  zu  haben. 

In  jedem  Körper  sind  die  beiden  ;;einfachen^^  Einheiten 
±  1  vorhanden;  im  Körper  ersten  GradeS;  d.  i.  im  Bereiche  R 
aller  rationalen  Zahlen  sind  sie  zugleich  die  einzigen  Einheiten. 
Gleiches    gilt   im   allgemeinen   fQr   den   quadratischen   Körper 

Bachmaniii  Zahlentheorle.    V.  21 
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der  aus  yd  gebildeten  Zahlen^  fidle  d  negativ  ist,  denn  wir 
haben  gesehen,  daß  die  Auffindung  aller  Einheiten  eines  qua- 
dratischen Körpers  im  wesenüiohen  übereinkommt  mit  der 
Ermittlung  der  ganzzahligen  Auflösungen  der  Feilschen 
Gleichung 

(1)  x'-dy^^l, 

welche  für  rf  <  0  nur  die  beiden  Lösungen  rc  =  ±  1,  y  =  0 
besitzt  und  so  nur  zu  den  genannten  zwei  Einheiten  führt; 
ausnahmsweise  gibt  es  in  dem  quadratischen  Körper,  wenn 
d  =  —  3  ist,  noch  vier,  wenn  d  =  —  4  ist,  noch  zwei  weitere, 
stets  also  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Einheiten.  Anders, 
wenn  d  positiv  ist.  Für  diesen  Fall  hat  zuerst  Lagrange 
bewiesen  und  Dirichlet  hat  aus  der  ein&chen,  schon  in  Kap.  6^ 
Nr.  8  ausgesprochenen  Wahrheit,  daß,  wenn  mehr  als  m  Zahlen 
in  m  Intervalle  sich  verteilen,  in  wenigstens  eins  dieser  Inter- 
valle mehr  als  eine  der  Zahlen  fallen  muß,  das  gleiche  Re- 
sultat hergeleitet,  daß  die  Gleichung  (1)  eine  von  jener  ein- 
fachen Lösung  ±  1  verschiedene  Auflösung  zuläßt,  woraus 
dann  eine  Einheit  x  •\'  y  Yd  in  dem  quadratischen  Körper 
entsteht,  deren  sämtliche  Potenzen  von  einander  verschieden 
sind,  also  unendlich  viel  Einheiten  des  Körpers  darstellen. 
Eine  weitere  Untersuchung  ließ  sodann  in  einem  solchen  Kör- 
per das  Vorhandensein  einer  fundamentalen  Einheit  erkennen^ 
welche  durch  ihre  positiven  oder  negativen  ganzen  Potenzen, 
mit  ±  1  multipliziert,  sämtliche  im  Körper  vorhandenen  Ein- 
heiten ergibt,  und  so  war  für  ihn  die  oben  gestellte  Aufgabe 
vollständig  gelöst.^) 

Eine  geniale  Erfassung  der  diesen  Betrachtungen  zum 
Grunde  liegenden  Prinzipien  führte  Dirichlet  durch  eine  ein- 
fache Erweiterung  des  Gesichtskreises  zur  Auffindung  seines 
großen,  die  Einheiten  eines  jeden  Körpers  beherrschenden  Ge- 
setzes.')    Drei  Momente  sind   es,  welche   die  hauptsächlichen 

1)  Vgl.  Bachmann,  Elemente  der  Zablentbeorie,  S.  182  ff. 

2)  S.  die  in  Kap.  6,  Nr.  2  zitierten  Arbeiten  von  Dirichlet.  Die 
in  ihnen  nnr  skizzierte  Theorie  der  Einheiten  wurde  zuerst  von  P.  Bach- 
mann,  de  nnitatum  complexarum  theoria,  Inaug.-Diss.,  Berlin  1864,  aus- 
führlich  dargestellt. 
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Stützpunkte  seiner  Herleitung  bilden,  und  deshc^b  von  yom- 
herein  heryorgehoben  werden  sollen.  Zunächst  hpndelt  es 
sich  um  den  Nachweis  einer  Einheit  von  besonderer  Be- 
schaffenheit;  durch  welche  es  ermöglicht  wird,  mehrere  von 
einander  unabhängige  Einheiten  zu  bestimmen;  darauf  wird 
gezeigt,  daß  eine  endliche  Anzahl  unabhängiger  Einheiten 
genügt,  um  durch  ihre  rationalen  Potenzen  alle  Einheiten  aus- 
zudrücken, und  endlich,  daß  unter  den  yerschiedenen  Systemen 
solcher  unabhängigen  Einheiten  ein  fundamentales  gewählt 
werden  kann,  deren  ganze  Potenzen  bereits  das  Gleiche  er- 
geben. 

Indem  wir  dazu  übergehen,  diese  Dirichletsche  Theorie 
mit  einigen,  von  Dedekind  und  Anderen  daran  angebrachten 
Modifikationen  darzustellen,  beschränken  wir  uns  zunächst  auf 
diejenigen  Einheiten,  welche  in  einer  beliebig  gegebenen  ,, Ord- 
nung in  g'^  enthalten  sind.  In  Wahrheit  ist  solche  Be- 
schränkung nur  eine  scheinbare,  denn  im  Gegenteil  erhält  man 
aus  dem  so  für  jede  Ordnung  sich  findenden  Resultate  auch 
den  für  sämtliche  Einheiten  des  Körpers  gütigen  Satz,  da 
die  Gesamtheit  g  aller  ganzen  Zahlen  desselben  nur  eine 
spezielle  Ordnung  ist. 

2.  Sei  also  o  eine  beliebige  „Ordnung  in  g^'  und  o^^ 
^2'  ' ' ';  ^n  ii'gciid  eine  Basis  derselben,  sodaß 

0  -  [©1,  cjj,  •  •  •,  ©J 

gesetzt  werden  kann.    Man  bilde  die  Linearform 

(2)  IV  =  Mj  ©1  4-  Wjög  H h  M„©^, 

aus  welcher  man  sämtliche  Zahlen  der  Ordnung  erhält,  indem 
man  die  Unbestimmten  u,  alle  rationalen  ganzen  Zahlen  an- 
nehmen läßt.  Ist  (o  irgend  eine  Zahl  in  der  Ordnung,  so  sind 
der  Definition  einer  solchen  gemäß  auch  die  Produkte  ©©i, 
©©2,  •  •  -,  ©©„  ebensolche  Zahlen  und  daher  bestehen  n  Glei- 
chungen von  der  Form 

(3)  ©o,  =-  a^i©i  +  a^g©,  H h  a,„fl>« 

(••=1,  s.  ..-,1.) 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  und  einer  von  Null  verschie- 
denen Determinante  derselben,  da  jene  n  Produkte  ebenso  wie 

21* 
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die  n  Basiszahlen  cd^  selbst  rational  unabhängig  sind.  Diese 
Determinante  ist  übrigens,  wie  ans  Kap.  1,  Nr.  8  hervorgeht, 
nichts  anderes  als  die  Norm  JV((d).  Demgemäß  werden  die 
Produkte  N(m)  •  co,.  und  allgemeiner  das  Produkt  N((d)  •  cd', 
wo  o'  irgend  eine  Zahl  der  Ordnung  bezeichnet,  von  der  Qestalt 

mit  ganzzahligen  A^^  d.  h.  von  der  Oestalt  cd  *  co"  sein,  wo  auch 
m'  eine  Zahl  in  o  bedeutet.  So  ergibt  sich,  welche  Zahl  der 
Ordnung  unter  m'  auch  verstanden  wird, 

i\r(co)      , 

als  eine  Zahl  in  0;  da  nim  die  Zahl  ±  1  stets  in  0  enthalten 
ist,  ersieht  man  hieraus  für  den  Fall,  daß  o  eine  Einheit  der 
Ordnung  d.  i.   eine  Zahl  £   in  o,  deren  Norm   gleich  d:  1  ist, 

bedeutet,   daß   auch  stets  dann     -  eine  Zahl   dieser  Ordnung 

ist,  und,  da  ihre  Norm  ebenfalls  gleich  ±  1,  eine  Einheit  der- 
selben. Allgemeiner  folgt  sodann,  daß  jede  positive 
oder  negative  Potenz  einer  Einheit  in  o  wieder  eine 
Einheit  der  Ordnung  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  betrachten  wir  die  Konjugierten  der 
Linearform  (2).  Indem  wir  hier  je  n  einander  konjugierte 
Gh-ößen  durch  Anfttgung  der  oberen  Indizes  (1),  (2),  •  •  •,  (w) 
kennzeichnen  wollen,  schreiben  wir  sie 

(2»)  w^'\  w^^\  ' ' .,  ic;<»). 

um  sie  zu  erhalten,  muß  man  auf  die  Gleichung 

F(x)  -  0 

zurückgehen,  durch  deren  Wurzela  der  der  Betrachtung  zum 
Grunde  liegende  Körper  und  seine  Konjugierten  erzeugt  wer- 
den; diese  Wurzeln  seien 

(4)  e^'>,  e^^\ . . .,  ö^") 

und  unter  ihnen  gebe  es  r  reelle  und  q  Paare  konjugiert  ima- 
ginärer, sodaß 

(5)  r  +  22  =  n; 

wir  setzen  außerdem 
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(6)  r  +  q^8, 

eine  ZaU,  die  sich  als  besonders  wichtig  erweisen  wird.  Da 
wir  von  den  bereits  besprochenen  Fällen  n »  1  und  n  «  2^ 
r  «  0  in  der  Folge  absehen  können^  dürfen  wir  stets  s^2 
Yoraussetzen.  Die  Wurzeln  (4)  mögen  nun  so  geordnet  wei^ 
deU;  daß  zuerst  die  r  reellen  genommen  werden: 

dann  aus  jedem  der  q  Paare  konjugiert  imaginärer  Wurzeln 
nach  Belieben  eine  derselben: 

endlich  die  ihnen  konjugierten  zweiten  Glieder  jedes  Paares: 

so  daß  stets  0<'-+')  und  »('•+«+»)  (f  -  1,  2,  •  • .,  q)  konjugiert 
imaginäre  Werte  repräsentieren.  Da  der  aus  0  erzeugte  Körper 
die  Gesamtheit  der  aus  B  rational  gebildeten  Zahlen  ist^  so 
werden  die  Konjugierten  a}^^\  aß^j  •  •  •,  ©("^  einer  Zahl  co  des- 
selben erhalten^  indem  man  in  cd  die  erzeugende  Wurzel  6 
durch  die  sämtlichen  Wurzeln  (4)  ersetzt.  So  finden  sich  die 
Konjugierten  der  Linearform  w  durch  die  Formel 

(7)  m;(0  «  tijcoi«  +  ttjOgW  H 1-  w«öj/>. 

(••  =  1,2,  ...,«) 

Ist  die  erzeugende  Zahl  6  des  Körpers  reell^  so  werden 
auch  seine  sämtlichen  Zahlen  reell  sein^  dagegen  wird  der 
Körper,  wenn  0  imaginär  ist^  mit  0  zugleich  auch  imaginäre 
Zahlen  enthalten.  Demzufolge  werden  für  t  »  1,  2,  •  •  *,  r  die 
Basiszahlen  g}^%  ©gW  •  •  •,  a},(*>  reelle  Werte  bedeuten,  für  die 
größeren  Werte  des  Index  aber  auch  imaginär  sein  können  in 
der  Weise,  daß  stets  cdj(''+*)  und  (Dj('*+«+*)  konjugiert  imaginäre 
Werte  bedeuten.     Setzt  man  daher 

f^  «  «;(0  für  i  =  1,  2,  .  .  .,  r 


(8) 


für  i  =  1,  2,  . . .,  g 
so  werden  die  Ausdrücke 
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(8») 


fl  «  «1©/*^  +  «gOg^^^  +  •  •  •  +  ^n^n^^ 


Tr  +  l 


==  W, 


(/•+!) +G>(''  +  «  +  l> 


^^ +...+^ 


CD 


(r  +  1) 


» 


+  ••!. 


(r  +  J  +  l) 


1/2 


n  Linearformen  mit  reellen  Koeffizienten  sein.  Die  Determi- 
nante ^  dieser  n  Formen  ist  nach  ilirem  absoluten  Werte 
gleich  der  Determinante 


co^^),  •  •  •  • 

<+i), 

c,(r  +  l)     .  . 

.  .  .      r.i('*  +  l) 

lUk            j 

•,    Co), 

•             «              *             1 

1               •               •               • 

d.  h.  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  ^(o) 
der  Ordnung;  sie  kann  positiy  gedacht  werden,  da  man  eren- 
tuell  die  Basiszahl  Oj^^  nebst  ihren  Konjugiei'ten  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  wählen  darf. 

Werden  jetzt  den  Unbestimmten  u^  irgend  welche  rational 
ganzzahlige  Werte  a^  beigelegt,  so  gehen  die  Linearformen  tc^*^ 
in  ein  System  konjugierter  Zahlen  über,  deren  eine  der  Ord- 
nung 0  angehört.  Wir  woUen  die  gedachten  Zahlen  a^  aber 
absolut  nicht  größer  als  h  annehmen,  wo  k  eine  später  ge- 
nauer anzugebende  positive  ganze  Zahl  bezeichne.  Dann  wird 
offenbar  allgemein  för  den  entsprechenden  Absolutwert  von  f^ 
die  Ungleichheit  bestehen  -■-  -^  -     ' 

wo  Slfj'*'^  den  absoluten  Betrag   des   Koeffizienten   von   Uj^   im 
Ausdrucke  von  f,.  bedeutet,  eine  Größe,  die"  "födf glich  von   den 
Basiszahlen  der  Ordnung,  nicht  aber  von  der  Wahl  der  Zahl 
k  abhängig  ist.     Nennt  man  mithin  Sl  den  größten  Wert  der. 
den  verschiedenen  i  entsprechenden  Summen 
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a^w  +  a,«  +  '•••  +  Äj*^ 

so  ist  auch  Sl  eine  nur  Yon  der  Ordnung  0  bestimmte  Eon- 
staute,  und  für  jeden  Index  »'  ==  1,  2,  3,  •  •  •,  n  ist 

(9)  |f,|^*.Ä 

d.  h.  der  reelle  Wert  f,.  selbst  zwischen  den  Ghrenzen  —  TcSl 
und  +  ^a  enthalten. 

Nun  denke  man  sich  die  n  Fimktionswerte  f^.  beliebig  in 
zwei  Gruppen  A^  B  y erteilt ^  jedoch  mit  der  Beschränkung, 
daß  in  jeder  Gruppe  sich  wenigstens  einer  von  ihnen  und  je 
zwei  zusammengehörige  Werte  f^^.^,  fr+9+<  ^^^^  ^^^  ^  ^^^'' 
selben  Gruppe  finden  sollen;  die  Anzahl  der  in  der  Gruppe  Ä 
befindlichen  Funktionswerte  heiße  6,  sodaß  n  —  <f  der  anderen 
Ghuppe  B  anheimfallen.  Richten  wir  unsere  Aufmerksam- 
keit zunächst  auf  die  6  Werte  der  ersten  Gruppe.  Da 
»  >  (J  >  0  und  Ä  >  0  ist,  sieht  man  leicht  ein,  daß 

n  n 

(k  +  ly'  —jc^  >  1, 

mithin  zwischen  dem  Minuendus  und  dem  Subtrahendus  min- 
destens eine  positive  ganze  Zahl  m  enthalten  ist,  für  welche 
daher  die  Ungleichheiten 

(10)  (Ä  4-1)"  >  w^  >  Ä;» 
erfüllt  sind.     Setzt  man  dann 

(11)  rf=-— , 
80  ergibt  sich 

(^^)  rf<2a.ifc*~^. 

Mittels  dieser  Zahl  d  läßt  sich  das  Intervall  von  —  kH  bis 
+  IcSl  in  m  Teilintervalle  von  der  gleichen  Ghröße  d  und  mit 
den  bezüglichen  Grenzen 

(13)     —  kSl,  —kSl  +  d]  —  kSl  +  d,  —  kH  +  2d;    •  •  •; 

—  ka  +  (m  —  l)df,  —k£l  +  md  =  k£l 

zerlegen,  denen  man  nach  Belieben  die  oberen  Grenzen  zu- 
rechnen möge  oder  nicht.  Wie  man  nim  auch  die  ganzzahligen 
Werte  der  Unbestimmten  m,.  in  der  Reihe  0, 1,  2,  •  •  •,  fc  wähle, 
was   auf   (k  +  ly  verschiedene   Weisen   geschehen   kann,   so 
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werden  doch  die  6  dieser  Wahl  zugehörigen  Fnnktionswerte  f^ 
der  Gruppe  A  sich  auf  die  m  Intervalle  (13)  verteilen  und, 
da  jeder  von  ihnen  in  jedes  der  m  Teilintervalle  fallen  kann, 
ist  die  Anzahl  der  möglichen  Verteilungen  gleich  m^  also 
kleiner  als  die  Anzahl  der  möglichen  Wahlen  für  die  Un- 
bestimmten, woraus  zu  schließen,  daß  für  zwei  verschiedene 
Wertsysteme  dieser  unbestimmten  aus-  der  Reihe  0, 1,  2,  •  •  •,  ik 
die  Verteilung  der  6  zugehörigen  Funktionswerte  in  jene  Teil- 
intervalle die  gleiche  ist.  Findet  dies  statt  für  die  beiden 
Wertsysteme  u^  —  a/  und  w^ «  a/'  der  Unbestimmten,  denen 
die  Funktionswerte  f/  bezw.  f/^  entsprechen  mögen,  so  gehören 

dem  Wertsysteme 

w,.  =»  a^  —  a/ 

der  Unbestimmten,  welche  dann  sämtlich  numerisch  nicht 
größer  als  h  sind,  die  Funktionswerte 

(14)  f, = f/  -  r 

(f  =  1,  2,  ...,n) 

zu,  von  welchen  die  zur  Gruppe  A  gehörigen,  da  ftlr  sie  f/,  f/' 
je  in  die  gleichen  Intervalle  von  der  Größe  d  fallen,  numerisch 
kleiner  als  d  sein  müssen.  Nun  ist  w^'^  =  f,.,  wenn  %  der  Reihe 
1,  2,  •  •  •,  r  angehört,  femer  ist  wegen  (8) 


und  daher  sind  die  absoluten  Beträge  der  Größen  tiK*"*-*),  tt^''+«+') 
gleich  der  Quadratwurzel  aus 

jr+i+Jr  +  j+i. 
2  ' 

und  somit  besteht  für  diejenigen  der  Funktionswerte  w^\  welche 
der  Gruppe  A  entsprechen,  durchweg  die  Ungleichheit 

(15)  I  «;(0  ;  <  rf, 

während  für  die  übrigen  nach  Formel  (9)  sich 

(15»)  !  ^(^')  I  ^  *ß 

ergibt.  Da  nun,  wie  bemerkt,  die,  ganzzahligen  Werten  der 
Unbestimmten  u^  entsprechenden  Werte  w^^  die  Konjugierten 
einer  zur  Ordnung  o  gehörigen  Zahl  darstellen,  ihr  Produkt 
also  der  Norm  der  letzteren  gleich  ist,  so  erschließt  man  aus 
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dem  Gesagten  die  Existenz  einer  ZaU  c?  in  der  Ordnung^  fQr 
welche  das  Produkt  P  der  Konjugierten  g>^%  welche  der 
Gruppe  A  entsprechen,  kleiner  als  d°,  das  Produkt  Q  der  der 
Ginippe  B  entsprechenden  nicht  größer  als  (kHy"'',  und  für 
welche  folglich  die  Norm 

N{(o)  num.  <  d^  •  (Äß)"-^ 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (12) 

(16)  N(g})  num.  <  (2Ä)« 

ist.    Da  aber  diese  Norm  oder  das  Produkt  PQ  stets  ^  1  ist^ 

ergibt  sich  femer  dem  absoluten  Betrage  nach  0^  p,  d.i.  >  rf~*'; 

andererseits  ist,  wenn  unter  den  Konjugierten  caf^  eine  der 
Gruppe  B  zugehörige  Zahl  ist,  das  Produkt  der  übrigen 
n  —  6  —  1  Paktoren  von  Q  absolut  nicht  größer  als  (ää)**"^"^, 
folglich    . 

.(0    ^     « 


CJV 


> 


(ÄÄ) 


n-a-iy 


woraus   durch  Verbindung   mit  der   letzten  Ungleichheit   und 
mit  Bücksicht  auf  (12)  die  folgende  hervorgeht: 

(17)  I  (0«  1  > 


k 

(20) 


n-l" 


Endlich  kann,  da  n  >  <;  ist,  die  bisher  unbestimmt  ge- 
bliebene ganze  Zahl  k  wegen  (12)  offenbar  so  groß  gewählt 

werden,  daß  d  kleiner  als  ein  beliebig  kleiner  gegebener  Wert  a 

k 
wird,  zugleich  aber  /ö^«_i  größer  als  ein  beliebig  großer  Wert  6. 

Und  so  haben  wir  —  alles  in  allem  —  zunächst  folgendes 
festgestellt: 

In  der  Ordnung  o  gibt  es  eine  Zahl  cd,  für  welche 
die  der  Gruppe  Ä  entsprechenden  Konjugierten  o^'^ 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  a,  die  der 
Gruppe  B  entsprechenden  Konjugierten  größer  als  b 
sind,  während  zugleich  für  ihre  Norm  die  Ungleich- 
heit (16)  erfüllt  ist. 

3.  Geht  man  nun  aus  von  einer  Zahl  a  in  der  Ordnung, 
deren  Norm  numerisch  kleiner  ist  als  (2Siy,  wie  eine  solche 
nach  dem   eben  Bewiesenen  in  0  sicherlich  vorhanden  ist,  so 
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gibt  es  weiter  eine  Zahl  ß  in  der  Ordnung,  für  deren  Norm 
das  Gleiche  gilt^  während  zugleich  die  Konjugierten  ßf^^^  welche 
der  Gruppe  A  entsprechen,  absolut  kleiner  sind  als  der  kleinste, 
die  der  Gruppe  B  entsprechenden  absolut  größer  als  der  größte 
Absolutwert  der  Eonjugiert-en  von  a.  Desgleichen  gibt  es  in  o 
«ine  Zahl  y^  deren  Norm  wieder  kleiner  als  (2SIY  ist,  und 
deren  zu  A  gehörige  Konjugierten  absolut  kleiner,  die  zu  B 
gehörigen  absolut  größer  sind,  als  der  kleinste  resp.  größte 
Absolutwert  der  Konjugierten  von  j3;  usw.  So  entsteht  eine 
unbegrenzte  Reihe  ersichtlich  yerscbiedener  Zahlen  cc,  ß,  y^  -  •  - 
in  0,  deren  Normen  sämtlich  numerisch  kleiner  sind  als  (2i2)". 
Jede  Norm  aber  ist  eine  rationale  ganze  Zahl  und  zwischen 
±  (2SIY  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Zahlen  vorhanden, 
also  müssen  unendlich  viele  jener  Zahlen  ein-  und  dieselbe 
Norm  N  haben.  Da  diese  letzteren  Zahlen  jedoch  sämtlich 
von  der  Form  (2)  sind  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  u^, 
welche  nur  N  (mod.  N)  verschiedene  Reste  lassen  und  somit 
nur  N**  Restkombinationen  (mod.  N)  für  die  Koeffizienten  u^ 
verstatten,  so  muß  es  unter  den  gedachten  Zahlen  mindestens 
zwei  geben,  wir  nennen  die  frühere  derselben  X,  die  spätere  ^, 
welche  die  gleiche  Restkombination  geben,  in  deren  Differenz 
also  die  Koeffizienten  durch  N  teilbar  sind.  Diese  Differenz 
A  —  fi  selbst  ist  mithin  eine  durch  N  teilbare  Zahl  der 
Ordnung  o: 

(18)  X-ii^No), 

wo.  auch   CD   eine  Zahl  in   o.     Aus  dem  im  Eingange  voriger 

Nummer  Bemerkten  folgt  daher,   daß  die  Zahl  — —  •  o  und, 

da  die  Eins  stets  eine  Zahl  der  Ordnung  ist,  auch  die  fol- 
gende Zahl: 

d.  i.  wegen  (18)  die  Zahl  —  in  der  Ordnung  enthalten  und 
zwar,  da  -N'f— j  =  1   ist,  eine  Einheit  in  0  ist.     Setzt  man 

demgemäß  -  =  f ,  mithin  allgemein  X^^  =  fi^*^  •  e^%  so  folgt  aus 
der  Bildung   der  Zahlen  X,  (i,   daß   für   diejenigen  Indices  i, 
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welche  der  Gruppe  A  entsprechen,  |  ^^  \  >  1,  dagegen  för  die- 
jenigen; welche  der  Gruppe  B  entsprechen,  |  s^^  \  <  1  ist.  Man 
gewinnt  demnach  folgenden  Satz: 

In  der  Ordnung  o  gibt  es  eine  Einheit  e  mit  posi- 
tiver Norm  von  der  Art,  daß  die  absoluten  Beträge 
ihrer  zur  Gruppe  Ä  gehörigen  Konjugierten  größer, 
diejenigen  ihrer  zur  Gruppe  B  gehörigen  Konjugierten 
kleiner  als  Eins  sind. 

Hier  führen  wir  eine  Bezeichnung  ein,  von  der  wir  mehr- 
fachen Gebrauch  machen  werden.     Wir  setzen 

^     ^  K^i--c,^,^i--2    für    i«l,  2,  ■..,«, 

sodaß 

(20)  c,+(^  +  '--  +  c,^n 

ist,  und  verstehen  femer,  wenn  a  irgend  eine  Zahl  des  Körpers 
uud  a^^  die  zu  a  Konjugierten  bedeutet,  unter  dem  Zeichen 
li(cc)  den  reellen  Bestandteil  von  c^  log  a^'^;  diese  Ausdrücke 
l^(a)  sollen  hinfort  kurz  die  Logarithmen  zu  a  genannt 
werden.     Daraus  geht  offenbar  die  Beziehung 

(21)  l,(a)  +  Z,(«)  +  . . .  +  l,{a)  «  log  |  N{a)  \ 

hervor,  welche  für  den  Fall,  daß  a  eine  Einheit  £  ist,  die  be- 
sondere Gestalt: 

(22)  ?^(,)  +  z^(,)  +  ...  +  z^(,)„0 

annimmt.  Ist  auch  ß  eine  Zahl  des  Körpers,  so  folgt  zudem 
aus  der  Definition  des  Zeichens  l^(a)  die  Formel  .  ;^  , 

(23)  hiaß)  =  hia)+Mß).  Vc./"'^ 

Da  nun  der  absolute  Betrag  von  a^'*)  gleich  e  ^<  gefunden' 
wird,  so  gestattet  der  obige  Satz  folgenden  neuen  Ausdruck: 
In  der  Ordnung  o  gibt  es  eine  Einheit  s  mit  positiver 
Norm  von  der  Beschaffenheit,  daß  die  zu  ihr  ge- 
hörigen Logarithmen  l^(€)  positiv  oder  negativ  sind, 
jenachdem  der  Index  i  der  Gruppe  Ä  oder  der  Gruppe  B 
entspricht. 

4.  Aus  diesem '  Satze,  welcher  das  erste  Hauptmoment 
in  der  Dirichletschen  Theorie  bildet,  fließt  nun  sogleich 
weiter  der  folgende  Satz: 
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Es  gibt  in  der  Ordnung  o  eine  Anzahl  von  s—1 
Einheiten  e^,  e^,  •  •  •,  a^_^  mit  positiver  Norm  von  der 
Beschaffenheit,  daß  die  Determinante 


l 


(24) 


L^ 


11  > 


l 


217 


12; 


22? 


;  ^i,#-i 

'}    ^2,«-l 


*«-l,ll    h-i,99 


"  •,    ^,_1,,-1 


in  welcher  zur  Abkürzung  Z^^^^XO  gesetzt  ist,  einen 
positiven  Wert  hat.  Das  System  S  solcher  5  —  1  Einheiten 
soll  ein  System  unabhängiger  Einheiten  heißen.  — 
Dieser  Satz  ist  einleuchtend,  wenn  5  »  2  ist,  da  alsdann 


i-Z 


11 


i,(0 


ist  und,  wenn  wir  der  Gruppe  Ä  nur  den  ersten  der  Funktions- 
werte bezw.  ihr  erstes  konjugiertes  Paar,  die  übrigen  der 
Gruppe  B  zurechnen,  nach  dem  vorausgehenden  Satze  die 
Existenz  einer  Einheit  e^  mit  positiver  Norm  feststeht,  für 
welche  l^  (f^)  >  0  ist.  Nehmen  wir  also  5  >  2  an  und  setzen^ 
indem  wir  unter  m  irgend  eine  Zahl  zwischen  1  und  s  ver- 
stehen, voraus,  daß  man  bereits  m  —  1  Einheiten  ^i,  «s,  •  •  >  f^-i 
mit  positiver  Norm  gefunden,  für  welche  die  Determinante 


L« 


^11?  hi7  *  •  '}  h,m- 

hl}  hif  '}  \m- 


C-1,U  ^m-1,27  '  ■  ';  ^m-l,m-l 


positiv  ist.  Dann  ergibt  sich  aus  demselben  Satze  die  Existenz 
noch  einer  Einheit  e^  mit  positiver  Norm,  für  welche  auch 
die  folgende  Determinante: 


L'« 


^117  ^127  •    •  •;   ^I,m-17  ^1, 

h\7  hiy  '  '  'y  \m-U         h, 


m 


m 


^m-1,1}  ^m-1,2;  *  *  ';  ^m-l,m-l7  ^m-1, 


m 


positiv  ausfällt.   In  der  Tat,  entwickelt  man  diese  Determinante 
nach  den  Elementen  der  letzten  Kolonne,  so  wird 
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und  zugleich  A^  »  L',  nach  der  Voraussetzung  also  positiv  sein. 
Teilt  man  aber  der  Gruppe  Ä  diejenigen  Indizes  i  aus  der  Reihe 
1,  2,  •  •  •,  m  zu,  fttr  welche  -^<  >  0  ist,  nebst  den  ihnen  etwa 
konjugierten  Indizes  q  +  i,  welcher  Gruppe  dann  mindestens 
ein  Index,  nämlich  i  =  m  zugehören  wird,  der  Gruppe  B  alle 
übrigen  Indizes  der  gesamten  Reihe  1,  2,  •  •  •,  w,  welcher 
Ghiippe  dann,  da  n  ^  5  >  m  ist,  ebenfalls  ein  Index  i,  nämlich 
i  =  n  zugehört,  so  leuchtet  aus  dem  obigen  Satze  die  Existenz 
einer  Einheit  s^  mit  positiver  Norm  ein,  für  welche  in  (25) 
die  Multiplikatoren  derjenigen  Ji^,  welche  positiv  sind,  gleich- 
falls positiv,  die  der  übrigen  negativ  sind,  und  demnach  der 
ganze  Ausdruck  i"  positiv  sein  wird,  w.  z,  b.  w.  Nun  gibt 
es  zunächst  uach  dem  für  den  Fall  s  —  2  Bemerkten  eine 
Einheit  s^  mit  positiver  Norm,  für  welche 


l 


11 


positiv  ist;  dem  Bewiesenen  zufolge  ist  also  auch  eine  Einheit  €2 
mit  positiver  Norm  vorhanden,  für  welche  die  Determinante 

^11?  ^2 

positiv  ausfällt,  daher  wieder  eine  Einheit  £3  mit  positiver 
Norm,  welche  die  Determinante 

^817  ^82;  ^88 

positiv  macht  usw.  Da  man  aber  in  dieser  Richtung  fort- 
gehen  kann  bis  zur  größten  Zahl  991  <  5,  d.  i.  bis  m  »  5  —  1, 
so  ist  der  ausgesprochene  zweite  Hauptsatz  erwiesen. 

5.  Eine  andere  Herleitung  dieses  Satzes  gab  Minkowski 
in  einer  kleinen  Note  (Göttinger  Nachrichten,  1900,  p.  90). 
Sie  stützt  sich  auf  einen  bemerkenswerten  Determinantensatz, 
der  folgendermaßen  lautet: 

Sind  in  einer  Determinante 


a. 


a 


(»,  *  =  1,  2,  •  •  •,  m) 

mit    reellen    Elementen    alle    Glieder    außerhalb 
Hauptdiagonale  negativ,  dagegen  die  Summe 


der 
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(26)  «A  «  ö*l  +  «AS  +  •  •  •  +  «Am 

(A  =  1,  2,  .  ..,  m) 

der  Glieder  in  jeder  Horizontalreihe  positiv,  so  ist 
der  Wert  der  Determinante  gleichfalls  positiv.  Der 
Satz  setzt  eigentlich  m  >  1  yoraos,  da  sonst  kein  Glied  außer- 
halb der  Diagonale  vorhanden  ist,  doch  ist  für  m  »  1  die 
Determinante  mit  ihrem  einzigen  Elemente  a^^  identisch,  also 
zugleich  auch  positiv.     Ist  dagegen  m  =  2,  also 

«1  ==  «11  +  «12>      «t  ==  «21  +  «28 

positiv,  so  folgt 

I  «a  i  "^  «22*1  ""  «12*2  > 

mithin  den  Voraussetzungen  zufolge  positiv.  Hieraus  ergibt, 
sich  der  allgemeine  Satz  durch  vollständige  Induktion.  Nimmt 
man  ihn  nämlich  als  bewiesen  an  für  alle  Determinanten 
geringeren  Grades  als  m,  und  setzt  in  der  Determinante  |  a^|^  \ 
für  ttf^j^  die  Summe  Sj^  +  aj^^,  so  ist  offenbar  a^^^^  positiv  und 
die  Summe 
(27)  a,i  +  -  . .  +  «4^  +  . . .  +  a^^  =  0, 

(A  =  1,  2,  ■  •  .,  m) 

woraus  folgt,  daß  auch  die  Determinante 

!  «lU     «12;     •  •  •;   «Im 


ist. 


«21 ; 

«22;      •  •  •>    «2  m 

=  0 

Entwickelt  m 

«ml 

tan  ( 

y    «m2;    •  ■  'f    ^mm 

laher  die  Determ 

*l  +  «^ii;  «12?   •  • 

«21?    *2  +  «22?    •  • 

linante 

•?    «Im 
•?    «2m 

«ml?    «m2?    •  •  •?    * 

m     '     *^m  n 

nach  den  Größen  s^,  so  verschwindet  das  von  diesen  Größen 
freie  Glied,  das  Glied  mit  s^s^ '  *  '  *m  ^^^  ^^^  Koeffizienten  1, 
jedes  andere  aber  einen  positiven  Koeffizienten,  da  z.  B.  der 
Koeffizient  von  s^s^  die  Determinante 

!   «88»      «S4#      •  •  •?    «8m    ' 
«48?      ««?      •  •  "1    «4m 


«m8>    «m4? 


?       m  m  I 
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ist;  in  welcher  alle  Elemente  außerhalb  der  Diagonale  negativ 
sind;  und  wegen  (27)  die  Summe  aller  Glieder  einer  Reihe- 
sicher positiv  ist;  nach  der  Voraussetzung  ist  also  auch  der 
Wert  dieser  Determinante  positiv.  Somit  sind  sämtliche  Glieder 
der  Entwicklung  und  mit  ihnen  die  Determinante  |  a,-;^  I  s^bst 
positiv,  w.  z.  b.  w. 

Nun  gibt  es  nach  Nr.  3  in  der  Ordnung  o  eine  Einheit  € 
mit  positiver  Norm  von  der  Beschafifenheit;  daß  unter  den 
Logarithmen 

h(^),  ^w,  •  •  •,  h-ii.^),  hi.^) 

nach  Belieben  ein  bestimmter  positiv ,  alle  übrigen  negativ 
sind.  Demnach  lassen  sich  m  =  s  —  1  Einheiten  «i,  fj;  •  •  ^  f^ 
mit  positiver  Norm  so  bestimmen,  daß  allgemein  für  die  Ein- 
heit £,  von  den  zugehörigen  Logarithmen  der  Logarithmus 
hi^i)  ^  ^y  ^^^  übrigen  negativ  sind,  sodaß  wegen  der  für  jede- 
Einheit  €^  stattfindenden  Beziehung 

hi^i)  +  k(^t)  +  ■■■  +  l.i^i)  =  0 

jedenfalls 

hi^i)  +  h(^,)  +  • '  ■  +  Li^i)  >  0 
ist.      Mittels    des    Hilfssatzes   erschließt   man   aus   diesen   Be- 
Stimmungen  sogleich  das  Bestehen  der  Ungleichheit 

h(h)>    h(h)y    '  '  -y  L(0 


h{h)y    h{h)y    •••;  C(^«) 


>o, 


welche  lehrt,  daß  die  zuvor  charakterisierten  Einheiten  £^,  s^j  -  *;  ^^ 
ein  System  von  m  ^  s  —  1  unabhängigen  Einheiten  der  Ord- 
nung 0  darstellen. 

Man  bemerke,  daß,  während  die  in  der  vorigen  Nummer 
gegebene  Dirichletsche  Methode  zur  Bestimmung  eines  sol- 
chen Systems  die  Bildung  gewisser  Determinanten  verlangt, 
die  sich  aus  den  successive  schon  ermittelten  Einheiten  zu- 
sammensetzen, hier  die  Ermittlung  der  einzelnen  Einheiten 
nach  Nr.  3  ganz  direkt  und  unabhängig  voneinander  geschieht. 

6.  Wir  haben  bisher  die  Dirichletsche  Theorie  im  wesent- 
lichen in  der  Darstellung  vorgetragen,  die  Dedekind  ihr  ge- 
geben hat.    Bevor  wir  aber  ihre  Entwicklung  zu  Ende  führen 
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halten  wir  bei  der  großen  Bedeutung^  die  ihr  zukommt,  es  für 
geboten ;  sie  nach  Minkowski's  Vorgänge  auf  eine  noch 
breitere  Grandlage  zn  stellen.  Diese  Grundlage  bildet  der 
folgende  elegante  und  durch  seine  Allgemeinheit  ausgezeich- 
nete Satz: 
Sind 

(28)  F^  ==  r^iWi  +  r^jMj  +  •  •  •  +  r^^xi^ 

(/  =  1,  2,  .  •  •,  «) 

n  homogene  lineare  Funktionen  der  n  Unbestimmten 
u^  mit  beliebigen  reellen  Koeffizienten^  deren  Deter- 
minante \r^^\  gleich  1  isty  so  können  den  Unbestimmten 
solche  ganzzahlige^  nicht  durchweg  verschwindende 
Werte  beigelegt  werden^  daß  die  sämtlichen  Funk- 
tionen absolut  ^  1  werden. 

Im  Wesen  mit  diesem  Satze  identisch^  doch  allgemeiner 
in  der  Ausdrucksweise  ist  offenbar  der  andere  Satz:  Ist  zi 
die  (positiv  vorausgesetzte)  Determinante  der  Funk- 
tionen (28)  und  bedeuten  Äj,  A^,  •  •  •,  A„  beliebige  posi- 
tive Konstanten^  deren  Produkt  gleich  ^^  ist;  so  können 
den  Unbestimmten  solche  nicht  sämtlich  verschwin- 
dende ganzzahlige  Werte  erteilt  werden^  daß  für  die 
Funktionen  (28)  die  n  Ungleichheiten 

(i  =  1,  a, .    .,  n) 

erfüllt  sind.  Dividiert  man  nämlich  in  der  jetzigen  Voraus- 
setzung die  Formen  (28)  bezw.  durch  Ic^,  so  erhält  man  in  den 

Formen  -j^  n  Funktionen  von  der  Art  des  ersten  Satzes,  für 

F- 
welche  also  dann  der  Absolutwert  von   ,'  gleich  oder  kleiner 

als  1  gemacht  werden  kann. 

Minkowski  hat  (s.  Geometrie  der  Zahlen^  Kap.  4)  diesen 
fundamentalen  Satz  aus  allgemeinen  ^^zahlengeometrischen^^ 
Grundsätzen  gewonnen  ^  auf  die  hier  einzugehen  nicht  der  Ort 
ist.    Aber  Hurwitz^)  ist  es  gelungen,  ihn  direkt  zu  beweisen, 

1)  Hurwitz,  über  lineare  Formen  mit  ganzzahligen  Variablen, 
Götting.  Nachr.  1897. 
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indem  er  —  beachtenswerter  Weise  —  ihn  genau  demselben 
einfachen  Prinzip  entnimmt^  dem  anch  die  Dirichletsche 
Theorie  entsprungen  ist.  Wir  geben  dieser  Herleitung  durch 
flurwitz  hier  Raum. 

Fasson   wir   die   n  Unbestimmten   u^  als  die  Basis  eines 
n-gliedrigen  Modulus 

auf  und  setzen,  indem  wir  zunächst  die  r^j^  ganzzahlig  voraus- 
setzen 

(29)  Vi  »  Ti.Ui  +  r^^u^  +  •'-  +  r^iU^, 

so  ist  der  Modulus 

in   m   enthalten   und   nach   Kap.  2,  Nr.  6   ist   die   Anzahl   der 

Klassen  y  in  welche  die  Zahlen  Yon  tn  sich  in  bezug  auf  den 

Modulus  n  verteilen,  nämlich  (m,  n),  gleich  dem  Absolutwerte 

der  Determinante   der  Gleichungen  (29)   für  i  =  1,  2,  •  •  •,  n, 

•d.  h.  gleich  ^.     Ist  nun  h  die  größte  ganze  Zahl  unterhalb 

yz/,  sodaß 

/t"  ^  ^  <  (Ä;  +  1)" 

ist,  und  legt  man  in  der  Form 

Ci^i  +  CjWj  H +  C^u^ 

den  Koeffizienten  C^  alle  ganzzahligen  Werte  0,  1,  2,  •  •  •,  k 
bei,  so  erhält  man  {k  +  1)**  Zahlen  des  Modulus  m,  die,  weil 
(k  +  1)"  >  ^  ist,  nicht  sämtlich  inkongruent  sein  können 
(mod.  n);  demnach  müssen  zwei  von  ihnen, 

c/i*i  +  c/w,  +  • . .  +  c;m„   c^'u,  +  c^\  +  •  •  •  +  c;'m, 

«inander  kongruent  und  daher  ihre  Differenz 

in  welcher  allgemein  die  nicht  sämtlich  verschwindenden  Zahlen 
C'j  =  Cf  —  C!'  numerisch  nicht  größer  als  k,  umsomehr  also 
nicht  größer  als  j/^  sind,  eine  Zahl  des  Modulus  n  sein,  mit- 
hin eine  Gleichung  bestehen 

in  welcher  die  x.  rationale  ganze  Zahlen  bedeuten.  Diese  zer- 
fällt aber  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  (29)  der  r^  in  die 
folgenden  Gleichungen: 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  22 
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f^i  -  ^1^1  +  r,^x^  +  •  •  •  +  r,,a:„, 

(/=!,  ff,  .■.,  I.) 

welche  lehren,  daß  den  Unbestimmten  u^  in  den  Formen  (28) 
solche  ganzzahlige  Werte  x^  beigelegt  werden  können,  daß  die 
entstehenden  Werte  C^   der  Formen   numerisch   nicht   größer 

ausfallen  als  Y^,  vorausgesetzt,  daß  die  Koeffizienten 
r^^  der  Formen  ganzzahlig  sind.  Diese  Werte  x.  können 
nicht  sämtlich  Null  sein,  da  die  mit  (7^  bezeichneten  Differenzen 
es  ebenfalls  nicht  waren. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  noch,  wenn  die  Koeffi- 
zienten r^^  nur  rational  sind.  Denn,  ist  dann  g  ihr  Ge- 
neralnenner, so  werden  dem  eben  Bewiesenen  zufolge  die  n 
ganzzahligen  Formen 

(/  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

deren  Determinante  g/^^  ist,  für  passende  ganzzahlige,  nicht 
sämtlich  der  Null  gleiche  Werte  u^=^x^  numerisch  nicht  größer 

als  y^^  und  somit  die  Formen  (28)  selbst  nicht  größer  als 

Y^y    '^-  Z.  b.  W. 

Endlich  gilt  es  aber  auch  noch,  wenn  die  Koeffi- 
zienten r^t  beliebig  reell  sind.  Jeden  solchen  Wert  r^^ 
darf  man  nämlich  als  den  Grenzwert  betrachten,  gegen  welchen 
eine  gewisse  unbegrenzte  Reihe 


»»       ttt 


'Tiltj     ^ik,     Vik,    •  •  • 

numerisch  wachsender  rationaler  Werte  konvergiert.  So  er- 
geben sich  unendlich  viel  Systeme  von  je  n  linearen  Formen 

(j  =  l,  «,  .  .  .,  n) 

deren  Determinanten  J^^^  offenbar  mit  unbegrenzt  wachsendem 
k  gegen  die  Grenze  /i  konvergieren,  derart,  daß,  wenn  /J^y  ^^ 
zwei  Größen  bezeichnen,  deren  erste  nur  beliebig  wenig  kleiner, 
die  zweite  nur  beliebig  wenig  größer  ist  als  ^,  von  einem 
endlichen  Werte  Aq  des  Index  l  an  ^^^^  stets  zwischen  z/^,  -J, 
enthalten  bleibt.  Für  jedes  der  diesen  letzteren  Werten  X  ent- 
sprechenden Systeme  von  n  Formen   gibt  es  dem  bereits  Be- 
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wiesenen  zufolge  ganzzahlige,  nicht  sämtlich  verschwindende 
Werte  u^  =  x^^^^  der  unbestimmten  von  der  Beschaffenheit,  daß 
sämtliche  Ausdrücke 

(30)  i^ti)  =  K^)^^)  +  r(/,)4^)  +  .  • .  +  r(^2<^^ 

(/  =  1,  2, . . .,  ») 

numerisch   nicht   größer  sind  als  }rJ^\    folglich    auch    nicht 

größer  als  l/^.  Man  bezeichne  die  Auflösung  der  vorstehen- 
den n  Gleichungen  durch  die  Formeln 

(31)  a^^)  =  gi^lFp  +  pWi?^(^)  +  . . .  +  q^F^') 

und  nenne  r  den  Absolutwert  des  größten  unter  den  Koeffi- 
zienten r^j^,  sodaß  von  jenem  endlichen  Werte  Xq  des  Index  k 
an  auch  jedes  r^fl  numerisch  kleiner  ist  als  r.  Da  g^]^  eine 
XJnterdeterminante  n  —  1^'  Ordnung  der  Determinante  der 
Gleichungen  (30)  ist,  geteilt  durch  diese  Determinante  selbst, 

so  ist  es  gewiß  kleiner  als  -^—  mal  der  Anzahl  der  Glieder, 
deren  Aggregat  eine  solche  ünterdeterminante  ist,  also  kleiner 

als   (n  —  1)!  -—r~'    Wegen  (31)  folgt  hieraus 

x^^^     numerisch     <wl--^    -K^a« 

Diese  Ungleichheit,  deren  obere  Grenze  ein  fester,  nur  durch 
die  Koeffizienten  der  n  Formen  (28)  bestimmter,  endlicher 
Wert  ist,  lehrt,  daß  jedes  der  Systeme  ganzer  Zahlen 

für  welche  die  n  Ungleichheiten 

rf)s^^)  +  ^!i4^^  +  "'+  H^^<^^  num.  <  V2'^\   {X  >  X^) 

(»•  =  1,2,  ...,  ») 

erfüllt  sind,  sich  nur  unter  einer  endlichen  Anzahl  gewisser 
Systeme  von  n  ganzen,  nicht  durchweg  der  Null  gleichen 
Zahlen  x^^x^,-  -  ',x^  befinden  kann,  und  daß  somit  wenigstens 
durch  eins  dieser  letzteren  Systeme  notwendig  die  Ungleich- 
heiten 

22* 
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(.'  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

für  unendlich  viel  Werte  des  Index  l>  Iq  erfüllt  sein  müssen. 
Läßt  man  A  aber  diese  unbegrenzte  Reihe  Ton  Werten  durch- 
laufen  y  so  ergibt  sich  schließlich  durch  den  Übergang  zur 
Orenze  A  =  oo  das  System  der  Ungleichheiten: 

(32)  r^^x^  +  r,.srr,  H \-  r^^a:^  num.  <  V^ 

(I  =  l,  2,  ,  ■  -,  n) 

d.h.  das  Vorhandensein  eines  Systems  ganzer  Zahlen  oc^r^^^y-'-fX^ 
Yon  der  Eigenschaft^  wie  sie  nachgewiesen  werden  sollte. 

Auf  solche  Weise  ist  ein  Satz  begründet  worden,  der 
offenbar  ein  Spezialfall  des  zweiten  der  vorangestellten  Sätze 
ist,  seinerseits  aber  den  ersten  derselben,  der  durch  die  be- 
sondere Annahme  ^  »  1  aus  ihm  hervorgeht,  als  besonderen 
Fall  in  sich  enthält  Da  diesem  aber,  wie  bemerkt,  der  an 
zweiter  Stelle  gegebene  gleichwertig  ist,  so  leuchtet  ein,  daß 
mit  dem  eben  nach  Hurwitz  abgeleiteten  Satze  zugleich  auch 
der  letztere  bewiesen  worden  ist. 

Genauer  kann  das  System  der  Zahlen  x^  so  be- 
stimmt werden,  daß  in  n  —  1  der  Formeln  (32),  etwa 
in  den  w—  1  letzten  derselben  nur  das  Ungleichheits- 
zeichen  gilt.  Dies  beweist  Hurwitz  a.  a.  0.  folgendermaßen. 
Für  jeden  Wert  des  Index  A  bestimme  man  eine  positive  Größe 

n  / — — 

J^  <  y^  in  solcher  Weise,  daß  die  unbegrenzte  Reihe  dieser 
Größen  gegen  Null  konvergiert,  und  eine  entsprechende,  eben- 
falls positive  Größe  d^\  welche  durch  die  Bedingimg 

mit  der  ersteren  verknüpft  ist  und  daher  mit  wachsendem  A 
auch  die  Null  zur  Grenze  haben  wird.  W^ählt  man  nun  in  der 
zweiten  Fassung  des  Minkowskischen  Satzes  die  Konstanten 

Ä:i=>/^+d/,     (für«'>l)     k.  =  }/zi--dj^, 

so  gibt  es  diesem  Satze  gemäß  ein  nicht  verschwindendes 
System  ganzer  Zahlen  x^  von  der  Beschaffenheit,  daß 
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für  i  >  1  aber 

wird.  Analog  den  yoraufgelienden  Betrachtungen  gibt  es  sogar 
ein  System  ganzer  Zahlen  x^  welches  diesen  Ungleichheiten  für 
unendlich  viel  Werte  des  Index  A  genügt.  Indem  man  k  also 
diese  Werte  durchlaufen  läßt^  erkennt  man  als  Resultat  des 
Grenzüberganges  das  Bestehen  der  Ungleichheiten 

^11^1  +  r,^x^  +  •  •  •  +  r^^x^'^yj, 
für  i  >  1 : 

r,,x,  +  r,^x^  +  '■'  +  r,^x„  <  Vj  , 

wie  zu  beweisen  war.  —  Eine  andere  Begründung  dieses  prä- 
ziseren Satzes  findet  der  Leser  in  Hilberts  Bericht  über  die 
Theorie  der  alg.  Zahlkörper,  Deutsche  Math.  Verein.,  4.  Bd. 
1897,  p.  212. 

7.  Wir  ziehen  aus  diesen  Ergebnissen  zuvörderst  zwei 
wichtige  Folgerungen,  welche  die  Grundzahl  eines  Körpers 
betrefifen.  Die  Grundzahl  ist  nämlich  immer,  abgesehen 
vom  Körper  der  rationalen  Zahlen,  als  dessen  Grundzahl  die 
Einheit  anzusehen  ist,  von  ±  1  verschieden,  und  es  ist 
ferner  unter  den  Körpern  gleichen  Grades  nur  eine 
endliche  Anzahl  solcher  vorhanden,  die  ein-  und  die- 
selbe Grundzahl  besitzen. 

Um  den  ersteren  Satz  zu  beweisen,  aus  welchem  her- 
vorgeht, daß  es,  um  mit  Minkowski  zu  sprechen  (Geometrie 
der  Zahlen,  p.  129),  stets  mindestens  eine  kritische  Prim- 
zahl, d..i.  eine  Primzahl  gibt,  die  in  der  Grundzahl  des  Kör- 
pers aufgeht,  kann  man  verfahren,  wie  folgt.  Unter  den  Zahlen 
^17  ®2>  '  '  f  ^n  ^^  ^^'  2  verstehe  man  jetzt  nicht  die  Basis 
einer  beliebigen,  sondern  der  besonderen  Ordnung  g  aller 
ganzen  Zahlen  des  Körpers,  sodaß  die  Formel 

jede  ganze  Zahl  desselben  liefert,  wenn  man  die  u^  alle  ratio- 
nalen ganzen  Zahlen  durchlaufen  läßt;  w^^\  i4p\  •  •  •,  w^^^  seien 
wieder  die  n  Konjugierten  dieser  Form;  für  ganzzahlige  Werte 
der  M^  repräsentieren  sie  n  konjugierte  ganze  algebraische 
Zahlen,    deren    eine    dem   Körper    angehört.     Die    n   linearen 
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Formen  (8*)  sind  jetzt  Funktionen  der  n^  mit  reellen  Koeffi- 
zienten, deren  Determinante  ^  der  Absolutwert  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Grundzahl  des  Körpers  ist.  Man  wähle  die 
n  positiven  Konstanten 

(33)  C,  für  i  -  1,  2,  ■  • .,  r    und     C,+,  -  C,^,^, 

für  »  -  1,  2,  .  • .,  q, 

WOB  offenbar  auf  unendlich  viel  Weisen  gesclielien  kann,  so,  daß 

(34)  C,C,...aC,^,...C,  =  l 

wird,  und  setze 

(35)  *,«C,}/z/ 

Will  man  nun  den  letzten,  präziseren  Satz  der 
Yorigen  Nummer  benutzen,  so  darf  man  schließen,  daß  fQr 
die  Unbestimmten  in  den  Formen  (8*)  solche,  nicht  sämtlich 
verschwindende  ganzzahlige  Werte  geseilt  werden  können, 
daß  dem  absoluten  Betrage  nach  die  Ungleichheit 

(36)  i^i;  d.i.  ^c,yj, 

für  die  übrigen  f,.  aber  die  Ungleichheiten 

(37)  f,  <  Ä-,  d.  i.  <  C,  Y2 

bestehen.  Ist  der,  der  Betrachtung  zugrunde  liegende  Körper 
ein  reeller  Körper,  für  den  etwa  die  Zahlen  c:i^^\  ^%'^\  ' ' '> ^n^^ 
die  Basis  ausmachen,  so  wähle  man  für  f^  die  Form  f^,  im 
entgegengesetzten  Falle,  in  welchem  der  Körper  etwa  die  Basis 
©i(''+^),  ©2^''+^),  •  •  •,  Gj,/''"''^^  habe,  wähle  man  nach  Belieben  für 
f^  eine  der  beiden  Formen  f^+i,  f^+^+i.  Da  der  absolute  Be- 
trag der  ganzen  Zahl  w^^,  welche  den  vorher  bezeichneten 
ganzzahligen  Werten  der  Unbestimmten  zugehört,  für  i=l,2,--,r 
demjenigen  von  f^  gleich,  andernfalls  gleich 


V 


W  +  i  -\-  V  +  9  +  1 


2 

ist,  so  findet  sich  der  absolute  Betrag  des  Produktes 

(38)  -    -  r        ^r  +  l  -\-\r  +  q  +  l  'r  +  9  +    \r  +  2g 

T      T        •     •     ■     T        •    — — •     •     ■ ■ — — —  — 

Ili2  Ir  9  0 
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demjenigen  der  Norm  N(w)  gleich,  mithin  ^  1.  Andererseits 
sieht  man  mit  Beachtung  der  Gleichungen  (33)  bis  (35)  sowie 
der  Ungleichheiten  (36)  und  (37),  daß  er  kleiner  ist  als 

Ä^ifc,  •  •  •  Ä:^  =  Gl  Cg  •  •  •  C^  •  ^^  =  z^, 

und  daraus  folgt,  wie  behauptet,  z^  >  1 . 

Auf  Grund  des  ungenaueren  vorletzten  Satzes  der 
vorigen  Nummer  würden  sich  statt  der  Ungleichheiten  (36) 
und  (37)  nur  die  folgenden: 

(39)  f.^*,  d.i.  C,yQ- 

(«•  =  1,  a, .  •  .,  n) 

und  hieraus  weiter  schließen  lassen,  daß  der  absolute  Betrag 
des  Produktes  (38)  nicht  größer  sei  als  ^,  Mithin  wäre  er, 
falls  die  Grundzahl  des  Körpers  +  1  wäre,  nicht  größer  als  1; 
da  er  aber  schon  nicht  kleiner  als  1  gefanden  wurde,  so 
müßte  er  gleich  1  sein.  Nun  ist  jenes  Produkt,  wie  die  Be-. 
achtung  der  Formeln  (33),  (34)  lehrt,  dem  folgenden  gleich: 


•    •     —    -    -    • 


Cj        Cj  C^  Cr+l^V  +  2  +  1  O^  +  q^r  +  iq 

Also  müßte  von  den  absoluten  Beträgen  seiner  Faktoren  ent- 
weder  mindestens  einer,  der  von   -y^-;  größer  als  1,  oder  sie 

sämtlich  gleich  1  sein.  Ist  im  ersten  Falle  i<r,  so  wäre  wegen 

f. 
^'(0  =  ^.  auch    -TT ,  also   nach    (39)    umsomehr  auch   ^  gegen 

die  Annahme  größer  als  1;  wäre  dagegen  etwa  i  =  r  +  1,  also 

der  Absolutbetrag  von    ^,        ,  welcher  demjenigen  von  ^ 

gleich,  nämlich  gleich 


1/1   /'?+i    ,    '?+9+i\ 

K  2  W^,-^c»^-^J 


ist,  größer  als  1,   so   folgte  auch  der  Absolutbetrag  eines  der 
beiden   Quotienten    p-^,   ^r^'-^     größer  als  1    und   deshalb 

^r+l         ^r+q+1 

wieder  gegen  die  Annahme  ^>1.     Es   bleibt   also   nur   der 
zweite    Fall.     In    diesem   wären    die    absoluten   Beträge   der 
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Zahlen  w^^  sämtlich  bezw.  gleich  C^;  da  nun  w^*^  also  auch  der 
konjugiert  imaginäre  Wert  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist, 
so  ist's  auch  ihr  Produkt^  d.  h.  C*  und  folglich  wäre  es  auch 
Q.  Indessen  darf  man  von  den  Konstanten  C^,  C,,  •  •  •,  C,, 
deren  eigentliche  Anzahl  wegen  (33)  nur  5  =  r  +  5  beträgt, 
falls  s  ^  2  ist,  alle  bis  auf  eine  nach  Belieben,  also,  indem 
man  sie  als  rationale  Brüche  wählt,  als  nicht  algebraisch 
ganze  Zahlen  voraussetzen,  und  so  erweist  sich  dann  auch 
dieser  zweite  Fall  als  unzulässig.  Ist  dairetren  s  =  l,  was, 
abgesehen  vom  Körper  der  rationalen  Zahlen,  nur  sein  kann, 
wenn  n »  2  ist,  so  haben  wir  im  fünften  Kapitel  gesehen, 
daß  die  Grundzahl  eines  quadratischen  Körpers  immer  von 
±  1  verschieden  ist,  und  der  zu  begründende  Satz  ist  hier- 
durch aufs  neue  völlig  erwiesen. 

Zum  Beweise  endlich  des  zweiten  oben  ausge- 
sprochenen Satzes  denke  man  sich  alle  Körper  n^^  Grades 
mit  der  Grundzahl  D  und  setze  J  =  |  ^D  ,.  Ist  Ä  einer  dieser 
Körper,   so   nehme  man  die  n  Konjugierten  ^^\  S^^\  •  •  •,  fi<"^ 

n-l 

und   wähle,   faUs   Ä  reell  ist,   Ä^^)  =- ^  und   C^  =  z/   «   ,    alle 

_  1 

übrigen    Konstanten    C^  =  J    " ;    andernfalls    Ä^'""*'^)  =  Ä    und 

n-8  1 

C^^i  =  Cr  +  9+1  ==  ^  ^'*  }  ^^^  übrigen  Konstanten  C^  =  ^  ", 
eine  Wahl  dieser  Konstanten,  die  sich  mit  den  Bedingungen 
(33),  (34)  offenbar  verträgt.  Nach  dem  letzten  Satze  voriger 
Nummer  ist  ein  System  nicht  verschwindender  ganzer  Zahlen 
u^  vorhanden,  für  welches  die  im  absoluten  Sinne  zu  nehmenden 
Ungleichheiten  bestehen: 
im  ersten  Falle 

fi<z;,    für    i>l    aber    fi<l, 

im  zweiten  Falle 

4.  1. 

fr+i  <  ^  ,  fr+9+1  <  ^  ;  f^  diß  übrigen  i  aber  f,  <  1. 

Daraus  ergibt  sich  aber  in  beiden  Fällen  erstens,  daß  die 
absoluten  Beträge  der  ganzen  Zahlen  w^^\  iv^^\  •  •  •,  w^^\  welche 
jenen  ganzzahligen  Systemen  der  Unbestimmten  zugehören, 
unterhalb  endlicher  Grenzen   liegen  und  es  folglich  nach  dem 
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Hilfssatze  in  Nr.  4  des  4.  Kapitels  nur  eine  endliche  Anzahl 
ganzer  algebraischer  Zahlen  gibt,  welche  den  Ungleichheiten 
genügen;  zweitens,  daß  die  Zahl  td^^  bezw.  t«;('*+^)  des  be- 
trachteten Körpers,  da  N(w)  >  1,  sich  von  allen  ihren  Kon- 
jugierten unterscheidet,  demnach  ihre  Differente  nicht  Null 
und  sie  selbst  eine  erzeugende  Zahl  des  Körpers  ist.  Da  es 
hiemach  für  jeden  der  Körper  n^  Grades  mit  der  Grundzahl 
D  eiae  ihn  erzeugende  Zahl  gibt,  welche  sich  unter  der  be- 
zeichneten endlichen  Menge  ganzer  Zahlen  befinden  muß,  so 
kann  auch  die  Anzahl  jener  Körper  nur  eine  endliche  sein^ 
wie  behauptet.     (Vgl.  Huberts  Bericht  p.  213). 

8.  Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zur  Betrachtung 
der  Einheiten  wieder  zurück,  um  das  in  Nr.  4  erhaltene  Re- 
sultat aus  dem  allgemeinen  Minkowski  sehen  Satze  herzuleiten 
(vgl.  Hilberts  Bericht,  p.  216).  Indem  wir  uns  wieder  auf 
eine  bestimmte  Ordnung  o  des  Körpers  beschränken,  geben 
wir  den  Zeichen  wieder  die  gleiche  Bedeutung  wie  in  Nr.  2. 
Wir  beweisen  dann  zunächst  folgenden  Satz: 

Es  gibt  in  o  eine  Einheit  e  mit  positiver  Norm^ 
für  welche  der  mit  beliebigen,  nicht  sämtlich  ver- 
schwindenden reellen  Konstanten  g^,  g^,  •  •  •,  g^^i  ge- 
bildete Ausdruck 

(40)  gj,(e)  +  g,l,{e)  +  ■■■  +  g._J,_,  (s) 

positiv  ist.  Behufs  des  Beweises  setzen  wir  zur  Abkürzung 
für  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  co  in  0 

(41)  L(co)  =^  gj^{a>)  +  g^l^{(o)  +  •  •  •  +  5^,_ii,_i(a)) 
und  wählen  s  —  1  reelle  Größen  A^,  Äj,  •  •  •,  h^_^  so,  daß 

(42)  Äi^i  +  Ä2^8  +  .  .  .  +  h^_^g^_^  =  1 

wird.  Femer  setzen  wir,  falls  sämtliche  n  zu  einander  kon- 
jugierte Körper  reeU  sind, 

(43*)  Jj  =  e*^",  Ä2  =  e''»*',  •  •  •,  t„_i  ==  e*»-i", 

7.    _         __^  

wo  u  einen  beliebigen  reellen  Wert  bezeichnet,  entgegen- 
gesetztenfalls aber 
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(43^)  Je,  =  e-  . .  ,  K  -  e">  K^i  =  ^'^^'  S  •  • 


und  ferner  allgemein  Ä^^,.  =  ^V+j+t  ^^^  i  =  1,  2,  •  •  •,  ^.  Bei 
dieser  Wahl  der  Konstanten  k^  findet  sich  offenbar  die 
Gleichung 

(44)  k,k^-"Jc„^^ 

und  somit  alle  Voraussetzungen  des  Minkowskischen  Satzes 
in  seiner  zweiten  Fassung  für  die  n  linearen  Formen  (8*)  er- 
füllt. Demnach  kann  in  ihnen  für  die  unbestimmten  u^  ein 
System  nicht  verschwindender  ganzer  Zahlen  gesetzt  werden, 
80;  daß  die  Ungleichheiten 

(45)  :f,|<A-, 

befriedigt  sind.  Hieraus  folgt  für  das  entsprechende  Produkt 
(38)  oder  für  die  Norm  der  den  gedachten  ganzzahligen  Werten 
der  Unbestimmten  zugehörigen  Zahl  o  der  Ordnung  die  Un- 
gleichheit 

(46)  N{(o)  <  z/. 

Da  jedoch  N{(d)  stets  ^  1  ist,  so  ist  für  jeden  Index  i 

(47)  I«^'"^'i5^-(r) (,•-!)  S^+i) («)i^ 

j  <0    '  •   •   •    00^  '   •   CO  '   .   .   .    G)^   ' 

und  da  aus  (45)  allgemein  auch 

I «« I  <  h 

zu  schließen  ist,  so  ergibt  sich  mit  Beachtung  von  (44)  aus 
(47)  die  neue  Ungleichheit 

die  mit  der  vorigen  verbunden  und  in  Beachtung  der  Be- 
stimmungen (43*),  (43^)  durch  den  Übergang  zu  den  Loga- 
rithmen die  folgenden  erschließen  läßt: 
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(.•  =  1,  2,  ...,«-  1) 

in  denen  d  den  reellen  Bestandteil  von  log  ^  bedeutet.  Ihnen 
zufolge  bleibt  für  jeden  Index  i  aus  der  Reihe  1,  2,  •  •  •,  5 —  1 
der  absolute  Wert  des  Unterschiedes 

zwischen  den  Grenzen  0  und  2^^  woraus  dann  folgt,  daß  auch 

der  Ausdruck 

L(g))  —  u 

welchen  Wert  die  reelle  Ghröße  u  auch  habe,  zwischen  zwei 
Grenzen  d'  und  d"  >  d'  enthalten  bleiben  muß ,  die  nicht  von 
diesem  Werte  von  u,  sondern  lediglich  Ton  der  Grundzahl  des 
Körpers  und  von  den  Eonstanten  g^  bestimmt  sind.  Setzt  man 
nun  d  =  (J"  —  d'  und  successive 

M  =»  0,  u  ^  d,  w  =  2d,  •  •  •, 

so  entspringen  aus  dem  vorigen  Verfahren  für  diese  besonderen 
Werte  für  u  unbegrenzt  viele  Zahlen  o^,  oj',  o",  •  •  •  der  Ord- 
nung, deren  Normen  wegen  (46)  absolut  genommen  nicht 
größer  als  ^  sein  können,  während 

i(a)O),  i(o')  ~  d,  Lia)'")  -2d,  ... 
sämtlich  zwischen  d'  und  S"  enthalten  sind,  sodaß  die  Werte 

L{o\  L(p%  L{co"),  ■  ■ . 
zwischen 

<r,  (i";  r,  2d"  ~  <J'5  2r  -  d',  Sr  -  2*';  . . . 

resp.  liegen,  also  eine  Reihe  stets  wachsender  Werte  bilden. 
Da  jede  Norm  gleich  einer  rationalen  ganzen  Zahl,  zwischen 
±  ^  aber  nur  eine  endliche  Menge  solcher  Zahlen  vorhanden 
ist,  müssen  unendlich  viele  der  Zahlen  0°,  ©',  (d",  .  •  •  ein-  und 
dieselbe  Norm  N  besitzen  und  unter  den  letzteren  wieder 
(vgl.  Nr.  3)  müidestens  zwei  vorhanden  sein  —  wir  nennen 
die  frühere  derselben  A,  die  spätere  41  —  deren  ganzzahlige 
Koeffizienten  (mod.  N)  kongruent  sind,  derart,  daß 

ist,  unter  co  eine  Zahl  der  Ordnung  verstanden.    Hieraus  folgt 
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nun,  wie  in  Nr.  3,  di^  Existenz  einer  Einheit  £  «  -^  ^^^  posi- 
tiver Norm  in  der  Ordnung  von  der  Beschafifenheit,  daß 

L(fL)  -  L{k) 

oder  der  Ausdruck  (40)  positiv  ausfällt,  womit  die  Behauptung 
des  Satzes  erwiesen  ist. 

Mit  Hilfe  dieses  Ergebnisses,  welches  durch  den 
in  Nr.  3  hergeleiteten  Dirichletschen  Satz  nur  be- 
stätigt wird,  läßt  sich  nun  aber  der  der  Nr.  4  sogleich 
wieder  gewinnen.     Wählt  man  nämlich  die  Konstanten 

g^  =  1,  für  i  >  1  aber  g^  =»  0, 

so  gibt  es  dem  letzten  Ergebnisse  zufolge  in  0  eine  Einheit  s^ 
mit  positiver  Norm,  für  welche  l^^  positiv  ist.  Sind  ferner 
schon  —  unter  m  eine  Zahl  <  s  verstanden  —  ^i>  ^>>  *  * '?  ^m-i 
m  —  1  Einheiten  der  Ordnung  mit  positiver  Norm,  für  welche 
die  in  Nr.  4  mit  L'  bezeichnete  Determinante  positiv  ist,  und 
wählt  man  für  die  Konstanten  g^  die  Werte 

ffi  =  Ay  9%  -  Af  •  ■  •,  9m  =  ^mj  för  i  >  m  aber  g^  =-  0, 

unter  denen  wenigstens  der  eine  Wert  für  g^  nicht  verschwindet, 
da  er  gleich  L'  ist,  so  folgt  aus  dem  Bewiesenen  die  Existenz 
einer  Einheit  e^  in  0  mit  positiver  Norm  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  auch  die  dort  mit  L"  bezeichnete  Determinante 
positiv  ausfällt,  und  da  dieser  Schluß  bis  w  =  5  —  1  hin  ge- 
zogen werden  kann,  so  ergibt  sich  schließlich  der  Dirichlet- 
sche  Satz. 

9.  Bei  der  weiteren  Darstellung  der  Dirichlet sehen  Theorie 
kann  man  nun  nach  Belieben  sich  auf  diejenigen  Einheiten 
der  Ordnung  beschränken,  deren  Normen  positiv  sind,  oder 
ihre  sämtlichen  Einheiten  in  Betracht  ziehen.  Im  Ausspruche 
der  einzelnen  Sätze  werden  wir  diesem  doppelten  Gesichts- 
punkte Rechnung  tragen,  indem  wir,  was  auf  den  beschränk- 
teren Bezug  hat,  in  Parenthesen  setzen. 

Ausgehend  von  dem  Systeme  S  von  s  -  1  unabhängigen 
Einheiten  «^,  t^,  •  •  •,  e^_^  mit  positiver  Norm,  deren  Existenz 
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auf  mehrfache  Weise  nachgewiesen  worden  ist,  wollen  wir  vor 
allem  die  Beziehung  bemerken,  welche  folgt: 


w. 


(48) 


^*-i.i  h^i,if  '  '  'y  ^*-l,t-ii  ^*-i 


'«1?       ^s%y      '  '  •;  hfi-iy 


u. 


=  L-(wi+M2H f-w,), 


und  in  welcher  L  die  Determinante  (24)  bezeichnet.  In  der 
Tat  gehen  von  den  Grliedem  in  der  letzten  Horizontalreihe  der 
^-gliedrigen  Determinante,  indem  man,  was  die  Determinante 
selbst  nicht  verändert,  diejenigen  der  früheren  Reihen  zu  ihnen 
addiert,  die  ersten  5  —  1  in 

hi  +  ki  +  "'  +  l.-i,i  +  hi-^ 
(nach  (22)),  das  letzte  in 

Wi  +  ti,  H h  t^,-i  +  w. 

über,  woraus  dann  die  Gleichung  (48)  sogleich  erhellt.  Mit 
Rücksicht  auf  die  Beziehung  (20)  erschließt  man  folgUch  die 
Gleichung 


(49) 


^11?       h%y        '  '  7  ^i,*-i?       ^ 


=  nZ, 


^*u        Li}        •  •  •;  ^*,*-i;       ^» 

welche  lehrt,  daß  diese  Determinante  einen  nicht  verschwin- 
denden, nämlich  positiven  Wert  hat. 

Bedeutet  daher  <d  irgend  eine  Zahl  der  Ordnung  0,  so 
lassen  sich  reelle  Werte  e^,  e^,  •  •  •,  e,_i,  f  auf  eindeutige 
Weise  so  bestimmen,  daß  die  folgenden  Gleichungen  erfüUt  sind: 

f^i-^li        +^«-^12        +-"  +  «,-i-^M-i      +f'<>l       ==^lH 


(50) 


Die  mit  cd  veränderlichen,  also  als  Funktionen  von  co  auf- 
zufassenden Werte  ^i,  ^2?  * ' '?  ^*-i^  /^  ^^®^ 

ei((ö),  ^j(a)),  • .  .,  ö,_i(o),  f{Q3), 
deren   5  —  1    ersten   die  Exponenten  für  co  heißen  mögen, 
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haben  zufolge  der  Beziehung  (23)  offenbar  die  Eigenschaft^ 
daß  für  zwei  beliebige  Zahlen  a^  ß  der  Ordnung 

(bY\  '  ^^^^^^  ^  ^*^^^  "^  ^*^^^'       (für  .•  =  1,  2, ...,.-  1) 

ist.  Durch  Addition  der  Gleichungen  (50)  erkennt  man  ferner 
sogleich  die  Bedeutung  der  Größe  f{G)),  indem  so  folgende 
Beziehung: 

(52)  n  ■  /•(«,)  -  log  I  N(a,)  ; 

hervorgeht.  Aus  ihr  findet  sich  insbesondere  für  den  Fall^ 
daß  (D  eine  beliebige  Einheit  £  in  o  ist,  gleichyiel,  ob  deren 
Norm  -|--  1  oder  —  1  ist, 

(53)  f(e)  =  0. 

Bildet  man  daher  mittels  der  s  —  1  unabhängigen  Ein- 
heiten fj,  £,,  •  •  •,  £,_!  (mit  positiver  Norm)  und  5—1  be- 
liebigen, positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  m^,  m,,  •  •  -,  w,_i,. 
die  Null  inklusive,  den  Ausdruck 

(54)  B  «  £j*»£j^  •  •  •  £^i-  1, 

welcher  nach  der  Vorbemerkung  in  Nr.  2  eine  Einheit  in  o 
(mit  positiver  Norm)  ist,  und  aus  welchem  die  Gleichungen 

mi-Zj!       +fn^'l^^       +---  +  w*,-i?i,,_i      -hie) 

%  •  ^,-1.1  +  ^  •  ^,-1,2  +  •  •  •  +  ^,-1  ■  ^,-1,-1  ==  ^.-l(«) 

hervorgehen,  so  ergibt  die  Yergleichung  der  letzteren  mit  den 
aus  (50)  entspringenden: 

wegen  der  Eindeutigkeit  der  Gleichungen  (50)  die  folgenden 
Formeln: 

(i  =  1,  2,  -.•,*-  1) 

welche  lehren,  daß  die  Exponenten  im  Ausdrucke  (54)  ein- 
deutig bestimmt  sind,  oder  daß  dieselbe  Einheit  s  nicht  auch 
noch  durch  die  Formel 
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gegeben  werden  kann,  wenn  nicht  die  Exponenten  n^  sämtlich 
mit  den  m^  identisch  sind.  Hieraus  folgt^  daß  die  Formel 
(54),  wenn  man  darin  die  Exponenten  m^  sämtliche 
ganze  Zahlen  durchlaufen  läßt^  einen  Komplex  von 
lauter  verschiedenen;  unendlich  yielen  Einheiten  der 
Ordnung  (mit  positiver  Norm)  liefert. 
Demnach  bezeichnet  der  Ausdruck 

(55)  (D  =  ©0  •  f^f^fj*  •  •  •  «r*!  s 

wenn  (Oq  irgend  eine  bestimmte  Zahl  der  Ordnung  bedeutet^ 
ebenfalls  einen  Komplex  von  unendlich  vielen^  vonein- 
ander verschiedenen  Zahlen  der  Ordnung.  Nun  seien 
iu  den  auf  gjq  bezüglichen  mit  (50)  analogen  Gleichungen  die 
größten  in  den  zugehörigen  ^^xponenten^^  e^  enthaltenen  Ganzen 
die  Zahlen  n^y  und  h^  die  übrig  bleibenden  Bruchteile,  sodaß 

e,  =  n,  +  6„    0^6^<1 

(<«  1,  2,  ..•,«-  1) 

ZU  setzen  ist.  Dann  findet  sich  das  folgende  System  von 
Gleichungen: 

h(^o)  =  (Wi  +  h)hi  +  '"  +  K-i  +  &,-i)ii,,_i  +  fc.i 

(»•  =  1,  2,  ...,*-  1) 

während  aus  (55)  dies  andere: 

i,(cD)  =-  ?^((Do)  +  mJ^^  +  •  •  •  +  w,_ii^,_i 

(»  =  1,  2,  ...,«-  1) 

oder: 

{i  =  1,  2,  ...,*-  1) 

hervorgeht.  Ihm  zufolge  können  die  ganzzahligen  Exponenten  m^ 
auf  eindeutig  bestimmte  Weise  so  gewählt  werden^  daß  die 
Koeffizienten  der  Größen  If^  sämtlich  zwischen  0  und  1  fallen, 
die  Null  inklusive;  man  hat  zu  diesem  Zwecke  offenbar  nur 
die  m^  den  durch  Oq  völlig  bestimmten  Zahlen  n^  entgegen 
zu  setzen: 

So  erkennt  man^  daß  in  jedem  Komplexe  (55)  ein  einziges 
Glied  CD  vorhanden  ist,  Jessen  Exponenten  in  den  bezüglichen 
mit  (50)  analogen  Gleichungen  zwischen  0  und  1  liegen. 
Nennt  man  jede  Zahl  der  Ordnung,  deren  Exponenten  diese 
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Eigenschaft  habeii;  eine  reduzierte  Zahl  derselben^  so 
folgt  also  der  Ausspruch: 

In  jedem  Komplexe  liegt  eine  einzige  reduzierte 
Zahl. 

Ferner  gilt  aber  der  allgemeine  Satz,  der  uns  später 
von  wesentlichem  Nutzen  sein  wird:  Es  gibt  nur  eine  end- 
liche Anzahl  reduzierter  Zahlen  o  der  Ordnung,  deren 
Norm  absolut  nicht  größer  ist  als  eine  gegebene  Zahl  z. 
Da  nämlich  dann  in  den  bezüglichen  Gleichungen  (50)  sowohl 
die  Exponenten  e,  die  endliche  Grenze  1,  als  auch  wegen  (52) 

die   Zahl  /  die   endliche   Grenze      ^     nicht  überschreiten,   so 

Terbleiben  auch  die  sämtlichen  Werte 

desgleichen  also  auch  die  Potenzen 

d.  i.  die  absoluten  Beträge  der  Konjugierten  o^'^  innerhalb 
endlicher  Grenzen,  woraus  nach  Kap.  4,  Nr.  4  folgt,  daß  die 
Anzahl  solcher  Zahlen  cd  nur  eine  endliche  ist. 

Hiernach  gibt  es  also  in  der  Ordnung  auch  nur 
eine  endliche  Anzahl  reduzierter  Einheiten  (umsomehr 
Also  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Einheiten 
mit  positiver  Norm);  sie  mögen  durch 

(56)  i?o;  Vi7  ^2»  •  •  •;  ^^-1 

bezeichnet  werden.  Ihnen  entsprechen  q  Komplexe  von 
Einheiten  (mit  positiver  Norm): 

(57)  i?rC^r---C^TS 

(.•  =  0.  1,  2,  .  .    ,  ^.  -  1) 

deren  je  zwei  durchweg  voneinander  verschieden  sein  müssen; 
denn,  wären  etwa  zwei  Ausdrücke 

n.  •  f*''!^'"'  •  •  •  f*"*-l         Ti,   •  f'^if*^!  •  ■  •  /:"»-! 
'/»      '^l    ^2  *»-l^        '/*      '^l    *2  *^»-l 

einander  gleich,  so  ergäbe  sich  offenbar  rj^^  als  eine  Zahl  des  rl^ 
entsprechenden  Komplexes,  der  dann  zwei  reduzierte  Zahlen 
17 j,  Tfj^  enthielte,  was  nicht  sein  ktftm.  Da  andererseits  aus 
jeder  beliebigen  Einheit  iy  der  Ordnung  (mit  positiver  Norm) 
ein  Komplex  gebildet   werden   kann,   der  eine  reduzierte  Zahl 
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<L  i.  eine  der  Zahlen  (56)  enthält,  und  rj  folglich  umgekehrt 
in  dem  aus  dieser  gebildeten  Komplexe  enthalten  sein  muß, 
so  leuchtet  ein,  daß  sämtliche  Einheiten  der  Ordnung  (mit 
positiver  Norm)  und  jede  von  ihnen  auch  nur  einmal  durch 
die  Q  Komplexe  (57)  geliefert  werden  müssen,  indem  man 
darin  die  Exponenten  m^  alle  {Positiven  und  negativen  ganzen 
Zahlen  durchlaufen  läßt. 

Aus  diesem  Ergebnisse  folgert  man  leicht  den 
Umstand,  daß  für  jede  Einheit  s  der  Ordnung  (mit 
positiver  Norm)  die  Potenz  ^  von  der  Form 

(58)  «J*»£5P»  •  •  •  «j*ij  1 

mit  ganzzahligen  Exponenten  ist.  Denn  gewiß  werden 
die  Q  Einheiten 

je  einem  der  q  Komplexe  (57)  angehören,  mithin  wird,  wenn 
Vo)  Vif  '"f^Q^i  Einheiten  der  Reihe  (56)  und  £(%  «(*)  •  •  •,  f^?" ^) 
Produkte  von  der  Form  (58)  bedeuten,  ! 

^Vo  =  V  •  «^^^^  ^Vi  =-  Vi  '  «^^^  •  •  '7  ^Vq-1  =  ^^-1  •  «^^"^^ 
gesetzt  werden  können.  Hieraus  folgt  zunächst  die  Verschieden- 
heit der  Einheiten  tjq,  iy/,  •  •  •,  iy^_i  und  folglich  die  Über- 
einstimmung ihrer  Gesamtheit  mit  der  Reihe  (56),  da  z.  B., 
wenn  %' =  ^i'  wäre,  sich  rj^s^^^  =  rj^s^^^  ergäbe,  die  reduzierten 
Einheiten  i^^,  tj^  also  ein-  und  demselben  Komplexe  angehörten. 
Demnach  ergeben  die  voraufgehenden  Gleichungen  femer  durch 
Multiplikation  die  folgende: 

welche  die  Behauptung  erweist.  Und  somit  dürfen  wir  schließlich 
als  das  Endergebnis  dieser  Betrachtungen  den  Ausspruch  tun: 
Jede  Einheit  e  der  Ordnung  (mit  positiver  Norm) 
kann  mittels  eines  Systems  S  von  5—1  unabhängigen 
Einheiten  «i,  e^^  •  •  •,  «,_i  mit  positiver  Norm  in  der  Form 

IUI  m^  fiif  ~-  ] 

(59)  €  =  £i'v  .  £jT  . . .  a,_f^ 

dargestellt  werden,  in  welcher  die  Exponenten  ratio- 
nale Zahlen,  ihr  gemeinsamer  Nenner  q  die  Anzahl 
der    bezüglich   jenes    Systems    reduzierten   Einheiten  | 

{mit  positiver  Norm)  bezeichnen. 

Bach  mann,  Zahlenthcorie.    V.  23 
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10.  Man  bemerke;  dafi,  wae  in  diesem  Ausspruche  an- 
gedeutet worden,  der  Begriff  der  reduzierten  Einheiten 
nur  ein  relativer,  nämlich  auf  das  System  S  der  ^•—  1  un- 
abhängigen Einheiten,  welches  der  Betrachtung  zum  Ghimde 
liegt,  bezüglich  ist;  deshalb  wird  auch  ihre  Anzahl  p  wechseln, 
wenn  man  statt  eines  solchen  Systems  ein  anderes  wählt. 
Es  gibt  deren  aber  unendlich  viele.  In  der  Tat,  seien 
jfi?!,  -E,,  •  •  •,  £,_!  irgend  welche  ^  —  1  Einheiten  der  Ordnung 
(mit  positiver  Norm).  Der  Beziehung  (59)  zufolge  bestehen 
für  jede  derselben  8—1  Gleichungen: 

(60)      i,(e;)  -  •?;--  i,,  +  ^i,,  +  ...  +  <->  ?,._„ 

(*  =  1,  2,     ..,*  -  1) 

worin  die  Koeffizienten  tn^^^y  m^^%  •  •  •,  m/^,  rationale  ganze 
Zahlen  sind.  Aus  diesen  5—1  Systemen  von  je  5  —  1  Glei- 
chungen ergibt  sich  aber  die  folgende  Beziehung  zwischen  der 
Determinante  L  und  der  analog  mit  ihr  aus  den  Einheiten  E^ 
gebildeten  Determinante  L: 

(61)  L  =  -^^ .  i, 

wenn  man  mit  M  die  aus  den  Koeffizienten  m^^  gebildete 
Determinante  bezeichnet.  Hieraus  folgt,  daß  das  System  von 
5—1  Einheiten  E^y  £,,  •  •  •,  J?,_i  (mit  positiver  Norm)  dann 
und  nur  dann  ebenso  wie  dasjenige  der  s-l  Einheiten 
^19  ^8  7  *  '9  ^«-1  ^^  unabhängiges,  d.  h.  seine  Determinante  L 
positiv  sein  wird,  wenn  die  Determinante  M  positiv  ist.  Es 
ist  aber  ersichtlich,  daß  es  unendlich  viel  Einheitssysteme 
^1,  -Bg?  "  •  •;  -^#-1  geben  wird,  für  welche  dies  geschieht;  denn,, 
wählt  man  die  m^^^  als  beliebige  Vielfache  von  p,  so  werden 
die  E^  Glieder  des  Komplexes  (54),  also  Einheiten  der  Ordnung 
(mit  positiver  Norm)  sein  und  die  Vielfachen  offenbar  auf 
unendlich  viel  Weisen  so  gewählt  werden  können,  daß  M 
einen  von  Null  verschiedenen,  positiven  Wert  erhält.  Nun  ist 
M  stets  eine  ganze  Zahl.  Unter  allen  zulässigen  Systemen 
der  mjP  wird  demnach  mindestens  eins  angebbar  sein,  für 
welches  M  den  kleinsten  Wert  m  erhält  und  damit  auch  L 
ein  Minimum  wird.    Das  zugehörige  System  von  s  —  1  Einheiten 
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J?!,  E2,  •  •  •,  ^,_i  heiße  ein  Fundamentalsystem  von  Ein- 
heiten der  Ordnung. 

Wählt  man  dieses  System  an  Stelle  des  bisherigen  Systems  S, 
womit  dann  L  die  auf  das  Fundamentalsystem  E^^E^j"',E^_^ 
beztigliche  Determinante  vom  kleinsten  Werte  wird,  so  gelten 
die  analogen  Resultate,  insbesondere  gibt  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  bezüglicher  reduzierter  Einheiten  (mit  positiver  Norm), 
welche  wieder  mit  (>,  sie  selbst  mit 

bezeichnet  werden  mögen,  und  sämtliche  Einheiten  der  Ordnung 
(mit  positiver  Norm)  werden  erhalten,  und  jede  von  ihnen 
auch  nur  einmal,  aus  den  q  Komplexen 

(62)  jg; .  J5i'"i-E,"'« .  •  •  El^iit, 

(«•  =  0,  1,  2,  ■  •  . ,  (I  -  1) 

wenn  man  darin  die  Exponenten  m^  alle  rationalen  ganzen 
Zahlen  durchlaufen  läßt. 

Aber  für  ein  Fundamentalsystem  kommt  den  re- 
duzierten Einheiten  eine  ausgezeichnete  Eigenschaft 
zu:  sie  sind  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 

(63)  Ä^  -  1. 

Für  jede  der  Einheiten  H^  nämlich  müssen  sämt- 
liche zugehörige  Exponenten  e^,  ß^;  * ";  ^*-i  gleich  Null 
sein.  Denn,  wählt  man  statt  des  Systems  der  Einheiten 
E^y  E^y  •  •  •,  E^_^  das  System  S^,  E^y  •  •  •,  -E,_i,  so  nehmen 
die  s  —  1  Gleichungssysteme  (60)  die  besondere  Gestalt  an: 

1,{H^  ^  e,  .  1,{E,)  +  e,  •  1,{E^)  +  ...+  .._,.  Z,(i;,.  J 

(*  =  1,  jr,  . . .,  «  -  1) 

h^ßhi  =  hiß^  (A  =  8,  8,  .     .,  #  -  1) , 

(*=  1,  2,  ...,.-  1) 

woraus  für  die  Gleichung  (61)  die  Gestalt 

L  =  ^1  •  Zr 

hervorgeht,  während  e^,  wenn  es  nicht  Null  ist,  einen  positiven 

echten  Bruch   bedeutet;   mithin   wäre  dann  für  jenes  System 

von  s  —  1  Einheiten   die  bezügliche  Determinante  L  kleiner 

als  die  dem  Fundamentalsysteme  entsprechende  Determinante  L, 

23* 
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was  nicht  sein  kann.  Man  schließt  also  e^  und  analog  ^7  -  -*>  ß^.i 
gleich  Null,  mithin  verschwinden  sämtliche  Logarithmen  ljt{H^n 
Eine  Einheit  aber  (mit  positiver  Norm),  deren 
sämtliche  Logarithmen  verschwinden,  ist  eine  q^  Ein- 
heitawurzel.^)  Li  der  Tat  folgt  aus  dem  Schlußsätze  der 
vorigen  Nummer  für  jede  Einheit  E  der  Ordnung  (mit  posi^ 
tiver  Norm)  eine  Gleichung  von  der  Form: 

E9  =  J5?j»»>  JE'j'"« . . .  E^i^  1 

mit  ganzzahligen  Exponenten  m^,  woraus,  wenn  die  sämtlichen 
Logarithmen  lt{E)  =  0  sind,  sich  s  —  l  Gleichungen 

0  «  m,l,{E,)  +  m,l,(E,)  +  •  •  •  +  m.^J,(E,_,) 

(*  =  1, 2,  ...,•-  1) 

mit  nicht  verschwindender  Determinante,  folglich  die  Werte 

m.  —  0  und  somit  ^^      ^ 

'  E^  ^1 

ergibt.  Hiemach  ist  in  der  Tat  jede  der  q  reduzierten  Ein- 
heiten Hf  eine  Wurzel  der  Gleichung  (63),  und,  da  es  g  ver- 
schiedene solcher  Einheiten  gibt,  machen  sie  die  Gesamtheit 
dieser  Wurzeln  aus.  —  Andererseits  ist  offenbar  jede  in  0 
enthaltene  Einheitswurzel  1^  (für  welche  JV(iy)  >  0  ist)  eine 
Einheit  der  Ordnung  (mit  positiver  Norm),  deren  sämtliche 
Logarithmen  Null  sind;  also  stimmt  die  Gesamtheit  der  re- 
duzierten Einheiten  H^  mit  der  Gesamtheit  aller  in  0  ent- 
haltenen Einheitswurzeln  (der  angegebenen  Art)  überein. 

Auf  solche  Weise  ist  schließlich  der  folgende  Dirichlet- 
sche  Hauptsatz  über  die  Einheiten  festgestellt: 

Alle  Einheiten  einer  Ordnung  (mit  positiver  Norm) 
werden  durch  die  Formel 

(64)  E^H'  -Bi'^xjBg'^  .  • .  E^j^i, 

in  welcher  E^y  jKj,  •  •  •,  jB,_j  ein  System  fundamentaler 
Einheiten  der  Ordnung  mit  positiver  Norm,  d.  i.  ein 
solches  System  von  s  —  l  Einheiten  mit  positiver 
Norm  bezeichnen,  deren  zugehörige  Determinante 

(65)  1 1,{E,)  I 
(«,  *  =  1, 2,  ...,*-  1) 

1)  Vgl.  Kronecker,  zwei  Sätze  über  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten,  Werke  I,  p.lOd,  sowie  Min  ko  wski ,  Geometrie  der  Zahlen,p.lS6, 
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den  klein stmöglichen  positiven  Wert  hat^  dadurch 
erhalten  —  und  jede  von  ihnen  auch  nur  einmal  — , 
daß  man  die  Exponenten  m^  alle  möglichen  rationalen 
ganzen  Zahlen^  H  aber  die  endliche  Anzahl  aller  in 
der  Ordnung  enthaltenen  Einheitswurzeln  (für  welche 
N(H)  >  0  ist)  durchlaufen  läßt. 

Nach  Dedekind  nennt  man  den  Absolutwert  der  Deter- 
minante (65)  den  Regulator  des  Systems  von  Fundamental^ 
einheiten  oder,  da  er  von  der  willkürlichen  Auswahl  dieses 
Systems,  wie  leicht  zu  erkennen,  unabhängig  ist,  den  Regu- 
lator der  Ordnung  bezw.  für  0  «  g  des  Körpers. 

Indem  man  nun  für  die  beliebige  Ordnung  o  die  besondere 
Ordnung  g  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers  setzt,  erhält  man 
die  Gesamtheit  aller  Einheiten  des  Körpers  (mit  posi- 
tiver Norm)  durch  einen  völlig  entsprechenden  Satz.  Was  in 
diesem  Satze  die  reduzierten  Einheiten  betrifft,  so  muß  man 
unterscheiden,  ob  man  sämtliche  Einheiten  oder  nur  diejenigen 
Einheiten  des  Körpers,  deren  Norm  +  1  ist,  ins  Auge  fassen 
will.  Handelt  es  sich  um  sämtliche  Einheiten,  so  sind 
stets  die  beiden  Zahlen  ^j^  1  Einheiten  des  Körpers,  welche, 
da  sie  zugleich  Einheitswurzeln  sind,  zu  den  Zahlen  H  zählen; 
weil  sie  als  solche  Wurzeln  der  Gleichung  (63)  sind,  muß 
folglich  p,  d.  i.  die  Anzahl  aller  reduzierten  Einheiten 
gerade  sein.  Man  bedenke  nun,  daß  aus  den  Einheiten  des 
betrachteten  Körpers  diejenigen  der  konjugierten  Körper  er- 
halten werden,  wenn  in  der  Formel  (64)  für  H  und  die  E^ 
ihre  Konjugierten  gesetzt  werden;  da  die  H  aber  der  ganz- 
zahligen Gleichung  (63)  genügen,  sind  ihre  Konjugierten 
gleichfalls  Wurzeln  derselben,  demnach  ist  für  jeden  der  kon- 
jugierten Körper  die  Gesamtheit  der  reduzierten  Einheiten  H 
oder  der  in  ihnen  vorhandenen  Einheits  wurzeln  dieselbe.  Daher 
kann  q  nur  größer  als  2  sein,  wenn  n  ^  2q,  denn  für  p  >  2 
wären  imaginäre  Einheitswurzeln  in  jedem  der  konjugierten 
Körper  vorhanden,  keiner  derselben  also  könnte  reell  und 
folglich  müßte  r  =  0,  d.  i.  n^  2q  sein.  —  Beschränkt  man 
sich  jedoch  auf  die  Betrachtung  derjenigen  Einheiten 
des  Körpers,  deren  Norm  -}-  1  ist,  so  wäre  —  1  nur  dann 
als   eine   Einheit   mitzuzählen,   wenn   n   gerade  ist,   da  sonst 
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N('—  1)  ■=  (—  ly  negativ  wircL  Während  demnach,  so  oft  n 
gerade  ist,  auch  jetzt  dasselbe  gilt,  wie  bei  der  allgemeinen 
Auffassung,  kann  dagegen  im  Falle  eines  ungeraden  n  die 
Zahl  ^  nur  ungerade  und,  da  sie  aus  gleichen  Gründen  wie 
zuvor  nicht  größer  als  2  sein  kann,  nur  gleich  1  sein,  und 
die  einzige  reduzierte  Einheit  ist  dann  selber  gleich  1. 

Noch  eine  Bemerkung,  welche  Minkowski  gemacht  hat^), 
müssen  wir  hier  anschließen.  Wir  dürfen  dabei  wieder  statt 
der  Gesamtheit  g  aller  ganzen  Zahlen  eine  beliebige  Ordnung 
0  des  Körpers  betrachten.  Ist  oc  eine  bestimmte  Zahl  der- 
selben, so  gibt  es  in  ihr  dem  Hilfssatze  in  Nr.  4  des  4.  Kapitels 
zufolge  nur  eine  endliche  Anzahl  Zahlen  a>,  für  welche  die  ab- 
soluten Beträge  der  Konjugierten  o^'^  nicht  größer  sind  als 
diejenigen  der  Konjugierten  a^*^.  Wählt  man  unter  ihnen  eine 
Zahl  /3,  deren  Konjugierten  dem  absoluten  Betrage  nach,  wenn 
möglich,  sämtlich  kleiner  sind  als  diejenigen  von  a,  so  ist 
die  Anzahl  derjenigen  Zahlen,  für  welche  die  absoluten  Be- 
träge der  Konjugierten  wieder  nicht  größer  sind,  als  diejenigen 
von  ß^^\  sicherlich  kleiner  als  die  erstere  Anzahl.  Wird  unter 
ihnen  wieder,  wenn  möglich,  eine  Zahl  y  gewählt,  deren  Kon- 
jugierten absolut  kleiner  sind  als  diejenigen  von  /3,  so  wird 
aufs  neue  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen,  für  welche  die  ab- 
soluten Beträge  der  Konjugierten  nicht  größer  sind  als  die- 
jenigen von  y,  wieder  kleiner  sein  als  die  vorige,  usw.  So 
gelangt  man,  ausgehend  von  jeder  beliebigen  Zahl  der 
Ordnung  notwendig  zu  einer  Zahl  v  derselben  von  der 
Beschaffenheit,  daß  es  keine  von  Null  verschiedene  Zahl  o  in 
der  Ordnung  mehr  gibt,  für  welche  die  sämtlichen  Ungleich- 
i  halten 

I  (66)  a}(*)     absolut     <v^^ 

(i  =  1,  2,  ■  .  .,  n) 

erfüllt  sind.     Jede  solche  Zahl  v  soll  eine  niedrigste  Zahl 
der  Ordnung  heißen.     Ist   aber   v   eine   solche   Zahl   und  s 
I  irgend  eine  Einheit  in  o,  so  ist  auch  vs  eine  niedrigste  Zahl, 

I  denn,  gäbe  es  eine  Zahl  cd  in  0,  für  welche 


1)  Minkowski,  Geometrie  der  Zahlen,  p.  146/146. 
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o«     absolut     <  i/(0«(0, 

(•  «  1.  «,  .  .  .,  n) 

80  wäre  —   eine  andere  Zahl  in  o,  für  welche 

io\(0 


(")' 


absolut    <  i/<^ 

(i  =  1,  ?,  •  •  .,  n) 


entgegen  der   vorausgesetzten    Eigenschaft    Yon   v.    Hiemach 
lassen  sich  alle  niedrigsten  Zahlen  in  Komplexe  von  der  Form 


V  '  £      £       '  *  '  £   *     '■ 


verteilen  und  aus  jedem  derselben  eine  einzige  in  bezug  auf 
das  System  S  der  5-1  unabhängigen  Einheiten  8^,e^,"',€^^, 
reduzierte  niedrigste  Zahl  v^  entnehmen  der  Art^  daß  in 
den  auf  solche  Zahl  co  =»  i/^  bezüglichen  Gleichungen  (50)  die 
sämtlichen  Exponenten  ^i,  c^,  •  •  •,  e,_i  positive  echte  Brüche, 
Null  inklusive,  sind.  Nun  gibt  es  nach  Nr.  7,  worin  man  jedoch 
jetzt  unter  a^y  (d^,  •  • «,  o^  wieder  eine  Basis  der  Ordnung  0 
nnd  unter  ^  die  Quadratwurzel  aus  ihrer  Diskriminante  zu 
verstehen  hat,  dem  Minkowskischen  Satze  gemäB  eine  Zahl 
C3  in  0,  für  welche  die  dort  betrachteten  Formen  f^  die  Un- 
gleichheiten 

(i  =  1,  2,  •  .  .,  n) 

erfüllen,  oder  deren  Konjugierte  diese  Grenzen  nicht  über- 
schreiten. Daher  muß,  wenn  Vq  eine  reduzierte  niedrigste  Zahl 
der  Ordnung  ist,  wenigstens  für  einen  Wert  des  Index  i 

I  "0«  1 5:  i  (D«  I  ^  (7, .  ]/^ 

sein,  da  sonst  für  alle  i  im  Gegenteil  |  o^^  \  <  |  i/q('^  |  wäre,  was 
der  Definition  von  Vq  als  niedrigster  Zahl  widerstreitet.  Wäre  nun 

etwa  I  Vq<*)  I  <  C[,  •  y^j  so  würde  auch  l,  (vq)  und  nach  der 
letzten  der  Gleichungen  (50)  somit  auch  f  auf  endliche  Grenzen 
beschränkt,  womit  dann  auch  durch  die  übrigen  jener  Glei- 
chungen die  sämtlichen  Größen  li(v^,  ^2(^0)?  " 'y  ^*-i(^o); 
d.  h.  die  sämtlichen  Konjugierten  von  Vq  ihrem  Absolutwerte 
nach  in  endliche  Grenzen  gebannt  bleiben.     Nach   dem  Hilfs- 
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Batze  in  Nr.  4  des  4.  Kapitels  kann  daher  die  Anzahl  der 
reduzierten  niedrigsten  Zahlen  nur  eine  endliche  sein. 
Indem  man  diese  endliche  Menge  der  reduzierten  nie- 
drigsten Zahlen  bestimmt,  findet  man  daraus  mit  Hilfe  aller 
Einheiten  der  Ordnung  auch  die  zugehörigen  Komplexe,  d.  h. 
die  sämtlichen  niedrigsten  Zahlen  der  Ordnung.  Aber  man 
kann  auch  umgekehrt  durch  die  Gesamtheit  aller  niedrigsten 
Zahlen  diejenige  aller  Einheiten  der  Ordnung  ermitteln.  Denn 
jede  jener  Zahlen  v  ist  einer  der  reduzierten  niedrigsten  Zahlen 
Vq  assoziiert,  und  indem  man  fQr  alle  mit  v^  assoziierten  nie- 

drigsten  Zahlen   v   den    Quotienten    ~     bildet,   gewinnt   man 

sämtliche  Einheiten  der  Ordnung.  Minkowski  bemerkt,  daß 
die  Lagrangesche  Methode  zur  Auflösung  der  Feilschen 
Gleichung,  d.  i.  zur  Ermittlung  der  Einheiten  eines  quadra- 
tischen Körpers  für  den  Fall  n  ^  2,  q  =  0  in  der  Tat  diesem 
Vorgehen  entspricht  und  hat  in  Nr.  45  seiner  „Geometrie  der 
Zahlen''  dies  eingehend  erörtert. 


Neuntes  Kapitel. 
Ideale  einer  Ordnung  und  die  Anzahl  Ihrer  Klassen.  0 

1.  Nachdem  im  vorigen  Abschnitte  die  Einheiten  für  jede 
Ordnung  in  g  ermittelt  worden  sind,  sollen  jetzt  diese  Ord- 
nungen selbst  genauer  untersucht,  insbesondere  erläutert  wer- 
den, wie  die  Arithmetik  der  Ideale  sich  auf  diese  beschrankteren 
Zahlengebiete  übertragen  ^.ßt.  Nachdem  dann  die  Äquivalenz 
für  die  Ideale  der  Ordnung  und  ihre  Einteilung  in  Klassen 
begründet  worden  sein  wird,  soll  die  Anzahl  dieser  Elassen 
sowohl  für  die  Gesamtheit  g  aller  ganzen  Zahlen  des  Körpers, 
wie  für  jede  einzelne  Ordnung  desselben  ermittelt  und  diese 
mit  jener  verglichen  werden. 


1)  S.  za  diesem  Kapitel  Dedekinds  Festschrift  zur  Säkularfeier 
des  Geburtstages  von  Carl  Friedrich  Gauß,  BrannBchweig  1877. 
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Unter  einer  ^^Ordnung  o  in  ^  verstanden  wir  jeden  n- 
gliedrigen  Modulus  ganzer  Zahlen  des  Körpers ;  welcher  die 
Eigenschaften  einer  Ordnung  hat^  denen  zufolge  alle  rationalen 
ganzen  Zahlen  in  o  enthalten  sind  und 

0-0  =  0 

ist.  Den  Führer  derselben  nennen  wir  wieder  f;  er  ist  ein 
Ideal  des  Körpers  und  jedes  andere  in  o  enthaltene  Ideal  ist 
teilbar  durch  f^  d.  i.  auch  im  Führer  enthalten. 

Zuvörderst  mag  noch  eine  andere  Definition  solcher  Ord- 
nung angemerkt  werden.  Sind  0,  rj,  -  -  -  irgend  welche  ganze 
Zahlen  des  Körpers,  deren  Rationalitätsbereich  denselben  er- 
füllt, sodaß  alle  seine  Zahlen  als  rationale  ganzzahlige  Funk- 
tionen von  Oy  rj,  ' '  •  darstellbar  sind,  so  ist  der  zugehörige 
Integritätsbereich  offenbar  eine  Ordnung,  nämUch  ein  Modulus, 
der  ersichtlich  die  rationalen  ganzen  Zahlen  umfaßt  und  dessen 
Zahlen  mit  einander  multipliziert  wieder  Zahlen  desselben 
ergeben.  Aber  genauer  ist  er  auch  eine  „Ordnung  in  Q^,  Sei 
nämlich 

(1)  [«n  «2;  •••;  «ml 

die  irreduktible  Form  dieses  Modulus;  da  jede  Zahl  des  Kör- 
pers als  eine  rationale  Funktion  Ton  0,  rj,  -  -  -  mit  ganz- 
zahligen Koeffizienten  darstellbar  ist,  kann  sie  auch  als  ganze 
Funktion  derselben  mit  rationalen  Koeffizienten  aufgefaßt  wer- 
den und  geht  demnach,  mit  einer  gewissen  ganzen  Zahl  mul- 
tipliziert, in  eine  Zahl  des  Modulus  über.  Somit  bestehen 
auch  für  die  Basiszahlen  y^,  y^,  *  •  •,  y^  von  g  ganzzahlige 
Gleichungen  yon  der  Form 

kn  =  ««i«i  +  ö^<2«2  +  •  •  •  +  «<«««, 

(.•  =  1,  «,  .  .  .,  n) 

welche  lehren,  daß  m,  das  nicht  größer  sein  kann  als  n,  auch 
nicht  kleiner  als  n  und  folglich  gleich  n  ist,  da  sonst  eine 
ganzzahlige  Beziehung  zwischen  den  Basiszahlen  y^  hervorgehen 
wurde.  Der  Modulus  (1)  ist  also  ein  M-gliedriger  Modtdus 
ganzer  Zahlen  des  Körpers  mit  den  Eigenschaften  einer  Ord- 
nung, d.  i.  eine  „Ordnung  in  g'^,  wie  behauptet.  Man  ersieht 
hieraus,  daß  die  „Ordnung   in  g'^    auch   als   Integritatsbereich 
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irgend  welcher,  den  Körper  erzeugender  Zahlen  definiert  wer- 
den kann. 

Nun  kann  man  für  eine  beliebige  Ordnung  o  dieser 
Art  den  Idealbegriff  TöUig  analog  formulieren^  wie 
er  für  die  besondere  Ordnung  g  gefaßt  worden  ist: 
als  einen  in  o  enthaltenen  Modulus  i  Ton  der  Beschaffenheit, 
daß 

ist;  eine  Beziehung,  welche  durch  die  Gleichheit 

(2)  0  .  i  =  i 

ersetzt  werden  darf,  da  die  Einheit  in  o  enthalten,  mithin  auch 
umgekehrt  t  ^  0  •  t  ist.  Ein  solches  Ideal  i  soll  zum  Unter- 
schiede von  den  früher  definierten  Idealen  des  Körpers 
oder  der  besonderen  Ordnung  g  ein  Ideal  in  o  oder  der 
Ordnung  0  genannt  werden.  Hilbert,  welcher  statt  des 
Wortes  „Ordnung^'  den  Ausdruck  „Ring"  gebraucht,  nennt 
dementsprechend  solche  Ideale  „Ringideale'^ 

Jedes  Ideal  i  in  o  ist  ein  n-gliedriger  Modulus. 
Sind  nämlich  co^,  cd,,  •  •  *,  fi}„  die  Basiszahlen  der  Ordnung  0 
und  a  irgend  eine  yon  Null  verschiedene  Zahl  des  Ideales, 
so  sind 

(3)  acDi,  acDj,  •  •  •,  ao)^ 

n  rational  unabhängige  ganze  Zahlen  des  Körpers,  welche  aber 
der  Definition  eines  Ideales  der  Ordnung  o  zufolge  auch  Zahlen 
des  Ideals  i  sind.  Demnach  kann  jede  Zahl  des  Körpers,  ins- 
besondere also  auch  jede  Zahl  der  Ordnung  o  mit  einer  ratio- 
nalen ganzen  Zahl  multipliziert  als  eine  ganzzahlige  lineare 
Funktion  der  Zahlen  (3),  d.  i.  als  eine  Zahl  in  i  dargestellt 
werden.     Da  nun  offenbar 

0  —  l=-  l 

ist,  schließt  man  aus  dem  Hauptsatze  der  letzten  Nummer  des 
zweiten  Kapitels,  daß  i  ein  n-gliedriger  Modulus  ist.  Seine 
Basiszahlen  X^,  A,,  •  •  •,  A„  lassen  sich  durch  die  dortigen 
Formeln  (öS)  darstellen,  in  denen  allgemein  fi/  =  aco^  zu  denken 
ist;   da  aber  die  Zahlen  (3),  weil  in   o  enthalten,  ganzzahlige 
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lineare  Funktionen  der  (o^  sind^  gehen  jene  Formeln  in  Glei- 
chungen Yon  der  Gestalt: 

(4)  A,  -  a.icji  +  a,.,©,  +  •  •  •  +  a^^ö^ 

(i  =  1,  2,  .  .  -,  n) 

über,  deren  Koeffizienten  ganzzahlig  sind  und  deren  Deter- 
minante nach  dem  Schlußsatze  der  angeführten  Nummer  die 
Anzahl  der  Klassen  inkongruenter  Zahlen  angibt,  in  welche 
die  Zahlen  der  Ordnung  o  (mod.  t)  verteilt  werden  können,  in 
Zeichen: 

(5)  \<^ik\-  (o,  i). 

In  Analogie  mit  der  Definition  der  Norm  für  ein 
Körperideal  nennen  wir  diese  Anzahl  die  Norm  des 
Ideals  i  und  bezeichnen  sie  durch  9^(i). 

Der  Begriff  eines  Ideals  in  o  soll  aber  hinfort 
etwas  enger  gefaßt  werden.  Wir  fügen  ihm  nämlich 
die  neue  Bestimmung  hinzu,  daß  o  der  größte  gemein- 
same Teiler  von  i  und  f  sein  solle,  in  Zeichen: 

(6)  i  +  f  =  0. 

Die  so  definierten  Ringideale  nennt  Hilbert  ,pregulär'^  Nur 
scheinbar  wird  auf  solche  Weise  die  völlige  Analogie  zwischen 
der  Definition  der  Ideale  in  0  und  derjenigen  der  Körperideale 
gestört,  in  Wahrheit  ist  auch  bei  den  letzteren  die  verlangte 
Eigenschaft  vorhanden,  denn  für  sie  geht  die  Gleichung  (6), 
da  der  Führer  der  Ordnung  g  mit  g  übereinstimmt  (s.  Kap.  4, 
Nr.  6)  in  die  folgende  über: 

i  +  9  =-  9, 

welche,  da  i  ^  g  ist,  von  selber  erfüllt  ist.  Durch  Hinzufügung 
dieser  neuen  Bestimmung  gewinnt  man  aber  wesentliche  Vor- 
teile, wie  z.  B.  darin  sich  kundgibt,  daß  die  Kongruenzen 

o  =  a     (mod.  i),     o  =  /}     (mod.  f), 

in  denen  a,  ß   gegebene   Zahlen   in   o    sind,  stets  durch  eine 

Zahl  <o  derselben  Ordnung  erfüllt  werden  kann  (s.  Kap.  2,  Nr.  3). 

Auf  Grund  dieser  Bestimmung  erkennt  man  auch,  daß  o 

die  „Ordnung^^  eines  jeden  Ideales   in  o  ist.     Die  Ord- 
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nung  i^  eines  solchen  Ideals  i  ist  nämlich  die  GesamÜheit  aller 
Zahlen  a^  für  welche  \a^\  ist;  wegen  (2)  gehört  zu  ihr  jede 
Zahl  in  o  nnd  folglich  ist 

(7)  0  5-  i«. 

Andererseits  bestehen  (Kap.  2^  Nr.  2;  4^  Nr.  6)  die  Beziehungen 

WO  unter  )  die  Gesamtheit  der  rationalen  ganzen  Zahlen  ver* 
standen  wird.  Hieraus  folgt  ^  da  für  das  Eörperideal  f  die 
Gleichungen  bestehen 

äf  =  f,  8f-f, 

die  Beziehung  f  ^  f  i®  J-  f ,  d.  h. 

f  i« = f. 

Da  aber  femer  ii^  =  t  ist^  so  ergibt  die  festgesetzte  Gleichung 
(6)  die  folgende: 

0  =  i  +  f  =  oi«, 

während  wegen  }  ^  0  sich 

i®5-ii^5-oi^  =  o 
d.  h. 

i«5-o 

herausstellt.  Diese  Beziehung  zusammen  mit  (7)  gibt  aber  in 
der  Tat  die  Gleichheit 

(8)  0  « i^ 

Femer  gilt  der  Satz:  Der  größte  gemeinsame  Teiler 
t'+i",  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  i' — i",  und 
das  Produkt  i'  •  i"  zweier  Ideale  i',  t"  in  o  sind  wieder 
Ideale  in  o.  Es  leuchtet  in  der  Tat  ohne  weiteres  ein^  daß 
diese  Gebilde  Moduln  in  o  sind,  welche  die  erste  charakte- 
ristische Bedingung  (2)  erfüllen,  und  so  bedarf  es  nur  des 
Nachweises,  daß  ihnen  auch  die  in  (6)  ausgesprochene  Eigen- 
schaft zukommt.     Dies  folgt 

erstens  für  den  Modulus  i  +  i"  aus  den  Gleichungen 
(i'+  i")  +  f  =  i'+  (i"  +  0  =  i'+  0  =  0, 

deren  letzte  aus  i'^  o  hervorgeht; 
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zweitens  ist  wegen  o  —  i'+  f  anch  oi"«=  i'i"+  fi";  da  nun 

W  J-  Ol  =  i ,    1 1  J-  Ol  =  i 
und  endlich 

i"f5-flf  =  f 
ist,  so  ergibt  sich  zunächst  i'*  ^  (i'  —  i")  +  f  und  sodann 

o-i"+f5-(t'-t")  +  f, 
während  selbstverständlich  auch  umgekehrt 

(i'-i")  +  f5-0 
ist^  also  findet  sich 

(i'-t")  +  f-0; 

was  drittens  das  Produkt  x'-\"  anbelangt^  so  folgt  aus  den 
Yorausgesetzten  Gleichungen 

o-i'  +  f,    o  =  i"+f 

durch  Multiplikation  die  andere: 

o.o  =  i'-i"+i'-f  +  i".f  +  f-f 
d.li. 

0  5-t'.i"+f, 

während  doch  auch  umgekehrt 

i'.r+fJ-o 
ist^  also  ergibt  sich 

i'.r+f  =  o. 

Das  Produkt  i  =«  i'i"  zweier  Ideale  ist  durch  jedes 
derselben  teilbar^  d.h.  in  jedem  von  ihnen  enthalten. 
In  der  Tat  folgt  aus  i'^0  die  Beziehung  i^oi"=i",  und 
aus  i"^  0  ebenso  i }«-  oT«-  i'. 

2.  Daß  nun  für  die  so  definierten  Ideale  in  o  genau  die- 
selben Teilbarkeitsgesetze  gelten,  wie  sie  für  die  Eörperideale 
im  6.  Kapitel  hergeleitet  worden  sind,  erkennt  man  am  ein- 
fachsten, indem  man  die  Theorie  der  ersteren  auf  die  der 
letzteren  zurückführt.  Dies  erreicht  man  aber  durch  Beachtung 
einer  einfachen  Beziehung,  die  zwischen  beiden  besteht  und 
sich  in  dem  folgenden  Satze  aussprechen  läßt: 

Jedem  Ideale  der  Ordnung  o  entspricht  ein  be- 
stimmtes zum  Führer  f  der  Ordnung  relativ  primes 
£orperideal,  und  umgekehrt. 
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In  der  Tat^  wenn  i  ein  Ideal  in  o  ist^  so  ist  gt  jedenüalls 
ein  Eörperidealy  da  dies  Produkt  ein  in  g  enthaltener  Modolus 
und  g  •  gt  »  gi  ist;  aus  i  -f  f  =^  ^  folgt  aber  zudem  gt  +  gf 
=  go,  d.  i.  gi  +  f « g,  womit  der  erste  Teil  der  Be- 
hauptung erwiesen  ist.    Denkt  man  sich  t  als  Modulus: 

i  =  [Aj,  Aj,  •  •  •,  Aj, 

80  erkennt  man,  daß  gi  J-  gili  +  gü,  +  •  •  +  gA,  ist;  da  aber 
auch  jedes  der  Produkte  gAj^  in  gi  enthalten  ist,  muß  auch 
g^i  +  gA,  +  •  — h  gA„  J-  gi  sein,  und  somit  erweist  sich 
das  Eörperideal  gi,  welches  dem  Ideale  i  in  0  ent- 
spricht, als  der  größte  gemeinsame  Idealteiler  von 
den  Basiszahlen  oder  Elementen  von  i.  —  Ferner  ist  i 
das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  gi  und  o,  in 
Zeichen: 

(9)  i  =  gi  _  0. 

Denn  jede  Zahl  a,  welche  in  gi  und  o  enthalten  ist,  kann 
wegen  i  +  f  =  0  gleich  ß  +  q)  gesetzt  werden,  wo  ß  eine  Zahl 
in  i  und  q)  eine  Zahl  in  f  bedeutet;  da  aber  ip  ^  a  —  ß  auch 
in  gi  mithin  in  gt  — f  enthalten  ist,  so  ergibt  sich  die  Be- 
ziehung 

gi-0  5-i4-(gi-f); 

umgekehrt  ist  jede  Zahl  /3  +  9,  wo  ß  eine  in  i  und  q>  eine 
zugleich  in  gi  und  f  enthaltene  Zahl  ist,  sowohl  eine  Zahl  in 
gi  als  eine  solche  in  o,  also  findet  sich  auch  umgekehrt 

t  +  (fli  -  f)  5^  fli  -  0, 
daher  endlich 

(10)  gi_o  =  t  +  (9i-f). 

Nach  der  Idealtheorie  (6.  Eap.,  Formel  (95))  ist  aber 

(9i  +  f)-(si-f)-9i-f 
oder 

die  Formel  (10)  verwandelt  sich  also  in 

gi  _  0  =  i  H-  i  •  f  =  (o  +  f)  i  =  Ol  =  i, 
w.  z.  b.  w. 
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Da  weiter 

also 

(11)  fli  +  0  -  9 

ist;  so  ist  g  der  größte  gemeinsame  Teiler  von  gi  und  o. 
Um  nun  den  zweiten  Teil  der  Behauptung  zu  erweisen^ 
sei  ji  ein  beliebiges  zu  f  relativ  primes  Eörperideal^  also 

(12)  i  +  f-9, 

imd  i  bezeichne  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  j  und  o^ 
in  Zeichen: 

(13)  i  =  i  -  0. 

Dieser  in  0  enthaltene  Zahlenmodulus  i  erfüllt  aber  die  Be- 
dingung (2),  denn^  gehört  die  Zahl  a  sowohl  zum  Ideale  \  als 
zur  Ordnung  o^  und  ist  cd  irgend  eine  Zahl  der  letzteren^  so 
gehört  auch  (na  sowohl  zu  j  als  auch  zu  0  und  demnach  zu  i. 
Nun  kann  wegen  (12)  jede  Zahl  in  g  also  auch  jede  in  o  ent- 
haltene Zahl  G>  gleich  a  -f  97  gesetzt  werden,  wo  9  zu  f  und 
a  zu  j  gehört;  da  hieraus  aber  a  »  o  —  q>  sich  auch  als  eine 
zu  0  gehörige  Zahl  ergibt,  so  ist 

CD  =  a  +  9), 

wo  «  zu  j  —  0  und  9)  zu  f  gehört,  mithin  findet  sich 

o5-(i-o)  +  f, 

während  offenbar  auch  umgekehrt 

(i  -  0)  +  f  5-  0 

ist,  und  daher  folgt 

i  +  f-(i-o)  +  f  =  o, 

der  Modulus  i  erfallt  demnach  auch  die  zweite  charakteristische 
Bedingung  (6)  und  kennzeichnet  sich  dadurch  als  ein 
Ideal  in  0. 

Hiemach  ist  gi  ein  zu  f  relativ  primes  Köiperideal,  von 
welchem  leicht  zu  erkennen  ist,  daß  es  identisch  ist  mit  ).  In 
der  Tat  folgt  aus  i  J^  \  zunächst  gi  ^  SJ  =  J.  Andererseits, 
aber  fahrt  die  Gleichung  gi  +  f  =  g  zu  der  andern: 

9i-i  +  fj  =  i, 
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aus  welcher,  da  zugleich 

f  j  J-  i     und     f  i  5-  f  j-  0 

und  somit  f  j|  <^  i  »  )  —  0  ^  gi  ist;  das  Eörperideal  j  als  teilbar 
durch  giy  d.  i.  umgekehrt  )  <^  gi;  im  ganzen  also  j|  —  gi  her- 
vorgeht. 

Durch  diesen  Doppelsatz  ist  eine  feste  Korre- 
spondenz hergestellt  zwischen  den  Idealen  i  in  o  auf 
der  einen,  und  den  zu  f  relativ  primen  Eörperidealen 
l  auf  der  anderen  Seite,  welche  darin  ihren  Ausdruck 
findet,  daß  gleichzeitig 

j  -  gi    und    t  -  i  -  o 

ist.     Insbesondere  sind  auf  solche  Weise  offenbar  die 
Ideale  g  und  o  mit  einander  verbunden. 
Da  successive  (vgl.  (11)) 

gi  +  0  -  gi  +  i  +  f  =  (g  +  o)i  +  f «  gi  +  f  =  g 

gefunden  wird,  so  ergibt  sich  einerseits 

(O;  fli)  =  (P,  gi  ~  o)  -  (o,  i) 
andererseits 

(o,  gi)  =  (o  +  gi,  gt)  =  (g,  gi) 

und  folglich 

(o,  i)  =  (g,  gi) 

d.  h. 

(14)  5R'(t)  =  5R(gi)  =^  5R(i) 

als  die  zwischen  den  Normen  der  einander  ent- 
sprechenden Ideale  i,  j  bestehende  Beziehung. 

Endlich  leuchtet  ein,  daß,  wenn  i',  t"  zwei  Ideale 
in  0  sind,  für  welche 

(15)  8i'=gi' 
ist,  stets  auch 


iff 


i'  =  i" 


sein  maß.     Denn  den  vorigen  Entwicklungen  zufolge  ist 


i  ==:o-gi,    i  -0-gi 


9 


woraus  die  Behauptung  unmittelbar  sich  bestätigt. 

Aus  diesen  Ergebnissen  folgt  nun   sehr   leicht   ein   neuer 
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Satz,  welcher  die  Grundlage  fttr  die  Arithmetik  der  Ideale  in 
0  bildet.  Das  Produkt  i  =«  i'i"  zweier  Ideale  i',  t"  in  o  ist, 
wie  gezeigt  worden,  wieder  ein  Ideal  in  o,  das  in  jedem  der 
enteren  enthalten  oder,  wie  anders  gesagt  werden  darf,  durch 
sie  teilbar  ist,  mit  anderen  Worten:  jeder  Faktor  eines  Ideals 
ist  auch  ein  Teiler  desselben.  Es  wird  auch  hier  wesent- 
lich'nun  darauf  ankommen,  die  Umkehrung  zu  be- 
weisen, daß  nämlich  jeder  Teiler  eines  Ideals  i  in  o 
ein  Faktor  desselben  ist,  oder  daß,  wenn  i  teilbar  ist 
durch  ein  Ideal  t'  in  o,  ein  zweites  Ideal  i"  in  o  vor- 
handen ist  Yon  der  Beschaffenheit,  daß  t »»  i'i"  gesetzt 
werden  kann.  Dies  erkennt  man  aber  einfach  folgender- 
maßen. Ist  i  teilbar  durch  i',  in  Zeichen:  i  ^  i",  so  ist  auch 
gi  ^  gi'  und  somit  der  früheren  Idealtheorie  zufolge  ein  Ideal 
y  des  Körpers  vorhanden,  für  welches 


1'    1" 


ist.  Da  aber  das  Ideal  gi  zu  f  relativ  prim  ist,  muß  dasselbe 
auch  gelten  für  das  Eörperideal  j''  und  demnach  ein  Ideal  i" 
—  und  dem  letzten  Satze  zufolge  nur  ein  einziges  —  in  0 
vorhanden  sein,  für  welches  91"=  j"  ist,  sodaß  die  vorige 
Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 


1'     ^1"         ^      i'i" 


gt  =  flt  .gi  -g-ii  , 

worin  auch  i'i"  ein  Ideal   in  0  ist,   und   wodurch   dann   nach 
dem  letzten  Satze  sich 


X  =  1 1 


ergibt.  Es  gibt  aber  auch  nur  ein  einziges  Ideal  i"  in 
0  von  dieser  Art;  denn,  wäre  V  noch  ein  zweites,  sodaß 
auch 


i^i'r 


gesetzt  werden  kann,  so  würde  daraus 


i'i"- i'i'" 


i'   ^i'/      ^1'   ^i'" 


und  weiter  die  Gleichung 

gi'.gr-gt  .gr, 

folglich  der  früheren  Idealtheorie  zufolge  gi"  »  gi'"  und  nun 
wieder  nach  dem  letzten  Satze  i"  =  i'"  folgen. 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  24 
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Diese  Resultate  lassen  deutlich  erkennen,  daß  f&r  i^^ 
Ideale  einer  beliebigen  Ordnung  ganz  dieselben  Teilbarketts- 
gesetze  Bestand  haben  müssen;  wie  sie  für  die  Edrperideale 
im  6.  Kapitel  gegeben  worden  sind.  Es  ist  daher  nicht  nötige, 
hierauf  noch  weiter  einzugehen;  nur  die  Formel 

(16)  yi\i'\")  ^  9i'(i') .  3i'(n 

zur  Bildung  der  Norm  eines  Produkts  von  Idealen 
in  0  aus  den  Normen  seiner  Faktoren  sei  noch  bemerkt. 
Sie  ergibt  sich  sogleich,  wenn  man  bedenkt^  daß  nach  (14) 

9l'(«")    -5R(9i") 
Stt'O'i")  -  9i(9i'i") 

gesetzt  werden  kann,  die  letztgeschriebene  Norm  aber  nach 
Kap.  6,  Formel  (110) 

5R(9i'i")  -  3(i(gt'  •  fli")  -  91(8 i')  •  ^(iH 
gefunden  wird. 

3.  Nun  läßt  sich  auch  der  Begriff  der  Äquivalenz  von 
Idealen  auf  die  Ideale  in  o  übertragen  und  dann  die  Ver- 
teilung der  letzteren  in  Klassen  äquivalenter  Ideale  bewirken. 
Jedoch  kehren  wir  einstweilen  hier  wieder  zur  Ordnung  ^ 
sämtlicher  ganzen  Zahlen  des  Körpers  zurück.  Zwei  Körper* 
ideale  j,  }'  wurden  äquivalent  genannt,  wenn  es  ganze  Zahlen 
ff,  a   des  Körpers  gibt  von  der  Beschaffenheit,  daß 

(17)  a'i  =  a\' 

ist,  oder,  indem  der  Quotient  ganzer  Zahlen  des  Körpers 
dne  gebrochene  Zahl  genannt  wird,  wenn  eine  gebrochene 
Zahl  ß  vorhanden  ist,  für  welche 

(18)  r  =  ß[ 

ist.  Es  sei  bemerkt,  daß  diese  Beziehung  zweier  Ideale  zu 
einander  auch  auf  eine  andere  Weise  ausgedrückt  werden  kann. 
Nach  dem  Fundamentalsatze  des  6.  Kapitels  gibt  es  für  jedes 
Ideal  j  ein  zugehöriges  anderes  Ideal  m  von  der  Art,  daß  j[m 
ein  Hauptideal  ga  wird.  Besteht  nun  die  Beziehung  (18)^ 
so  folgt 

nach   welcher   Gleichimg   die   inl    Modulus    der   rechten   Seite 
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enthalteiie  Zahl  aß,  weil  auch  in  dem  Ideale  der  linken  Seite 
enthalten,  gewiß  eine  ganze  Zahl,  g  •  aß  also  ein  Hauptideal 
sein  wird;  demnach  ist  mit  j|  •  m  zugleich  auch  \'  •  m  ein 
Hauptideal.     umgekehrt  aber,  wenn  zugleich 

(19)  im  -  ga,     i'm  =  Qa 

Hauptideale  sind,  so  folgt 

a'jm  =  «j'm 

und  hieraus  die  Gleichung  (17),  d.  i.  die  Äquivalenz  von  j 
und  \\  Die  Äquivalenz  zweier  Körperideale  kann  dem- 
nach, wenn  man  will,  auch  dahin  formuliert  werden, 
daß  zwei  Ideale  j|,  \'  äquivalent  genannt  werden,  wenn 
sie  durch  ein-  und  dasselbe  Ideal  m  multipliziert  zu 
Hauptidealen  werden.  Geschieht  übrigens  dies  durch  ein 
Ideal  m,  so  geschieht  es  durch  jedes  Ideal  n,  welches  eins 
der  beiden  Ideale  zu  einem  Hauptideale  macht,  d^in,  ist 
j  •  n  =*  gy,  so  folgt  aus  (18) 

i'-n  =  g./5y, 

in  welcher  Gleichung  sich  wieder  ^y  als  ganze  Zahl,  Q-  ßy  also 
als  Hauptideal  ergibt.  Daher  sind  dann  wieder  zwei  Ideale, 
welche  demselben  dritten  Ideale  äquivalent  sind,  es  auch  unter 
einander,  und  hierdurch  ermöglicht  sich  die  Verteilung  aller 
Ideale  in  Klassen  äquivalenter  Ideale. 

Aber  es  soll  fortan  der  Begriff  der  Äquivalenz 
etwas  enger  gefaßt  werden. 

Zwei  Ideale  j,  j'  sollen  nämlich  nur  dann  äquivalent 
heißen,  wenn  die  Zahl  ß  in  der  Beziehung  (18)  eine  positive 
Norm,  oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn  die  Zahlen  a,  a'  in 
den  Beziehungen  (17)  oder  (19)  Normen  von  demselben 
Vorzeichen  besitzen;  andernfalls  nennen  wir  die  durch  die 
gedachten  Beziehungen  verbundenen  Ideale  halb  äquivalent. 
Gibt  es  im  Körper  keine  Zahlen  ß  von  negativer  Norm,  so 
werden  auch  jetzt  noch  alle  Ideale  von  der  Form  (18)  die 
Klasse  der  mit  j  äquivalenten  Ideale  ausmachen;  andernfalls 
zerfällt  die  bisherige  Elasse  der  mit  j  äquivalenten  Ideale 
nach  der  neuen  Definition  in  zwei  voneinander  zu  scheidende 
Klassen,  indem  die  sämtlichen  Ideale  von  der  Form  (18),  in 
welcher  ß  nur  Zahlen  des  Körpers  mit  positiver  Norm  durch- 
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läuft,  die  jetzige  engere  Klasse  der  mit  )  äquiyalenteii  Ideale 
ausmachen,  während  die  Ideale  derselben  Form,  in  der  ß  nur 
Zahlen  des  Körpers  mit  negativer  Norm  durchläuft,  ebenfalls 
eine  besondere  Elasse  äquivalenter  Ideale  zusammensetzen,  in- 
dem in  der  Tat  zwischen  je  zweien  derselben: 

1  =PJ,     1    =/J  J 

eine  Beziehung  f'  =  ^,  •  j'  besteht,  in  welcher  ^-  eine  positive 

Norm  hat.  —  Gibt  es  keine  Einheiten  mit  negativer  Norm, 
so  werden  beide  Klassen  voneinander  verschieden  sein;  denn, 
gehören  ßi  und  ß'i,  wo  JV(/J)>0,  N{ß')<0  gedacht  wird, 
diesen  beiden  Klassen  an,  so  könnte  die  Gleichheit  ß\^  ß^\ 
nur  bestehen,  wenn  ß^  ^  ße  und  e  eine  Einheit  wäre,  deren 
Norm  dann  negativ  isi  In  diesem  Falle  zerlegt  sich  also  jede 
der  früheren  Klassen  in  zwei,  und  die  Anzahl  aller  Klassen 
äquivalenter  Ideale  verdoppelt  sich.  Ist  dagegen  eine  Einheit  s 
mit  negativer  Norm  vorhanden,  so  fallen  die  beiden  Klassen 
zusammen,  da  wegen  £  -  i »» i  zugleich  mit  der  Gleichung 
f  »  /3|  auch  die  Gleichimg  \'  ^  ßs  '  \  besteht;  in  diesem  Falle 
bleibt  mithin  wieder  trotz  der  engeren  Äquivalenz  die  Ver- 
teilung der  Ideale  in  Klassen  und  deren  Anzahl  unverändert 
dieselbe.  Im  ersteren  Falle  besteht  bei  der  neuen  Fassung 
des  Aquivalenzbegriffes  die  Hauptklasse  H  ersichtlich  nur 
aus  all'  denjenigen  Hauptidealen  ^y,  welche  den  ganzen 
Zahlen  y  mit  positiver  Norm  entsprechen;  aber  auch  im  andern 
Falle  dürfen  und  wollen  wir  fortan  unter  einem  Haupt- 
ideale  Qy  stets  ein  solches  verstehen,  welches  einer 
Zahl  y  mit  positiver  Norm  entspricht. 

Sind  nun  },  j^  die  Repräsentanten  zweier  Klassen  C,  C^ 
der  neuen  Einteilung,  und 

die  übrigen  in  diesen  Klassen  resp.  enthaltenen  Ideale,  sodaB 
ß,  ßi  nur  Zahlen  mit  positiver  Norm  durchlaufen,  so  erhält 
man  durch  die  Formel 

1  •  h  =  /»A  •  J)i 
unendlich    viel    Ideale,    welche    sämtlich   ein-  und   denelbea 
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Klasse  C,  angehören^  denn  jedes  der  Produkte  ßß^  hat  auch 
eine. positive  Norm;  man  darf  daher 

setzen  und  diese  Klasse  C^,  welche  durch  das  in  ihr  befind- 
liche Ideal  \\^  repräsentiert  werden  kann,  die  aus  C  und  C^ 
zusammengesetzte  Klasse  nennen.  Hiemach  leuchtet  ein^  daß 
die  Gesetze  der  Zusammensetzung  der  Klassen  durch  die  engere 
Definition  der  Äquivalenz  in  keiner  Weise  geändert  werden 
können. 

Insbesondere  mag  folgender  Satz  festgestellt  werden:  In 
jeder  der  neuen  Klassen  G  gibt  es  ein  Ideal  \,  das  zu 
einem  beliebig  gegebenen  Ideale  relativ  prim  ist.  Sei 
nämlich  C  die  zu  C  entgegengesetzte  Klasse,  diejenige  näm- 
lich, für  welche 

ist,  und  a  irgend  ein  Ideal  dieser  Klasse,  b  aber  das  gegebene 
Ideal,  so  gibt  es  nach  Kap.  6,  Nr.  16  eine  ganze  Zahl  (d  der 
Art,  daß 

(20)  ab  +  flo  =  a 

ist;  bezeichnet  aber  y  irgend  eine  mit  o  (mod.  dV)  kongruente 
Zahl,  sodaß  (o  ^  y  -^  a  gesetzt  werden  kann,  unter  a  eine  Zahl 
in  ab  verstanden,   so  findet  sich,   da  ab  +  S<^  ^  ^^  ist,  aus 

(20)  auch  die  Gleichung 

(21)  ab  +  fty  =  a, 
derzufolge  ^y^d  ist;  man  darf  daher  setzen 

(22)  gy "-  a  •  i, 

wo  j  ein  Ideal  bezeichnet^  das  offenbar  der  zu  a  entgegen- 
gesetzten Klasse,  d.  h.  der  Klasse  C  angehören  muß,  wenn  die 
ganze  Zahl  y  so  gewählt  worden  ist,  daß  ihre  Norm  positiv 
ist.  Daß  solche  Wahl  aber  möglich  ist,  erkennt  man  aus 
dem  folgenden  allgemeinen  Satze: 

Ist  m  ein  n-gliedriger  Modulus  des  Körpers  und 
(D  eine  gegebene  ganze  Zahl  des  letzteren,  so  gibt  es 
unter  den  mit  cd  (mod.  nt)  kongruenten  Zahlen  immer 
solche,  deren  Norm  positiv  ist.  Dies  versteht  sich  von 
selbst,  wenn  der  Körper  mit  aUen  seinen  Konjugierten  imaginär 
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iBt,  da  aladann  die  unter  einander  konjugierten  Zahlen  stets 
zu  zweien  konjugiert  imaginär  sind,  ihr  Produkt^  d.  i.  die 
Norm  einer  beliebigen  Zahl  des  Körpers  also  positiv  ist. 
Entgegengesetzten  Falls  bemerke  man,  daß,  weil  die  Basis  des 
Modulus  zugleich  eine  solche  des  Körpers  ist,  jede  Zahl  des 
letzteren,  insbesondere  also  auch  die  darin  befindliche  Eins 
mit  einer  rationalen  ganzen  Zahl  m  multipliziert  eine  Zahl  des 
Modulus  werden  muß;  mit  anderen  Worten:  es  gibt  eine 
rationale  ganze  Zahl  m  von  der  Art,  daß  m  =  0  (mod.  m)  und 
daher  für  jeden  rational  ganzzahligen  Wert  h  auch  m  •  h  =  0 
(mod.  m)  ist.     Daher  ist  dann 

y^o  +  h'm^(o  (mod.  m). 

Bildet  man  nun  die  Norm  N(y),  d.  h.  das  Produkt 

(cj(*)  +  Aw)(o(*)  +  hm)  .  • .  (©(*)  +  Am), 

so  läßt  sich  h  so  groß  wählen,  daß  die  sämtlichen  reellen 
Faktoren  desselben  positiv  werden,  während  die  übrigen  als 
paarweise  konjugiert  imaginär  positive  Produkte  ergeben,  also 
wird  dann  N(y)  >  0,  wie  behauptet. 

Diesem  Satze  zufolge  gehört  also  das  durch  die  Beziehung 

(22)  bestimmte  Ideal  j;  bei  passender  Wahl  der  Zahl  y  der 
Klasse  C  an.     Da  nun  vermöge  derselben  Beziehung  aus  (21) 

ab  +  ai  «  a 
d.  i. 

hervorgeht,  so  ist  dasselbe  Ideal  )  relativ  prim  zu  dem  ge- 
gebenen Ideale  6,  wie  es  verlangt  wurde. 

4.  Schon  in  Kap.  6,  Nr.  8  ist  gezeigt  worden^  daß 
die  Anzahl  der  Klassen  äquivalenter  Ideale  endlich 
ist.  Bei  der  Wichtigkeit  dieses  Umstandes  wird  es  erwünscht 
sein,  noch  einen  zweiten,  auf  ganz  anderer  Giundlage  ruhenden 
Beweis  dafür  kennen  zu  lernen,  wie  er  nun  zunächst  hier  ge- 
geben werden  soll.     Jene  Grundlage  ist  der 

Hilfssatz:  In  jedem  Modulus  a  in  g  gibt  es  eine 
von  Null  verschiedene  Zahl  a,  deren  Norm  die  Be- 
dingung erfüllt 

(23)  N{a)  absolut  ^  3l(a)  •  Ä, 

wo  A  eine  nur  von  dem   Körper  abhängige  endliche 
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Konstante  bedeutet  Man  kann  dies  folgendermaßen  ein- 
sehen.   Ist  wieder 

(24)  Wq  -  yiWi  +  yi^  +  -"  +  rn^n 

die  Fnndamentalform  des  Körpers  und  legt  man  den  Un- 
bestimmten U|  ganzzahlige  Werte  ans  der  Reihe  0yl,2y'",k 
bei^  so  entstehen  (A;  +  1)**  yerschiedene  Zahlen  in  Q.  Nun  be- 
deutet 31  (a)  =»  (g^  a)  die  Anzahl  der  (mod.  a)  inkongruenten 
Zahlen  in  g.     Wählt  man  daher  h  &o,  daß 

Ä-  ^  ^(a)  <  (k  +  ly 

wird;  so  müssen  wenigstens  zwei  yerschiedene  der  aus  (24) 
erhaltenen  (k  +  1)"  Zahlen  —  wir  nennen  sie  /,  y'  —  ein- 
ander (mod.  a)  kongruent,  also  ihre  Differenz 

a  =^  y  —  y 

«ine  Yon  Null  verschiedene  Zahl  des  Modulus  a  sein.  Da  aber 
ihre  Koeffizienten  te^  absolut  nicht  großer  sind  als  k,  so  muß 
notwendig 

(25)  a  absolut  ^  [abs.  yi  +  -  -  -  +  abs.  yj  •  k 

sein  und  eine  ähnliche  Ungleichheit  für  die  mit  a  konjugierten 
Werte  bestehen.  Daraus  folgt  dann  für  die  Norm  N(cc)  eine 
Ungleichheit  von  der  Form: 

N{a)  abs.  ^  jfc"  .  J.  ^  9fl(o)  •  A, 

wenn  unter  A  das  Produkt  der  Multiplikatoren  von  A:  in  der 
Formel  (25)  und  den  für  die  Konjugierten  geltenden  verstanden 
wird;  eine  endliche  Größe,  die  in  der  Tat  nur  von  der  Basis 
von  g,  d.  h.  vom  Körper  selbst  abhängt. 

Dasselbe  läßt  sich  auch  auf  Grund  des  Minkowskischen 
Satzes  aus  den  Betrachtungen  in  Nr.  7  vorigen  Kapitels  fest- 
stellen. Bezeichnen  nämlich  die  dortigen  Zeichen  <Di;  cOf?  * *->  o« 
jetzt  eine  Basis  des  Modulus  a^  welche  mit  den  Basiszahlen  y^ 
von  g  durch  n  ganzzahlige  Gleichungen 

ö<  =  ^.in  +  c«y«  +  •  •  •  +  Ci^yn 

(/«  1.8,  ....n) 

verbunden  sind,  deren  Determinante  j  c^^^  \  von  Null  verschieden 
ist,  so  wird  das  Zeichen  ^  an  der  angeführten  Stelle  den 
Absolutwert  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante 
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wo  D  die  Grundzahl  des  Körpers  isi^  bedeuten.  Nach  dem 
dort  ausgeführten  Betrachtungen  ist  es  möglich,  die  Unbe- 
stimmten u^  in  der  Form 

als  ganze  Zahlen^  d.  i.  eine  Zahl  a  des  Modulus  a  so  zu  wählen, 
daß  die  dort  mit  f^  bezeichneten  Formen  den  Ungleichheiten 

genügen,  aus  denen  dann 

N{a)  abs.  ^J^Ci^\  ]/!) 

hervorgeht.  Dem  Schlußsatze  des  zweiten  Kapitels  zufolge 
bedeutet  aber  die  Determinante  c^^ ,  die  Anzahl  (g;  d)  »  91  (a), 
und  somit  ist  nicht  nur  die  Formel  (23)  bestätigt,  sondern 
auch  die  nicht  unwichtige  fernere  Erkenntnis  gewonnen,  daß 
unter  der  Konstanten  A  die  Quadratwurzel  aus  der 
Grundzahl  des  Körpers  verstanden  werden  darf.^) 

Um  nun  die  Endlichkeit  der  Anzahl  nicht  äquivalenter 
Idealklassen  zu  erweisen,  folgern  wir  aus  dem  Hilfssatze  den 
anderen  Satz:  In  jeder  Idealklasse  C  gibt  es  ein  Ideal  |, 
dessen  Norm  die  Konstante  A  nicht  überschreitet. 
In  der  Tat,  versteht  man  unter  dem  Modulus  a  des  Hilfssatzes 
irgend  eins  der  Ideale,  welche  der  zu  C  entgegengesetzten 
Klasse  C  angehören,  so  folgt,  da  mit  a  auch  das  Ideal  g« 
in  a  enthalten  ist,  eine  Gleichung 

unter  j  ein  Ideal  verstanden,  welches  notwendig  der  zu  C 
entgegengesetzten  EQasse  C  angehört.^)  Da  mm  aus  der  vor- 
stehenden Gleichung 

i^(a)  abs. -9l(a).  91(1) 

1;  Siehe  über  eine  noch  geringere  Grenze  Minkowski,  Joiim.  f. 
Math.  107,  p.  278  und  Par.  Gomptes  B.  98,  p.  209. 

2)  In  dieBem  Augenblicke  fassen  wir  zwar  die  Äquivalenz  und  die 
Klasse  in  dem  weiteren  Sinne,  wie  früher;  aus  der  Endlichkeit  der 
Elassenanzahl  in  diesem  Sinne  folgt  jedoch  auch  diejenige  der  Klassen- 
anzahl  im  engeren  Sinne,  da  diese,  wie  bemerkt  worden,  höchstens  das 
Doppelte  der  ersteren  ist. 
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folgt,  80  ergibt  sich  durch  Yerbindiuig  mit  (23)  die  behauptete 
Ungleichheit 

(26)  9l(i)  ^  Ä. 

Bedenkt  man  jetzt,  daß  es  unterhalb  Ä  nur  eine  endliche 
Anzahl  rationaler  ganzer  Zahlen  gibt,  deren  einer  91  (j)  gleich 
sein  muß,  daß  femer  das  Ideal  j|  stets  ein  Teiler  seiner  Norm 
ist,  und  daß  endlich  jede  rationale  ganze  Zahl  oder,  was  das- 
selbe sagt,  das  ihr  entsprechende  Hauptideal  nur  eine  endliche 
Anzahl  Idealteüer  besitzt,  so  folgt  notwendig,  daß  die  Anzahl 
der  Ideale  j,  welche  der  Ungleichheit  (26)  genügen,  und,  da 
sie  sich  auf  die  Idealklassen  in  solcher  Weise  verteilen  müssen, 
daß  jede  mindestens  eins  Yon  ihnen  enthält,  auch  die  Anzahl 
der  Idealklassen  nur  eine  endliche  sein  kann. 

5.  BeYor  wir  dazu  übergehen,  diese  Anzahl,  welche  h 
heiße, .  zu  bestimmen,  wollen  wir  zeigen,  wie  sämtliche  Ideal- 
klassen durch  eine  Anzahl  von  ihnen,  die  man  deshalb 
Fundamentalklassen  nennen  darf,  ausgedrückt  werden 
können.  Die  Idealklassen  bilden  offenbar  eine  endliche  Gruppe 
von  der  Ordnung  %,  da  die  Multiplikation  zweier  von  ihnen 
stets  wieder  eine  Idealklasse  ergibt  Diese  Multiplikation  ist 
zudem,  wie  diejenige  der  Ideale  selbst,  sowohl  kommutatiy  als 
auch  assoziativ,  und  deshalb  gilt  für  die  Ghuppe  der  Ideal- 
klassen ein  allgemeiner  von  Kronecker  bewiesener  Ghmppen- 
satz,  der  in  des  Ver&ssers  „Elemente  der  Zahlentheorie'' 
p.  79 — 88  entwickelt  worden  ist.  Indessen  mag  der  Beweis 
desselben  an  dieser  Stelle  im  Anschluß  an  Hilberts  Dar- 
stellung (Bericht  über  die  Theorie  der  Zahlkörper,  p.  233) 
kurz  reproduziert  werden. 

Da  nach  Kap.  6,  Nr.  9  die  h^  Potenz  jeder  Klasse  C  der 
Hauptklasse  gleich  ist,  so  gibt  es  auch  eine  kleinste  positive 
Potenz  von  C  mit  einem  Exponenten,  der,  wie  leicht  ersicht- 
lich, ein  Teiler  von  h  ist,  welche  mit  der  Hauptklasse  identisch 
wird.  Man  denke  sich  für  alle  Klassen  diese  Exponenten,  zu 
denen  sie  gehören,  bestimmt,  nenne  h^  den  größten  von  ihnen 
allen  und  K^  eine  der  Klassen,  welche  zu  ihm  gehören;  offen- 
bar geben  dann  die  Potenzen 
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hl  yerachiedene  Elassen.  Der  Exponent  K,  zu  welchem  irgend 
eine  andere  Klasse  C  gehört,  muß  ein  Teiler  Yon  h^  sein;  denn 
entgegengesetzten  Falls  wäre  das  kleinste  gemeinsame  Viel- 
fache  von  h,,  K  größer  ab  \;  indem  man  es  aber,  wa«  stets 
möglich  ist,  gleich  A^  •  X'  setzt^  wo  X^y  k'  relativ  prim  und 
Teiler  von  h^,  K  resp.  sind,  erhielte  man  im  Produkte 

eine  Klasse^  welche  leicht  ersichtlich  zum  Exponenten  l^k'^h^ 
gehört,  gegen  die  Bedeutung  von  K^,  Nun  gibt  es  wieder 
für  jede  Klasse  C  eine  kleinste  positive  Potenz,  welche  einer 
jener  h^  Potenzen  von  ÜT^  gleich  wird,  wenn  keine  andere,  so 
doch  sicherlich  die  Potenz  C*'  -«  K^^*  =  H;  man  denke  sich 
für  alle  Klassen  diese  neuen,  ihnen  zugehörigen  Exponenten 
bestimmt,  nenne  h^  den  größten  von  ihnen  allen  und  K^  eine 
der  Klassen,  die  zu  ihm  gehören.  Alsdann  sind  durch  die 
Potenzen 

(27)  ü:»"•ü;^    £:!;:::::;::) 

h^  •  h^  verschiedene  Klassen  bezeichnet,  denn  aus 

wo  auch  ffi,  y^  den  fär  x^  x^  angegebenen  Wertreihen  an- 
gehören, ergäbe  sich  eine  Gleichung  von  der  Form 

aus  welcher,  da  y^  —  x^  als  nicht  negativ  und  kleiner  als  h^ 
gedacht  werden  darf,  notwendig  y^  =  x^  und  darauf  dann 
y^  =  x^  erschlossen  wird.  Femer  erkennt  man  ganz  ähnlich 
wie  zuvor,  daß  die  neuen  Exponenten,  zu  denen  irgend  eine 
Klasse  gehört,  sämtlich  Teiler  von  h^  sein  müssen.  In  gleicher 
Weise  gibt  es  wieder  für  jede  Klasse  C  eine  kleinste  positive 
Potenz,  welche  einem  der  Produkte  (27)  gleich  wird;  und 
wenn  man  sich  für  alle  Klassen  diese  kleinsten  Potenzen  be- 
stimmt denkt  und  bezeichnet  mit  h^  den  größten  ihrer  Ex- 
ponenten und  mit  K^  eine  der  zu  ihm  gehörigen  Klassen,  so 
liefern  die  Produkte 

X,  =  1,  3,  •  .  .,  hj 
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hi'h^  '  h^  yerschiedene  Klassen^  und  die  jetzigen  Exponenten, 
zu  denen  die  einzelnen  Klassen  gehören,  müssen  Teiler  sein 
Yon  h^,  ü.  s.  w.  fort.  Schließlich  ersieht  man,  daß  ge- 
wisse Klassen  K^^  K^,  • '  •,  K„  vorhanden  sind  von  der 
Beschaffenheit,  daß  jede  Idealklasse  und  jede  ron 
ihnen  einmal  durch  das  Produkt 

(29)  K^'^ .  Z,*«    .STg*^    . .  Kfn 

gegeben  wird,  wenn  in  diesem  x^,  ^;  -  *  -,  x„  den  ganzen 
Zahlen  bis  h^,  \j  •  •  *,  h„  resp.  gleichgesetzt  werden, 
wo  \y  \,  '"fK  gewisse  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Nun  ist  so,  wie  die  Klassen  jET^,  £3,  •  •  •,  K„  bestimmt 
worden  sind, 

(30)  ^/'  =  ^?L1^  •  K^LV  '  •  •  ^1% 

wo  a,_i,  aj_2,  •  •  •,  «1  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  sind. 
Da  ferner  -Z/ij^  als  ein  Produkt  der  Klassen  iQ_„  •  •  •,  K^ 
darstellbar  ist  und  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  einer 
Klasse,  welche  dies  ebenfalls  ist,  ein  Teiler  von  %^_i,  mithin 
die  h^_^^  Potenz  jeder  Klasse  gleich&Us  ein  Produkt  der 
Klassen  JK^^g,  •  •  •,  JKj  ist,  so  gilt  dies  auch  von  KJ^i~i.  Daher 
ist  h^  ein  Teiler  von  Ä,._j,  da  sonst  Ä^_i  ==  ä<2  +  r,  0  <  r  <  A^ 
gesetzt  und  aus 

wegen  (30)  schon  K{  als  Produkt  der  Klassen  JK^^ ,,  JT^  __,,-••,  Ä^ 
dargestellt  werden  könnte,  der  Bedeutung  von  K^  und  h^  zu- 
wider. Setzt  man  also  h^_,  »  hj,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht 
auf  das  eben  Gesagte  aus  (30),  daß 

ein  Produkt  der  Klassen  Ä^^j,  •  •  •,  K^  und  folglich  l  -  a^_^ 
durch  Ä^__i  =  l '  Ä,.,  d.  h.  a^_i  durch  A,.  teilbar,  a^^^  =  7«^c^  sein 
muß.     Indem  man  daher 

(31)  C,  -  K,KTJi 
setzt,  geht  aus  (30)  die  Beziehung 

(32)  C^  -  ir*i-2 .  JSTfL- 3 . . .  ir*i 

hervor,  wo  6|_j,  fe|_j,  •  •  •,  b^  wieder  positive  ganze  Zahlen 
oder  Null  sind,  während  man  im  Ausdrucke  (29)  wegen  der 
Beziehung  (31)  offenbar  die  Klasse  Kf  durch  C^  ersetzen  kann, 
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ohne  daß  er  aufhören  wird;  alle  Klassen  darzustellen;  wenn 
die  Xf  die  angegebenen  Werte  durchlaufen;  denn  aus  (31) 
leuchtet  ein,  daß  C^  zu  dem  gleichen  Exponenten  hf  gehören 
wird  wie  K^.  An  den  Ausdruck  (32)  lassen  sich  aber  ganz 
analoge  Folgerungen  knüpfen;  wie  sie  für  den  Ausdruck  (30) 
entwickelt  worden  sind;  und  wenn  man  in  gleicher  Weise 
fortföhrt;  so  erkennt  man,  daß  die  Klasse  K^  durch  eine  andere 
Ä^  ersetzt  werden  darf;  für  welche  A^^i  der  Hauptklasse  gleich: 

ist.  und  somit  ergibt  sich  der  folgende;  oben  gameinte  Satz: 
Es  gibt  gewisse  Fundamentalklassen  Ä^,  A^,  » -  -,  A^ 
Ton  der  Beschaffenheit;  daß  allgemein  A^^i  der  Haupt- 
klasse gleich  ist;  wahrend  jede  Idealklasse  und  jede 
von  ihnen  auch  nur  einmal  durch  das  Produkt 

(33)  C^A^'^iA^'^'-'A/'j 

gegeben  wird;  wenn  darin  die  Exponenten  j;,.  die  Zahlen 
1;  2;  •••;  h^  resp.  durchlaufen;  die  Exponenten  h^y  h^,  "'yJ^a 
sind  positive  ganze  Zahlen;  deren  jede  (wie  nach  dem 
oben  Bemerkten  hinzugefügt  werden  darf)  ein  Teiler 
der  vorhergehenden  ist;  und  die  gesamte  Anzahl  der 
Idealklassen  ist 

(33*)  Ä  ==  Ä^Ä,  . . .  Ä^. 

Die  eindeutige  Darstellung  aller  Idealklassen  durch  den 
Ausdruck  (33);  welche  dieser  Satz  liefert;  läßt  sich  jedoch 
durch  eine  andere  ersetzen;  welche  ihre  besonderen  Vorzüge 
hat  Man  denke  sich  den  Exponenten  h^  in  seine  Primzahl- 
potenzen zerlegt;  die  p\  p\  •  •  •  genannt  werden  mögen: 

(34)  h, = pV  y  •  •  •  • 

Dann  können  bekanntlich  in  eindeutiger  Weise  ganze 
Zahlen  a,  a'j  a'\  a"\  •  •  •  so  angege^ben  werden;  daß 


1*        ff        tff 
.    a     ,    a     .    a 


wird.     Dadurch  geht  A^i  über  in  das  Produkt 
oder;  falls  zur  Abkürzung 
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gesetzt  wird, 


A^i  ^B;"i-B"''''i-- 


J 


WO  nun  die  einzelnen  Klassen  B^^  B",  •  •  •  den  Gleichungen 

b;p  =  H,  b;'p'  =  jff, . . . 

genügen,  deren  Grade  Primzahlen  oder  Primzahlpotenzen  siud. 
Verfährt  man  in  dieser  Weise  mit  jeder  der  Funda- 
mentalklassen ^^.^  so  kann  schließlich  jede  Idealklasse 
in  eindeutiger  Weise  durch  eine  Reihe  Ton  neuen 
Fundamentalklassen  dargestellt  werden^  welche  zu 
Exponenten  gehören,  die  Primzahlen  oder  Primzahl- 
potenzen sind,  d.  h.  welche  der  Hauptklasse  gleich  werden, 
wenn  sie  zu  Potenzen  mit  diesen  Exponenten  erhoben  werden. 
Es  verdient  indessen  bemerkt  zu  werden,  daß,  wenn  die  Ex- 
ponenten, zu  denen  die  Fundamentalklassen  gehören,  auf  solche 
Weise  an  Einfachheit  gewinnen,  sie  andererseits  der  charakte- 
ristischen Eigenschaft  der  Exponenten  h^  yerlustig  gehen,  daß 
jeder  von  ihnen  ein  Teiler  des  yorhergehenden  ist.  Jedoch 
zeigen  die  Formeln  (33*)  und  (34),  daß  auch  jetzt  das 
Produkt  aller  Exponenten,  zu  denen  die  neuen  Funda- 
mentalklassen gehören,  gleich  der  Gesamtanzahl  der 
Idealklassen  bleibt. 

6.  Die  Anzahl  der  Idealklassen  eines  beliebigen  Körpers 
ist  das  völlige  Analogon  zur  Anzahl  der  Klassen  äquivalenter 
quadratischer  Formen.  Es  lag  daher  nahe,  die  analytische 
Methode,  durch  welche  es  Dirichlet  gelungen  ist,  die  letztere 
zu  ermitteln,  auch  auf  das  entsprechende  allgemeinere  Problem 
der  Bestimmung  der  Idealklassenanzahl  zur  Anwendung  zu 
bringen.  Dedekind  hat  dies  getan  und  auf  solchem  Wege 
die  gesuchte  Anzahl  allgemein  wenigstens  soweit  bestimmt,  als 
zur  Zeit  es  möglich  erscheint.  Wir  folgen  seinem  Vorgänge, 
indem  wir  vor  allem  folgenden  Satz  beweisen: 

Ist  I  ein  gegebenes  Körperideal  und  t  eine  posi- 
tive unendlich  wachsende  Größe,  T  aber  die  Anzahl 
aller  verschiedenen  durch  \  teilbaren  Hauptideale, 
deren  Normen  nicht  größer  sind  als  der  jedesmalige 
Wert  von  ^,  so  ist 
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(35)  lim    (^)  =  ^'""^  ■ ''"''  ■  ^ 

wenn  (D)  den  numerischen  Wert  der  Orandzahl  D  und 

(36)  Q  »  ^-^^ ' 

den  Quotienten  aus  dem  Regulator  eines  Systems  von 
Fundamentaleinheiten  und  der  Anzahl  der  im  Körper 
enthaltenen  Einheitswurzeln,  6  aber  Null  oder  Eins 
bedeutet,  je  nachdem  n » 26'  ist  oder  nicht.  Hierbei 
verstehen  wir  unter  einem  Hauptideale  jedes  Ideal  Qa,  für 
welchfia  N(a)  einen  positiven  Wert  hat,  und  dementsprechend 
unter  einer  ,,Einheit''  nur  diejenigen  ganzen  Zahlen  £,  deren 
Norm  +  1  ist.  Ein  solches  Hauptideal  wird  dann  und  nur 
dann  durch  \  teilbar,  d.  i.  in  \  enthalten  sein,  wenn  a  selbst 
eine  Zahl  des  Ideals  },  also 

(37)  a  =  a^ai  +  a^c^  H h  a^a^ 

ist,  vorausgesetzt,  daß  a^,  cc^,  •  •  •,  u^  irgend  eine  Basis  des 
Ideals  }  bezeichnen.  Man  erhält  daher  gewiß  sämtliche  im 
Satze  angegebenen  Hauptideale  ga,  wenn  man  die  Koeffizienten 
a^  in  der  Formel  (37)  so  wählt,  daß 

(38)  0  <  N{a)  <  t 

wird.  Aber  die  so  erhaltenen  Hauptideale  sind  nicht  sämtlich 
voneinander  verschieden.  Zwei  von  ihnen,  ga,  qa  können 
einander  nur  gleich  sein,  wenn  er,  a  einander  eigentlich  asso- 
ziiert, d.  h.  um  einen  Faktor  €  verschieden  sind^  der  eine  Ein- 
heit ist  mit  positiver  Norm;  ist  aber  a  eine  Zahl  in  )  und  s 
irgend  eine  Einheit  mit  positiver  Norm,  so  gehört  auch  ea 
dem  Ideale  j  an,  die  Hauptideale  ga  und  Qsa  sind  mit  ein- 
ander identisch  und  N(€a)  ist  gleich  N(a).  Jedes  der  ge- 
dachten Hauptideale  tritt  also  unendlich  oft  auf.  Bezeichnet 
man  jedoch,  wie  in  Nr.  9  des  vorigen  Kapitels,  mit  «] ,  «j,  •  •  •,  «,_i 
irgend  ein  System  von  s  —  1  unabhängigen  Einheiten  mit 
positiver  Norm  und  mit  rj  jede  der  in  bezug  auf  dieses  System 
reduzierten  Einheiten  mit  der  Norm  +  1,  deren  Anzahl  q^ 
heiße,  so  zerfällt  die  Menge  aller  mit  a  eigentlich  assoziierten 
Zahlen  in  q^  Komplexe  von  der  Form 
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und  in  jedem  derselben  gibt  es^  wie  a.  a.  0.  gezeigt^  eine  ein- 
zige reduzierte  Zahl,  welche  der  Einfachheit  wieder  a  heiße^ 
d.  i.  eine  Zahl  a  yon  der  Beschaffenheit^  daß  in  den  Gleichungen 

(39)  ,, .  Z.^  +  e, .  Z,,  +  . . .  +  e,.,I^,.i  +f'C,^  l,(a) 

(.  =  1.  a, ...,.) 

die  sogenannten  Exponenten  ^(a)  oder  e^  zwischen  0  und  1 
liegen,  in  Zeichen: 

(40)  0  <  e,(a)  <  1. 

(.•  »  1,  2,  ...,.-  1) 

Fügt  man  daher  den  Bedingungen  (37)  und  (38)  noch  diese 
neue  Bedingung  (40)  hinzu,  so  erhält  man  jedes  der  gewollten 
Hauptideale  Qa  genau  q^  Mal,  oder  die  Anzahl  aller  durch 
jene   drei  Bedingungen   bestimmten  ganzen   Zahlen  a  betragt 

Dies   Torausgeschickt,   seien  a/*\  a/'\  •  •  •,  a/"^   die   zu  a, 
konjugierten  Werte  und 

die  dem  Ideale  \  entsprechende  Linearform  w  und  deren  Eon^ 
jugierte.  Jedem  reellen  Systeme  der  Unbestimmten  ti,.  ent- 
spricht ein  eindeutig  bestimmtes  System  w^^\  w^^\  -  •  •,  14;^"^ 
Wird  aber  femer  für  »  =  1,  2,  •  •  •,  s  der  reelle  Bestandteil  des 
Ausdrucks  c^  log  w^^  mit  y^  bezeichnet^   und 

(42)  z^J,^  +  z^l,^  +  •  •'  +  ^.-i^/,,-i  +  V  •  c,  =«  y, 

(«•  =  1, 2.  .  •  •, .) 

gesetzt,  so  sind  auf  solche  Weise  mit  den  u^  zugleich  nicht 
nur  die  y,-,  sondern  auch  die  z^  und  die  Größe  v  als  reelle 
Gb'ößen  eindeutig  definiert.  Aus  den  Beziehungen  (42)  folgt, 
wenn 

(43)  abs.  N{w)  =-  u 

gesetzt  wird,  bei  Beachtung  der  Formeln  (20)  und  (22)  des 
vorigen  Kapitels  noch  die  folgende: 

(44)  nv^y^+y^-\ h  y,  «  log  u. 
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Die  Gesamtheit  aller  reellen  Wertsysteme  u^,  u^,  *  -  •,  u^ 
bildet  ein  n-fach  unbegrenztes  Gebiet.  Wenn  wir  diese  Wert- 
systeme aber  durch  die  den  Ungleichheiten  (38)  und  (40)  nach- 
gebUdeten  Bedingungen 

(45)  0  <  u  <  1 

(46)  0  <  ^,  <  1 

(/=  1,  2,  ....#- 1) 

beschränken^  so  stellen  wir  nicht  nur  yöllige  Analogie  mit  den 
auf  die  Zahlen  a  bezüglichen  Beziehungen  her^  sondern  be- 
stimmen auch  für  die  u^  ein  endlich  begrenztes  Gebiet,  welches 
S  genannt  werde.  In  der  Tat  können  der  letzten  Bedingungen 
wegen  mit  Rücksicht  auf  (44)  die  durch  die  Gleichungen  (42) 
bestimmten  reellen  Größen  y^  endliche,  nur  von  dem  Systeme 
der  unabhängigen  Einheiten  bestimmte  Grenzen  nicht  über- 
schreiten, woraus  dasselbe  für  die  absoluten  Betnige  der  w^^ 
und  deshalb  nach  den  Gleichungen  (41),  deren  Determinante 
Ton  Null  yerschieden  ist,  auch  f&r  diejenigen  der  Unbestimmten 
u^  erschlossen  wird. 

Offenbar  besteht  nun  zwischen  der  Gesamtheit  der  dem 
Gebiete  Sl  angehörigen  Systeme  der  Unbestimmten  u^  und  der 
Gesamtheit  der  vorher  besprochenen  ganzen  Zahlen  a  ein  naher 
Zusammenhang,  den  es  klarzustellen  gilt.  Setzt  man  zur  Ab- 
kürzung 

(47)  d  =  4- 

und  wählt  das  Wertsystem 

(48)  Ml  =  (Joi,  w,  «  da,,  • . .,  M„  =  *a^, 

so  gehen  w^^\  w^^\  •  •  •,  td"^  in  die  d-fachen  der  Zahl  a  und 
ihrer   konjugierten   Zahlen    über,    infolge    davon    wird   N(w) 

==  -r  N(a),  ferner 

Vi  ^  ^i  log  w^^  —  c^  log  d  +  l^a) , 
d.  h. 

Vi  =  ßiW  'hi+'-  +  ß,-i(a)  •  ^i.,-1  +  Ci(f  +  log  *) 

(»•  =  1,  2,  .  .  .,  *) 

aus  welchen  Gleichungen,  wenn  sie  mit  den  Gleichungen  (42) 
verglichen  werden,  die  anderen: 
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jSi^ef{cc),  v^f+logä 

heryorgehen.  Da  nun  fOr  die  Zahl  a  die  Ungleichheiten  (38) 
und  (40)  bestehen,  so  ergeben  sich  für  das  gewählte  Wert- 
system (48)  der  w,.  die  Ungleichheiten  (45)  und  (46),  d.  h. 
jeder  der  Zahlen  a  entspricht  ein  im  Innern  des  Gebietes  % 
gelegenes  System  der  Unbestimmten  tt,.  von  der  Form  (48), 
nämlich  ein  Wertsystem,  welches  durch  d  geteilt  zu  einem 
ganzzahligen  wird.  Umgekehrt  aber  wird  auch  jedem  solchen 
innerhalb  31  gelegenen  Wertsysteme  der  u^  eine  jener  Zahlen  a 
zugeordnet  sein,  da  aus  den  für  die  u^  geltenden  Bedingungen, 
wenn  die  Gleichungen  (48)  statthaben,  sich  eine  durch  die 
aus  den  letzteren  folgenden  Zahlen  a^  bestimmte  Zahl  a  ergibt, 
welche  den  Bedingungen  (37)  bis  (40)  genügt.  Man  erkennt 
also  hiemach,  daß  die  Anzahl  der  gedachten  Zahlen  a  der- 
jenigen der  in  %  gelegenen  Systeme  der  u^  von  der  Form  (48) 
gleich,  nämlich  jede  von  ihnen  gleich  QqT  ist. 

Hier  erinnern  wir  an  einen  allgemeinen  Satz  über 
vielfache  bestimmte  Integrale,  den  zuerst  Dirichlet  in 
seinen  analytisch-zahlentheoretischen  Untersuchungen  benutzt 
hat  und  der  in  des  Verfassers  „Analytischer  Zahlentheorie^^, 
6.  Abschnitt,  Nr.  1  und  13.  Abschnitt,  Nr.  10  entwickelt  wor- 
den ist  (eingehender  in  H.  Webers  Algebra  II,  §  184): 

Das  aus  lauter  positiven  Elementen  bestehende, 
über  das  endliche  Gebiet  %  ausgedehnte  Integral 

fdu^  •  du^  •  •  •  du^ 

kann  als  der  Grenzwert  des  Produkts  aus  der  Anzahl 
aller  im  Innern  von  %  gelegenen  Systeme  der  u^  von 
der  Form  (48)  und  der  Potenz  d"  aufgefaßt  werden 
für  den  Fall,  daß  d  unendlich  klein  wird,  indem  bei 
diesem  Grenzübergange  die  Werte  u^,  wenn  die  a^  um  Ein- 
heiten sich  ändern,  nur  um  ihre  Differenziale  veränderlich  wer- 
den.    In  unserm  Falle  findet  sich  somit 

fdiii  '  dti^  •  •  •  du^  =  lim  {q^  T  •  8^) 
oder,  was  dasselbe  sagt, 
(49)  Jdwj  .(?%..•  dM„  =  (>o  •  }L^  (y)  ' 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V  25 
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Der  Wert  dieses  M-fachen  Integrales  berechnet  sich  dorcli  eine 
Reihe  von  Transformationen  der  Variabeln  und  ergibt  dann 
leicht  die  Formel  (35).  Führen  wir  zunächst  statt  der  u^  durch 
die  eindeutige  Substitution  (41)  die  n  andern  Variabeln  w^% 
w^^\  •  •  •,  iO^*'^  ein,  für  welche  Substitution  die  Funktionaldeter- 
minante 


du. 


a(icW) 


1  1 


a(toW) 

du. 


yj(oc^,  «,,  •  .  •,  a„) 


(«> 


gefunden  wird^  so  ergibt  sich  das  Integral  gleich 

(50)  -  ^ •   fdw^') '  dw^^^ '  - '  du^^'l 

Werden  nun  statt  der  n  =  r  +  2g   Größen   w^^\  w^^,  •  •  •,  t4; 
die   s  =  r  +  q   Größen   y^,   d.  h.    die   reellen   Bestandteile    der 
Logarithmen 

log  i<^^\  log  w^^\  . . .,  log  ti<''\  2  log  «;<'•+ ^\  •  •  •,  2  log «(;('' +^), 

von  denen  die  letzten  q  zu  den  Logarithmen 

2  log  m;('-+«+i),  .  .  ■,  2  log  t<;('-+2?) 

konjugiert  imaginär  sind^  eingeführt,  so  bedarf  es,  um  die 
Größen  w^*^  völlig  zu  bestimmen,  noch  der  imaginären  Be- 
standteile dieser  Logarithmen;   wir.  bezeichnen   dieselben    mit 

i  •  9^17  i  '9^fy",i'  9r^qy  iiidem  wir  die  Bögen  tp^,  (fi  -  ",  ^r+y 
der  Bestimmtheit  wegen  nicht  negativ  und  kleiner  als  2n: 
wählen ;  die  ersten  r  von  ihnen  werden  dann,  da  w^'^\  w^^\  -  •  •,  w^''^ 
reell  sind.  Null  oder  n:  sein.  Auf  solche  Weise  entspricht 
jedem  Systeme  w^^\  w^^\  •  •  •,  w^**^  ein  bestimmtes  Wertsystem 
der  Größen  y^,  y^,  -  •  -,  y^^^,  (p^,  (p^,  •  •  -,  9?^^^,  wie  auch  um- 
gekehrt.    Werden  dagegen  nur  die  n  Größen 

gegeben,  so  sind  dadurch  zwar  auch  die  Größen  w^'''^^\  w^'''^^\  •  •  > 
i^{'-+7)^ .  .  .^  f(:{n)  völlig  mitbestimmt,  dagegen  die  ersten  r  Größen 
«;(*),  w^^\  •  •  •,  w;^'")  nur  bis  auf  ihr  Vorzeichen,  welches  unbe- 
stimmt bleibt,  und  somit  entspricht  jedem  Wertsysteme  der 
Größen  (51)  nicht  ein,  sondern  genau  2''  verschiedene  Wert- 
systeme der  Größen  w^^\  w^\  •  •  •,  w^'*\     Indessen   ist,   da   das 


Ideale  einer  Ordnung  und  die  Anzahl  ihrer  Klassen.  387 

Produkt  dieser  Ghrößen^  nämlich  u,  nach  (45)  positiv  sein  soll, 
von  diesen  Systemen  nur  die  Hälfbe,  also  nur  die  Anzahl  2'"-* 
derselben  zulässig,  wenn  r  >  0,  d.  h.  wenn  nicht  n  ^2s  ist. 
Da  nun  den  Größen   y^,  y^,  •  •  •,  y^^^  wieder   die  Größen   £?,, 

^%f  '  '  •;  ^r+q-if  ^  ^d®^  ^^^^  ^11  ^97  '  '  '}  ^r+q-1}  ^  durch  die 
Beziehungen  (42)  und  (44)  eindeutig  zugeordnet  sind,  so  darf 

man  sagen:  jedem  Wertsysteme 

(52)  ^1,  ^8,  •  •  •,  ^r+q-if  w,  9^^i,  9^+„  •  •  •,  9?^+^, 

welches  den  Bedingungen  (45)  und  (46),  sowie  den  Ungleich- 
heiten 

(53)  0<:9>r+.<2^ 

(,•  =  1,  ?,   .  .  ..  q) 

genügt,  entsprechen,  je  nachdem  n  =^  2  s  ist  oder  nicht,  genau 
2%  bezw.  2'""^  im  Integrale  (50)  auftretende  Wertsysteme  w^^\ 
'W^^\  '  •  •,  w^^\     Nun  findet  sich  zunächst 

für  i  «  1,  2,     . .,  r :  dti<^  =  w^^  •  dy. 


tr^'*) 


M 


rftf«  =  ^. .  dy,  +  tu»  •>/=- 1  •  dtpf 


fÜrt-r+l,  /■  +  2,---,  y  +  g:     ]•  u+o  

rfwC-H-O  =  !^  -  .  dy,  _  tpC+O  .  yCL  1 . d<p^, 


2 

wodurch  die  Funktionaldeterminante  der  «<;»  in  bezng  auf  die 
Größen  (51)  den  Wert 

(54)  Niw) .  (-  i/-n)' = ±  w .  (y- 17 

erhält.     Femer  ist  den  Gleichungen  (42)  zufolge 

(.  =  1,  2,  ■••,  r  +  9) 

und  daher  die  Funktionaldeterminante  der  Größen  (51)  in  bezug 
auf  die  Größen 

gleich  der  Determinante  (49)  des  vorigen  Kapitels,  d.  i.  gleich 

(65)  n.\l,{a;)\. 

Da  endlich  nach  (44) 

(56)  ,         1 


dv  =  —  'du 
nu 


26 
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ist,  SO  ergibt  sich  aus  (54),  (55),  (56)  durch  Zusammensetzung 
das  Resultat: 

Jedes  Element  des  Integrales  (50)  hat  den  Wert 

±  u  •  (V-  l7-  n  '   l,{e^)  i  •  ^^  -  dz,    --  dz^^^__,  •  du  •  d<p^^,  •  •  •  d(p^^^^ 

=  ±  (V-  l)'  •  h  («.)  I  •  d^i  • .  .  dz^^^_^  .  du  .  d(p,^,  ■  •  .  dtp^^, 

und  dieser  selbe  Wert  tritt  dem  oben  Gesagten  zufolge  genau 
2''"'^  mal  auf.  Demnach  geht  der  Ausdruck  (50)  in  den  fol- 
genden über: 


,r  — ff 


hi'i) 


±(''-'>-y:,Kr^:.-:.^/'"--""^-"-''^--'^->.' 

in  welchem  die  Integrationen  in  bezug  auf  die  einzelnen  Ya- 
riabeln  Toneinander  unabhängig  und  durch  die  Ungleichheiten 
(45),  (46)  und  (53)  bestimmt  sind.   Er  findet  sich  also  gleich 

WO  das  Vorzeichen  so  zu  wählen  ist,  daß  der  Ausdruck  positiv 
wird.  Nun  ist  aber  die  Diskriminante  des  Ideals  j  nach 
Formel  (51)  des  ersten  und  Formel  (46)  des  vierten  Kapitels 
gleich  9i(j)'  •  D  und  das  Vorzeichen  von  D  dasjenige  von 
(—  1)',  und  so  gelangen  wir  schließlich,  zur  Gleichung  (49) 
zurückgreifend,  zu  dem  Ergebnisse,  daß  der  Grenzwert 

HS  ■  (t) 

gleich  dem  Ausdrucke 


5»(i)  •  V(fi)  Qo 

ist. 

Der  gefundene  Ausdruck  für    lim  1^)   besteht,  wie   man 

sieht,  aus  zwei  Faktoren,  von  denen  der  erste  nur  von  der 
Natur  des  der  Betrachtung  zum  Ghrunde  liegenden  Körpers  ab- 
hängig, der  zweite  dagegen  durch  das  willkürlich  gewählte 
System  unabhängiger  Einheiten  f^-,  £,,  ■  •  •,  e^_^  bestimmt  ist. 
Da  aber  der  gesamte  Ausdruck  nach  seiner  Bedeutung  von 
dieser  willkürlichen  Auswahl  unabhängig  sein  muß,  da  er  nur 


Ideale  einer  Ordnung  nnd  die  Anzahl  ihrer  ElaBsen.  389 

vom  Körper  selbst   bestimmt   wird^   so   ergibt   sich   die   be- 
merkenswerte Folgernng^  daß  der  Quotient 


zwischen  dem  Regulator  eines  Systems  von  s—1  un- 
abhängigen Einheiten  und  der  Anzahl  der  mit  bezug 
auf  dasselbe  reduzierten  Einheiten  für  jedes  System 
der  gleiche  ist.  Aus  diesem  Grunde  darf  für  diesen  Quo- 
tienten der  auf  ein  System  yon  Fundamentaleinheiten 
bezügliche  |  ^^(j^;^ 

Q 

gesetzt  werden,  und  so  gelangt  man  schließlich  zur  behaupteten 
Formel  (35). 

Auf  Grund  derselben  ist  nun  leicht  die  Wahrheit  dieses 
anderen  Satzes  zu  erkennen: 

Ist  C  irgend  eine  Idealklasse  (wobei  zur  Verteilimg 
der  Ideale  in  Klassen  der  engere  Aquivalenzbegriff  der  Nr.  3 
maßgebend  sein  soll)  und  T  die  Anzahl  verschiedener  in 
C  enthaltenen  Ideale,  deren  Norm  nicht  größer  ist  als 
die  positive  Größe  t,  so  findet  sich 


(57)  Ihn  (f  )  = 


5*-^.  :7r*"-'.  Q 


Bezeichnet  nämlich  )  ein  beliebig  gewähltes  Ideal  der  inver- 
sen  Klasse  C  und  a  die  verschiedenen  Ideale  der  Klasse  C, 
so  sind  die  sämtlichen  Produkte  j  •  a  voneinander  verschiedene 
Hauptideale  Qa,  welche  durch  )  teilbar  sind,  und  umgekehrt 
hat  jedes  Hauptideal  dieser  Art  die  Form  eines  Produkts  j  •  a, 
wo  der  Faktor  a  ein  Ideal  der  zu  C  entgegengesetzten  Klasse 
C  sein  muß.  Indem  also  a  alle  diese  Ideale  durchläuft^  durch- 
läuft i  •  a  die  verschiedenen  durch  j|  teilbaren  Hauptideale,  und,  da 

9iaa)  =  9i(i).iR(a) 

ist,  werden  denjenigen  der  Ideale  o,  deren  Norm  nicht  größer 
ist  als  t,  diejenigen  durch  j  teilbaren  Hauptideale  entsprechen, 
deren  Normen  nicht  größer  sind  als  ^  •  9l(j|);  die  Anzahl  T  im 
ausgesprochenen  Satze  bedeutet  somit  auch  die  Anzahl  dieser 
letztbezeichneten  Hauptideale.     Setzt  man  aber  in  der  Formel 
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(35)  an  Stelle  von  t  die  Große  t-yt{\),  so  ergibt  sich  durch 
Hebung  des  Faktors  3l{\)  die  Gleichung 


«  —  a      _n  —  • 


«"-•e 


; 


wie  sie  behauptet  worden  ist. 

Da  der  so  gefundene  auf  eine  beliebige  Idealldasse  C  be- 
zügliche Grenzwert  allein  vom  Körper  selbst  bestimmt  ist^ 
nämlich  nichts  enthält,  was  der  besonderen  Klasse  charakte- 
ristisch wäre,  ist  er  für  jede  dieser  Klassen  ein-  und  derselbe. 
Wenn  daher  jetzt  unter  T  nicht  die  Anzahl  der- 
jenigen in  einer  bestimmten  Klasse  enthaltenen,  son- 
dern derjenigen  Ideale  überhaupt  verstanden  wird, 
deren  Normen  nicht  größer  sind  als  eine  positive 
Größe  tf  so  erhält  man  endlich  nachstehende  Formel: 

(58)  lim.(y)  =  ^-''    ''""-- ^.A, 

^        ■  f  =  oc     V*/  }/(D)  ' 

welche    die    Grundlage    bildet    zur    Bestimmung    der 
Klassenanzahl  h, 

7.  Hierbei  kann  nach  einem  sehr  allgemeinen  Dirichlet- 
sehen  Satze  (s.  Analytische  Zahlentheorie,  3.  Abschnitt,  Nr.  8) 
der  Grenzwert  zur  Linken  der  vorigen  Formel  durch  einen 
andern  ersetzt  werden.  Wenn  nämlich  die  nach  der  steigen- 
den Größe  der  Normen  geordnete,  über  alle  verschiedenen 
Ideale  )  des  Körpers  ausgedehnte  Summe  ^) 

(59)  5*  -  S  ^  ^W 

(für  A  >  1)  gesetzt  wird,   so   besteht  jenem  Satze  zufolge  die 
Gleichheit 

(60)  lim  .  (^)  =  lim  •  (A  -  1)  Z(A) . 

Wir  leiten  diese  Formel  folgendermaßen  her. 

Bezeichnet  man  mit  F(v)   die  Anzahl   der   verschiedenen 


1)  Über  die  analytische  Natur  dieser  Funktion  von  X  s.  Landau, 
über  die  zu  einem  algebraischen  Zahlkörper  gehörige  Zetafonktion, 
Joum.  f.  Math.  125,  p.  63.    Beachte  auch  Dess.  Arbeit  ebend.  127,  p.l67. 
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Ideale  des  Körpers^  deren  Norm  v  ist,  so  ist  für  jeden  ganz- 
zahligen  Wert  v  der  positiven  Größe  t 

T  ^  F(l)  +  F{^_  ■[ p  F{v) 

und  somit  auch 

(61)  lim  .  (f )  -  lim  .  i^d)  +  J>X«)  +  •  •  -jtli^) . 

Man  denke  sich  nun  die  sämtlichen  verschiedenen  Ideale 

•  •  t  m 

Ji>  hi  l8>  •  •  -7  lo  •  •  • 
nach  der  Größe  ihrer  Normen 

^^19    -*^^2J    ^^t)  }    -^^iJ 

geordnet,  sodaß  allgemein  N^^  Nf_^  ist.  Setzt  man  dann 
V  »  N^,  so  ist  die  Anzahl  derjenigen  Ideale,  deren  Norm  <  v 
ist,  mindestens  i,  da  noch  unter  den  auf  j^  folgenden  Idealen 
einige  sein  können,  deren  Norm  gleich  v  ist;  andererseits  muß 
die  Anzahl  der  Ideale,  deren  Norm  <  v  —  1  ist,  kleiner  als  i 
flein,  da  wenigstens  das  Ideal  j,  eine  schon  größere  Norm  hat. 
So  finden  sich  die  beiden  Ungleichheiten: 

F(l)  +  F(2)  +  -..  +  F(v-l)<i^F(l)  +  F{2)  +  ---  +  F(v), 

denen  man  die  Form  geben  kann 

JP(l)  +  F(2)  +  ...  +  F(v-l)  /        l\        i       F(l)  +  F{2)  +  ^^^+F(v) 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

(62)  2*-^.^^-v<g^ 

80  ergibt  sich  aus  den  Ungleichheiten  mit  Rücksicht  auf  (58) 
und  (61)  für  ein  unendlich  wachsendes  v  ^  N^  oder  i  die 
Gleichung 

lim  ^:^(ßh 

(  SB  OD  / 

d.  h.  man  kann  bei  einem  beliebig  kleinen  d  für  /  einen  so 
großen  Wert  i'  wählen,  daß  für  jedes  i  >  i' 

(63)  ?-'--  *  <  ^  <  ^ 
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bleibt.     Nun  ißt,  wenn  X  >  1 , 

gesetzt,  und  aus  den   letzten  Ungleichheiten   ergibt   sich   das 
folgende  andere  Paar: 

mithin  aus  der  bekannten  Konvergenz  der  Reihe 


00 


für  A  >  1    unter   der  gleichen   Bedingung   auch   diejenige  der 
Reihe  Z{X),    Zudem  ist,  wie  bekannt, 


oo 


man  folgert   also    aus    den  letzten  Ungleichheiten   durch   den 
Übergang  zur  Grenze  A  »  1  die  folgenden: 

gh-S<  lim  .  {k  -  l)Z{l)<gh  +  d 

oder,  da  hier  d  beliebig  klein  gedacht  werden  darf,  die  Gleich- 
heit 

lim.(A-  l)Z(k)^gh, 


;ir=i 


welche  vermöge  (58)  mit  (60)  identisch  ist. 
Demnach  darf  man  setzen 

(64)  h=  ^  lim.  (A- 1)5^     ^  ,, 

wodurch  die  Anzahl  der  Idealklassen  als  Grenzwert 
einer  aus  den  Normen  sämtlicher  Ideale  des  Körpers 
zusammengesetzten  unendlichen  Reihe  bestimmt  wird. 
Wenn  nun  auch  auf  solche  Weise  ein  sehr  bedeutender 
Schritt  getan  ist  zur  Ermittlung  der  Klassenanzahl,  indem  in 
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der  gefundenen  Formel  ein  Gesetz  aufgestellt  ist,  wie  sie  für 
alle  Körper  aus  der  Gesamtheit  ihrer  Ideale  abgeleitet  wer- 
den kann,  so  bedarf  es  doch  noch  der  Summierung  der  in  der 
Formel  enthaltenen  unendlichen  Reihe,  welche  kaum  allgemein 
geleistet  werden  kann,  sondern  je  nach  der  Natur  des  Körpers, 
mit  welcher  die  analytische  Beschaffenheit  der  Reihe  jedenfalls 
aufs  engste  verknüpffc  ist,  verschiedener  Hilfsmittel  bedarf. 
Dieser  Teil  der  Aufgabe  ist  bisher  erst  für  sehr  wenige  Körper 
gelöst  worden;  zu  ihnen  zählen  die  quadratischen  und  einige 
der  biquadratischen  Körper,  desgleichen  die  jene  umfassenden 
Kreisteilungskörper.  Für  die  ersteren  hat  Dirichlet  in  seinen 
Untersuchungen  über  quadratische  Formen  mit  reellen  oder 
komplexen  Elementen  die  Klassenanzahl  unter  endlicher  Form 
angegeben,  für  die  letzteren  Kummer  das  Gleiche  geleistet; 
Dedekind  hat  für  kubische  Körper  die  Aufgabe  behandelt.^) 
Bei  all'  diesen  Untersuchungen  hat  sich  gezeigt,  daß  die  Lösung 
nur  aus  der  genauesten  Kenntnis  der  algebraischen  Eigen- 
schaften des  vorliegenden  Körpers  geschöpft  werden  kann, 
zudem  aber  auch  jedesmal  der  Theorie  gewisser  Transscendenten 
bedarf,  der  Exponentialfunktion,  der  elliptischen  oder  der  Modul- 
funktionen usw.,  deren  Kenntnis  man  erst  viel  weiter  wird 
vertieft  haben  müssen,  bevor  allgemeinere  Resultate  für  den 
gedachten  zweiten  Teil  der  Aufgabe  erhofft  werden  können. 

8.  Indem  wir  also  hier  mit  der  Ableitung  der  Formel  (64) 
die  Betrachtung  dieser  Aufgabe  beschließen,  fügen  wir  jedoch 
noch  einige  Resultate  hinzu,  die  nicht  ohne  weiteres  Interesse 
sind.  Einmal  leuchtet  ein,  daß  die  Gleichung  (59)  für  Z{X) 
auch  so  geschrieben  werden  kann: 


OD 


(09«^)  ^W=-2^ 


F{v) 
i 

V 


1)  Dirichlet,  recherches  sor  diverses  applications  de  Tanalyse 
infinitesimale  k  la  th^orie  des  nombres,  Joum.  f.  Math.  19,  p.  324;  21,  p.  1 
und  134;  recherches  sor  les  formes  quadratiques  k  coefficiens  et  ä  ind^- 
termin^es  complexes,  Journ.  f.  Math.  24,  p.  291.  S.  anch  Bachmann, 
zur  Theorie  der  komplexen  Zahlen,  ebendas.  67,  p.  200.  Femer  Kummer, 
Bestimmung  der  Anzahl  nicht  äquivalenter  Klassen  für  die  aus  X^^ 
Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  komplexen  Zahlen  usw.,  Joum.  f.  Math.  40, 
p.  93  und  117;  Dedekind,  über  die  Anzahl  der  Idealklassen  in  reinen 
kubischen  Körpern,  ebendas.  121,  p.  40. 
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Bedenkt  man  aber,  daß  die  Ideale  aus  den  Primideal- 
potenzen zusammengeset'/t  sind,  gerade  wie  die  sämtlichen 
rationalen  ganzen  Zahlen  aus  den  Primzahlpotenzen,  so  findet 
sich;  entsprechend  der  bekannten  Euler  sehen  Formel 


OD 

'27''  LI  i_  1 


7-n-L 


die  folgende  dritte  Ausdrucksweise  der  Funktion  Z(A): 

wo  die  angedeutete  Multiplikation  sich  auf  sämtliche  Prim- 
ideale  p  des  Körpers  zu  erstrecken  hat.  Dedekind  hat  diesen 
Ausdrucksweisen  noch  eine  vierte  hinzugefügt.  Da,  wenn  p 
eine  rationale  Primzahl  bezeichnet,  das  Hauptideal  Qp  stets 
nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Primidealen  p^,  p^,  •  •  •,  p^ 
zusammengesetzt  ist,  so  findet  sich  p  nur  in  diesen  Primidealen, 
in  ihnen  aber  auch  wirklich,  und  jedes  von  ihnen  hat  einen 
bestimmten  Grad  f^,  /i,  •  •  •,  Z*^,  sodaß  allgemein  9i(pJ  ^p^i  ist. 
Faßt  man  daher  von  den  Faktoren  des  Produkts  (59^)  stets 
diejenigen  zusammen,  die  sich  auf  die  Ideale  derselben  Prim- 
zahl 2>  beziehen,  so  läßt  sich  schreiben: 

(69.)   zw-27       'Ta  "'"V  A"M' 

während  die  Multiplikation  sich  auf  sämtliche  rationale  Prim- 
zahlen ei*streckt.  Entwickelt  man  hier  das  allgemeine  Glied 
des  Produkts,  so  erhält  man  dafür  die  Summe  aller  Ausdrücke 


für  ganzzahlige  x^,  welche  Null  oder  positiv  sind,  und  wenn 
nun  diejenigen  dieser  Ausdrücke  vereint  werden,  in  denen 

den  gleichen  Wert  ^  hat,  und  welche  demnach  sämtlich  gleich 
—.  -  sind,  so  ist  deren  Summe,  da  jedes  Ideal,  dessen  Norm  p' 
ist,  nur  aus   den  Primidealen  p^,  p^^  •  •  •,  p^  zusammengesetzt 
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sein  kann^  nichts  anderes  als  —r-y  demnach  das  allgemeine 
Glied  des  Produkts  (59°)  gleich 

(65)  i  +  ^Sf)  +  ^  +  ^APp  +  .... 

Nnn  hat  die  Funktion  F(v)  die  Eigenschaft;  daß 
für  relativ  prime  Argumente  a,  b 

(66)  F(ah)='F{a)*F(b) 
ist.     In  der  Tat;  ist  j  ein  Ideal;  für  welches 

(67)  gi(i)  =  ab 

ist;  SO  muß;  da  die  Norm  jedes  in  )  aufgehenden  Primideales  p 
nur  eine  Potenz  einer  der  iü  a,  oder  einer  der  davon  ver- 
schiedenen in  b  aufgehenden  rationalen  Primzahlen  sein  kaip; 
91  (p)  in  einem;  aber  auch  nur  in  einem  der  Faktoren  a,  b  nis 
Teiler  enthalten  sein  und  somit  j  sich  in  zwei  Idealfaktoren 
a,  h  zerlegen,  deren  Normen  nur  aus  Primfaktoren  von  a  resp. 
von  b  zusammengesetzt  sind;  und  da 

ab  -  $R(i)  =  yi(a) .  9i(b) 

ist;  muß  notwendig 

9?(a)  =  a;  5«(6)  =  b 

sein.  Also  entspricht  jedem  Ideale  j  mit  der  Norm  ab  ein 
Paar  von  Idealen  O;  6  mit  den  Normen  a,  b  resp.;  die  Anzahl 
solcher  Paare  ist  F(a)  -  F(b)]  da  aber  auch  umgekehrt  jedem 
solchen  Paare  wegen 

ein  Ideal  j  »  ab  entspricht;  dessen  Norm  ab  ist,  so  ist  die 
Anzahl  der  letzteren  Ideale  gleich  der  Anzahl  jener  Paare; 
d.  h.  die  Gleichung  (66)  bewiesen  —  Bildet  man  daher  das 
Produkt  aUer,  den  sämtlichen  rationalen  Primzahlen  p  ent- 
sprechenden Ausdrücke  (65);  so  wird  seine  Entwicklung  zum 
allgemeinen  Gliede  den  Ausdruck 

haben ;  unter  v  jede  positive  ganze  Zahl  verstanden;  und  die 
Formel  (59*^)  kehrt  so  in  die  frühere  Gestalt  (59*)  wieder  zurück. 
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9.  Erinnern  wir  uns  femer  der  Darstellung  (33)  sämt- 
licher Idealklassen  aus  gewissen  fundamentalen.  Ihr  zufolge 
kann  jede  Klasse  C  durch  die  Wahl  der  Exponenten  Xy^yX^y-'-^x^ 
charakterisiert  werden^  die  ihr  in  jener  Darstellung  zukommen. 
Führt  man  aber  die  6  Einheitswurzeln 

ein,  so  sind  mit  jenen  Exponenten  auch  die  folgenden  Potenzen 
derselben: 

(68)  e  *i .,  e  *«,...,  6  *r»    ' 

sowie  auch  umgekehrt  jene  Exponenten  mit  diesen  Einheits- 
wurzeln zugleich  bestimmt,  und  man  darf  daher  auch  diese 
Einheitswurzeln  (68)  als  der  Klasse  C  charakteristisch 
od'er  als  ihren  Charakter  bezeichnen.   Wir  setzen  demgemäß 

(69)  Zx(C)  =  e  *."  ,    ;j,(C)  -  e  ^    ,   . . .,  ^„(C)  =  c  *«  " 

und  nennen  das  System  Ton  Einzel  Charakteren  den  ßesamt- 
charakter  x(C)  der  Klasse  C.  Da  der  Einzelcharakter  Xi(C\ 
den  Werten  1,  2,  •  •  •,  h^  von  x^  entsprechend  h^  Werte  hat^ 
so  beträgt  die  Anzahl  der  möglichen  Gesamtcharaktere  genau 
h  =  AjAg  *  •  •  ^^ay  ^'  ^-  soviel  wie  die  Anzahl  der  Klassen.  Be- 
merkt man  nun,  daß  für  jeden  der  Einzelcharaktere  xAO 
seiner  Definition  zufolge  sich  die  Gleichung 

ZiiC'n  =  XiiC)  ■  x,{G") 
ergibt,  so  darf  man  auch  für  den  Gesamtcharakter  xi^)  ^^® 
Beziehung 

xiC'C")  =  xiC)  ■  X(C") 

ansetzen.  Den  Charakter  einer  Klasse  wollen  wir  aber  auch 
als  denjenigen  eines  jeden  ihr  zugehörigen  Ideals  )  auf- 
fassen; so  ergibt  sich  dann  aus  der  letzten  Gleichung  auch 
für  irgend  zwei  Ideale  des  Körpers  die  folgende: 

ZOT)  =  z(i')  •  xd"). 

derzufolge  die  Formel 
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in  welcher  auf  der  linken  Seite  die  Summation  auf  sämtliclie 

Ideale,  zur  Rechten  aber  die  Multiplikation  nur  auf  die  Prim- 

'  ideale  des  Körpers  zu  erstrecken  ist^  als  richtig  erkannt  wird. 

Übrigens  kann   die  Summe  zur  Linken  auch  folgendermaßen 

geschrieben  werden: 

/'    ,  in 

2 


1  =  1 


(.(c,)-2w) 


wenn  die  zweite  der  angedeuteten  Summationen  sich  nur  auf 
die  Ideide  der  jedesmaligen  Erlasse  Q  bezieht.  Die  Summe  (70) 
ist  das  Analogon  zu  den  Reihen,  welche  in  der  gewöhnlichen 
Zahlentheorie  für  die  Verteilung  der  Primzahlen  auf  Liuear- 
formen  von  bestimmter  Art  oder  auch  auf  die  verschiedenen 
quadratischen  Formen  mit  gegebener  Determinante  die  Grund- 
lage bilden  (s.  darüber  „Analytische  Zahlentheorie'^  4.  und 
10.  Abschnitt),  und  wird  für  die  entsprechenden  Fragen  der 
allgemeinen  Idealtheorie  von  gleicher  Bedeutung  sein. 

10.  Wir  wenden  uns  nunmehr  von  der  Gesamtheit  aller 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  wieder  zur  Betrachtung  irgend 
einer  Ordnung  o  solcher  Zahlen.  Die  Äquivalenz  zweier 
Ideale  der  Ordnung  o  kann  in  ganz  analoger  Weise 
festgesetzt  werden,  wie  diejenige  der  Körperideale, 
indem  man  zwei  Ideale  i,  i'  in  0  äquivalent  nennt, 
wenn  eine,  offenbar  dem  Körper  angehörige  ganze 
oder  gebrochene  Zahl  ft  vorhanden  ist,  für  welche 

(71)  i'  -  /i .  i 

ist;  wir  setzen  dabei  aber  auch  hier  die  Norm  von  ft 
als  positiv  voraus.  Hiernach  leuchtet  dann  sogleich  ein, 
daß  Ideale  der  Ordnung  o,  welche  ein-  und  demselben  Ideale 
dieser  Ordnung  äquivalent  sind,  es  auch  unter  einander  sein 
müssen,  und  da£  daher  sämtliche  Ideale  der  Ordnung  in 
Klassen  verteilt  werden  können  von  der  Art,  daß  alle 
Ideale  derselben  Klasse  unter  einander  äquivalent,  zwei  Ideale 
verschiedener  Klassen  aber  nicht  äquivalent  sind.  Daß  die 
Anzahl  dieser  Klassen  auch  hier  wieder  eine  nur  endliche  ist, 
könnte  ähnlich  bewiesen  werden,  wie  für  die  Körperideale 
geschehen  ist,  wird  sich  aber  durch  die  folgenden  Unter- 
suchungen ganz  von  selber  ergeben.    Da  die  Ordnung  o  selbst 
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ein  Ideal  ist,  so  gibt  es  auch  eine  Klasse  von  Idealen  in  o, 
welche  mit  o  äquivalent  sind;  sie  soU  die  Hauptklasse  ge- 
nannt werden  und  besteht  nach  der  Definition  nur  aus  Idealen 
in  0  von  der  Form  o^l,  worin  fi  eine  Zahl  des  Körpers  mit 
positiver  Norm  ist.  Damit  aber  o/ü  ein  Ideal  in  o  vorstelle, 
muß  außerdem  wegen  1  ^  o  die  Zahl  /i  selbst  eine  Zahl  der 

Ordnung  und  nach  Nr.  1 

Oft  +  f  =  0 

sein.  Diese  für  /i  notwendigen  Bedingungen  genügen 
aber  auch  dazu^  daß  o^  ein 'Hauptideal  in  o  sei,  da  zu- 
gleich mit  ^  auch  Oft  in  0  enthalten  ist,  nach  den  Definitionen 
dann  o/x  auch  ein  Ideal  in  o  und,  da  die  Norm  von  a  positiv 
ist,  mit  0  äquivalent  also  ein  Hauptideal  sein  wird. 

Auch  hier  ist  wieder  der  Satz  von  fundamentaler 
Bedeutung,  daß  zu  jedem  Ideale  i  in  o  ein  zweites 
Ideal  i'  in  o  gefunden  werden  kann  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  das  Produkt  i  •  V  ein  Hauptideal  der  Ordnung 
wird.  Er  ist  auf  Grund  der  in  Nr.  2  gemachten  Bemerkungen 
leicht  zu  beweisen.  Wegen  der  Bedingung  i  +  f  =  0  und  da 
die  Zahlen  0,  1  beide  der  Ordnung  0  angehören,  läßt  sich  nach 
Kap.  2,  Nr.  3  eine  Zahl  /x  bestimmen,  welche  den  Kongruenzen 

(72)  /i  2=  0  (mod.  i),     fi  =  1  (mod.  f) 

genügt,  und  diese  dem  Modulus  i  angehörige  Zahl  kann  zu- 
dem (nach  Nr.  3)  so  gewählt  werden,  daß  ihre  Norm  positiv 
wird.     Da  hiemach  einerseits  ft  ^  i  ^  0  ist,  folgt 

0^  ^  00  d.  h.  0^  ^  0, 

und  da  auch  f  ^  0  ist,  ergibt  sich 

Oft  +  f  J-  0. 
Andererseits  ist  nach  der  zweiten  der  Kongruenzen  (72) 

1  =  f*  +  9> 
wo  q>  eine  Zahl  des  Ideals  f  ist,  also  folgt 

0  J-  Oft  +  of  5-  Oft  +  f. 

Durch  Verbindung  beider  Resultate  erschließt  man  die 
Gleichung 

Oi[Z  +  f  =  0 

und  hieraus 

9i^  +  f  =  9, 
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was  zeigt,  daß  der  wegen  der  ersten  Kongruenz  (72)  in  i  ent- 
haltene  Modul  Oft  ein  Hauptideal  der  Ordnung  ist.  Nach  Ende 
Yon  Nr.  2  schließt  man  hiemach  die  Existenz  eines  Ideals  i'  in  o, 
für  welches  o/t  =  i  •  i'  ist,  w.  z.  b.  w. 

Nach  Nr.  1  ist  das  Produkt  i'i"  zweier  Ideale  i',  i"  in  o 
wieder  ein  Ideal  in  o;  durchlaufen  aber  i',  \'  alle  Ideale  zweier 
gegebenen  Klassen  (7^  C",  so  werden  ersichtlich  die  sämtlichen 
Produkte  i'  •  i"  unter  einander  äquivalent  oder  ein-  und  der- 
selben dritten  Klasse  C  angehörig  sein,  die  wieder  die  aus 
C\  C"  zusammengesetzte  Klasse  heißen  und  als  das 
Produkt  C  ^  C  C"  geschrieben  werden  soll  Offenbar 
ist  die  Ordnung  der  Faktoren  eines  solchen  Produkts  beliebig. 
Setzt  man  so  eine  Klasse  G  mit  der  Hauptklasse  der  Ordnung, 
welche  H^  heiße,  zusammen,  so  entsteht  wieder  die  Klasse  Cy 
in  Zeichen: 

(73)  CH,  =  C, 

denn,  sind  i  und  Ofi  Ideale  in  C  und  Hq  resp.«  so  gehört  das 
Produkt  i  •  0/tt  =  i/i  derselben  Klasse  an  wie  i.  Da  femer  zu 
einem  Ideale  i  der  Klasse  C  dem  eben  bewiesenen  zufolge  ein 
Ideal  i'  einer  gewissen  Klasse  C  gefunden  werden  kann,  für 
welches  ii'  ein  Hauptideal  also  zu  Hq  gehörig  ist,  so  gibt  es 
zu  jeder  IQasse  C  eine  Klasse  C  Ton  der  Beschaffenheit,  daß 
die  zusammengesetzte  Klasse 


(74)  C'C'  =  H, 


0 


ist;  es  gibt  auch  nur  eine  solche  Klasse,  denn,  wäre  C"  noch 

eine  andere   derselben  Art,  sodaß  auch  C  -  C"  =*  Hq  wäre,  so 

ergäbe  sich,  wenn  diese  Gleichung  mit  C\  die  Gleichung  (74) 

mit  C"   zusammengesetzt  würde,  mit  Rücksicht  auf  (73)   die 

folgende: 

CCC"  =  fioC  =  HoC"  ==  C  =  C". 

Die  so  eindeutig  bestimmte  Klasse  C  wird  die  zur  Klasse  C 
reziproke  oder  inverse  oder  entgegengesetzte  Klasse  genannt, 
und  es  ist  klar,  daß  umgekehrt  C  die  zu  C  entgegengesetzte 
Klasse  ist.   Aus  einer  Gleichheit  zwischen  Klassen  yon  der  Form 

AC^BC 
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ergibt  sich  demnach  immer  die  Gleichheit  Ton  ^,  1?,  da  jene 
durch  Zusammensetzung  mit  C  in  die  folgende: 

d.  h.  AH^^  BHq  oder  A^B  übergeht.  Sind  endUch  A,  B 
irgend  zwei  Idealklassen  in  o,  so  gibt  es  stets  eine  ganz  be- 
stimmte Klasse  C  in  o  von  der  Art;  daß 

A  =  BC 

ist;  denn  dieser  Beziehung  genügt  die  Klasse  C »  AB\  wo 
jB'  die  zu  B  entgegengesetzte  Klasse  bedeutet,  und  offenbar 
die  so  bestimmte  Klasse  allein. 

11.  Die  Anzahl  der  Idealklassen  einer  beliebigen  Ordnung  o 
kann  auf  ganz  entsprechende  Weise  bestimmt  werden,  wie  die- 
jenige der  Idealklassen  der  Gesamtheit  g  und  läßt  dann  eine 
Yergleichung  mit  der  letzteren  zu,  die  in  einer  sehr  eleganten 
Formel  ihren  Ausdruck  findet.  Bei  der  Übereinstimmung 
der  hier  erforderlichen  Betrachtungen  mit  den  Entwicklungen 
der  Nr.  6  und  7  dürfen  wir  uns  kurz  fassen,  indem  wir  nur 
die  Hauptmomente  derselben  hervorheben. 

Wie  in  Nr.  6  beginnen  wir  mit  der  Aufsuchung 
des  Grenzwertes 


Ü".  ■  (t). 


worin  T  die  Anzahl  der  Hauptideale  oa  in  o  bedeutet, 
deren  Normen  nicht  größer  als  t  und  welche  durch 
ein  gegebenes  Ideal  i  in  o  teilbar  sind.  Diese  Haupt- 
ideale oa  sind  dadurch  charakterisiert,  daß 

1)  a  eine  dem  Ideale  i  angehörige  Zahl,  also,  wenn  a^,  o,,  "ya^ 
die  Basiszahlen  des  Ideals  bedeuten,  von  der  Form 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  a^  ist, 

2)  daß  oa  -f  f  =  0  ist,  und 

3)  daß  o<N{a)^t  ist. 

Die   beiden   ersten   dieser  Bedingungen   sprechen  sich   in 
den  Kongruenzen  aus: 

(75)  a  =  0  (mod.  i),     a  =  co  (mod.  f), 

wo  CD  irgend  eine  der  (mod.  f)  inkongruenten  Zahlen  der  Ord- 
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üQiig  0  bezeichnet^  fQr  welche  oo  +  f  ^  0  ist;  die  Anzahl  der 
letzteren  Zahlen  heiße  9o(f)*  ^^  wegen  der  Bedingung  t  +  f  "^  o 
nach  Kap.  2,  Nr.  3  die  Kongruenzen  (75)  für  jede  solche  Zahl  a 
miteinander  yerträglich  sind  und  ihre  Lösungen  eine  bestimmte 
Klasse  kongruenter  Zahlen  (mod.  i  —  f)  ausmachen,  so  gibt  es 
9o(f)  nach  dem  Modulus  i  —  f  inkongruente  Zahlen  et,  welche 
den  obigen  Bedingungen  1)  imd  2)  genügen,  oder  sämtliche 
ihnen  genügende  Zahlen  a  zerfallen  in  9o(f)  Zahlenklassen 
(mod.  i  —  f).     Man  sieht  zunächst  leicht  ein,  daß 

ist.  Denn  einerseits  folgt  aus  f^o  und  i  ^  0  ^  g,  daß  if 
sowohl  in  oi  =  i  als  in  f g  »  f,  mithin  in  i  —  f  enthalten  ist; 
andererseits  ist  i  —  f,  weil  in  t,  auch  in  gi,  und  weil  auch  in 
dem  zu  gi  relativ  primen  Ideale  f  enthalten,  auch  in  ihrem 
kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  d.  i.  ihrem  Produkte 

enthalten.  —  Femer  ist  aber  nach  dem  Schlüsse  des  4.  Kapitels, 

wenn 

k  -  (9,  0)  =-  91(0) 

gesetzt  wird,  das  Hauptideal  g/?  in  f  enthalten.     Daraus  folgt 

i ;  t  ^  t  •  f 

und  demnach  setzt  sich  jede  der  gedachten  9^0  (f)  Zahlenklassen 
(mod.  if)  aus  einer  Anzahl  (if,  ik)  engerer  Zahlenklassen  zu- 
sammen, sodaß  die  Anzahl  inkongruenter  Klassen,  in  welche 
die  oben  gedachten  Zahlen  a  (mod.  ik),  d.  i.  in  bezug  auf  den 
Modulus 

(76)  [ka^,  ka^,  •  • .,  ÄaJ 
zerfallen, 

(77)  c  =  9,0(0  •  (if,  i*) 
beträgt. 

Es  ist  wesentlich  zu  beweisen,  daß  diese  Zahl  c 
eine,  von  dem  besonderen  Ideale  t,  das  gerade  be- 
trachtet wird,  unabhängige  Konstante  ist.  Hierzu 
bemerke  man,  daß  aus 

die  Grleichungen 

(9;  0  -  (9,  0) .  (0,  i),    (g,  i)  =  (g,  gi)  •  (gi,  i), 
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folglich  diese  andere: 

(9,  o) .  (o,  i)  -  (g,  gi)  -  (gi,  i), 
d.  h.,  da  91' (i)  «  (o,  i)  =«  9l(gi)  =  (g,  gi)  ist,  die  Gleichung 

k  =  (gi,  i) 
zu  erschließen  ist,  der  offenbar  auch  die  Form 
(78)  Ä  =  (*gi,  Ai) 

gegeben  werden  kann.   Andererseits  bestehen  die  Ungleichheiten 

*9i5-i9f--if5-g, 
folglich  ist 

(9.  *9i)  -  (9,  f  i)  •  (f  i;  9*0; 
also 

Die  Verbindung  dieser  Formel  mit  der  Formel  (78)  ergibt 

(fi,  Äi)  =  (fi,  9Ä:i)  •  (gÄi,  ki)  «  ^^ 
und  folglich  nach  (77) 

(79)  ^=■^"(^^"'^ 

d.  i.  ein  nur  von  der  Ordnung  0  bestimmter  Wert. 

Denkt   man  sich  nun  aus  jeder  der  c  Klassen  (mod.  ki) 

je  eine  Zahl 

{i  =  1,  2,  •  .  .,  c) 

ausgewählt,  so  werden  sämtliche  Zahlen  a,  welche  die  beiden 
obigen  Bedingungen  1)  und  2)  erfüllen,  gegeben  durch  die  c 
Ausdrücke 

(80)  a  =  (c/O  +  ka^)a^  +  (Cj«  +  Äa^)«^  +  •  •  •  +  (c„W  +  kaja^, 

(•  =  1,2,    "-,€) 

wenn  darin  die  a^  sämtliche  rationale  ganze  Zahlen  durch- 
laufen, und  offenbar  jede  von  ihnen  auch  nur  einmal.  Von 
air  diesen  Zahlen  a  sind  jedoch  wegen  3)  nur  diejenigen  bei- 
zubehalten, deren  Norm  positiv  und  nicht  größer  als  t  ist, 
in  Zeichen: 

(81)  0<Ni,a)'^t 

Wenn  nun  zwar  hiermit  auch  die  sämtlichen  durch  i  teil- 
baren Hauptideale   Oa,  um  welche  es  sich  handelt,  bestimmt 


Ideale  einer  Ordnung  und  die  Anzahl  ihrer  ElasBen.  403 

siody  so  ist  doch  zn  bemerken,  daß  man  jedes  derselben  un- 
endlich oft  erhält,  da,  wenn  ctq  irgend  eine  der  angegebenen 
Zahlen  und  e  eine  Einheit  der  Ordnung  mit  positiver  Norm 
bezeichnet,  offenbar  auch  ckq  eine  jener  Zahlen  darstellt,  die 
unendlich  vielen  Hauptideale  oacc^  aber,  übrigens  auch  nur 
diese,  dem  Hauptideale  occq  gleich  sein  werden.  Wählt  man 
indessen  irgend  ein  System  von  s  —  1  unabhängigen  Einheiten 
in  0,  wie  in  Nr.  9  des  vorigen  Kapitels,  z.  B.  ein  System  von 
Fundamentaleinheiten  e^,  e^j  •  -  -;  £«.i;  so  lassen  sich  von  den 
sämtlichen  zu  Uq  eigentlich  assoziierten  Zahlen  a  =  sa^  durch 
die  Bedingung,  daß  für  die  zugehörigen  Exponenten  e^(a)  in 
den  Gleichungen 

(82)  e,{a)l,,  +  e,{a)l,,  +  •  •  -  +  e,.,(a)Z,.  ..^  +fc,^  l,{a)  . 

die  Ungleichheiten 

(83)  0  ^  e,{a)  <  1 

(i  =  l,  2,  ■•  •,  *-l) 

erfüllt  seien,  genau  soviel  isolieren,  als  die  Anzahl  der  bezüg- 
lichen reduzierten  Einheiten  oder  der  in  der  Ordnung  vor- 
handenen Einheitswurzeln  beträgt,  die  wir  q^  nennen  wollen. 
Demnach  beträgt  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen  a,  welche  durch 
die  Formeln  (80)  bestimmt  sind  und  den  Ungleichheiten  (81) 
und  (83)  genügen,  offenbar  q^  •  T. 

Verfährt   man  nun  weiter  ganz  wie  in  Nr.  6,  so  findet 

T 
sich  der  Grenzwert  von        wieder  durch  ein  n-faches  Integral 

bestimmt,  bei  welchem  jedoch  die  Zuordnung  der  Variabein  ?*,. 
zu  den  Koeffizienten  der  Zahlen  a  in  zwei  Punkten  von  der 
früheren  sich  unterscheidet.  Zunächst  sind  dort  die  Zahlen  a 
auf  die  einzige  Linearform  (37)  beschränkt,  während  ihnen 
hier  die  c  verschiedenen  Linearformen  (80)  verstattet  sind. 
Aber,  wenn  man  zunächst  auch  nur  diejenigen  a  in  Betracht 
zieht,  welche  einer  einzigen  dieser  Linearformen  entsprechen, 
so  werden  die  Variabein  u^  doch,  statt  durch  die  dortigen 
Formeln  (48)  bestimmt  zu  werden,  mit  den  Zahlen  a  jetzt 
durch  die  Formeln 

u^  ^  Sc^i')  +  Ska^,  u^  -=  dc^^^  +  dha^,  . . .,  u.  =  r) c/)  +  dka„ 
verbunden  sein.    Bei  unendlich  wachsendem  Werte  von  t  oder 

26* 
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unendlicher  Abnahme  von  d  ^  t:t  sehen  diese  Formeln  in  die 
anderen: 

Uj  =  d  •  ka^,  Wj  =  d  •  ka^y  •  •  •,  m^  =  <J  -  ka^ 

über,  was  znr  Folge  hat,  daß  die  Formel  (49)  die  Gestalt 
annimmt 

(84)  I  dwj  •  dM,  •  •  •  du^  =  Po  *  ^  '  ^™  '  (t)  ' 

Hier  ergibt  sich  aber  nun,  wenn  man  noch  bedenkt^  daß 
die  Diskriminante  ^{cc^,  cc^,  •  > -,  a„)  des  Ideales  t  gleich 
91' (i)*  •  D  ist,  unter  D  die  Diskriminante  der  Ordnung  o  ver- 
standen, der  Wert  des  auf  eine  jener  Linearformen  (80)  be- 
schrankten Integrales  analog  mit  Nr.  6  gleich 

ein  Wert,  der  nichts  an  sich  enthält,  viras  der  besonderen  eben 
betrachteten  Linearform  (80)  charakteristisch  wäre,  und  daher 
für  jede  derselben  Geltung  hat;  also  folgt  für  das  gesamte, 
alle  c  Linearformen  umfassende  Integral  (84)  der  c- fache  Wert 
und  folglich  bei  Beachtung  von  (79)  und,  weil 

D  =  9l(o)* .  D  =  Ä« .  D 

ist,  nachstehende  Formel: 

wenn  zur  Abkürzung 


(85)  Ihn.Q» 


(86)  n  .  \}M 


»         «. 


den  Quotienten  zwischen  dem  Regulator  des  Systems 
von  Fundamentaleinheiten  und  der  Anzahl  der  Ein- 
heitswurzeln der  Ordnung  o  bezeichnet. 

12.    Die  Formel  (85)   läßt   sich   anders  schreiben,   wenn 
man  bemerkt,  daß 

lim  .  (-^-)  =  Hm  .  m+Z^^lll+m 
gesetzt  werden  darf,  unter  F{y)  die  Anzahl  derjenigen  durch  i 
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teübaren  Hauptideale  in  o  verstanden,  deren  Normen  gleich  v 
sind.  Ganz  analog  wie  in  Nr.  7  ist  dann  nämlich  einzusehen, 
daß 


ür© 


lim.(A-l)  V 


ist,  wo  die  Summation  sich  auf  alle  durch  i  teilbaren  Haupt- 
ideale in  0  erstreckt.  Demgemäß  nimmt  die  Formel  (85)  die 
Gestalt  an: 

(87)         lim  .  (A  ^  ^)yi-^  -  ^^-  '  ^"^"7>  > 

Durchläuft  nun  a  alle  Ideale  einer  gegebenen  Klasse  0  in  o 
und  bezeichnet  i  ein  bestimmtes  Ideal  der  entgegengesetzten 
Klasse  C\  so  ist  jedes  Produkt  ai  ein  Ideal  in  o,  welches  not- 
wendig zur  Hauptklasse  H^ »  CC  gehört,  also  ein  durch  i 
teilbares  Hauptideal  in  o  ist;  zudem  bilden  aber  alle  diese 
Produkte  auch  die  Gesamtheit  der  Hauptideale  dieser  Art, 
denn,  ist  Oa  ein  durch  i  teilbares  Hauptideal,  so  gibt  es  ein 
ganz  bestimmtes  Ideal  a  in  o  von  der  Art,  daß  oa  »  ai  ist, 
welches  daher  der  zur  Klasse  C'y  in  welcher  i  liegt,  ent- 
gegengesetzten Klasse  C  angehören  muß.    Hiemach  wird,  weil 

r(at)  =  9i'(tt)-5«'(i) 
ist,  die  über  all'  die  gedachten  Hauptideale  erstreckte  Summe 


-^  5R'(oa/       «ß'(i/     ^^'(af' 

wo  die  Summe  zur  Rechten  alle  Ideale  der  Klasse  C  umfaßt 
Wegen  (87)  erhält  man  daher  die  neue  Gleichung 

r88)        lim .  (A  -  n  y -^-  =  "^'^^  .  ?^-C-^*  . 

^     ^  i=i    ^  ^^'Sl'iaf       91  (f)  >/(D) 

Man  erkennt  aus  derselben,  daß  die  links  stehende 
Summe  den  gleichen  Wert  hat  für  jede  der  Klassen 
äquivalenter  Ideale  in  o,  auf  welche  man  die  Summa- 
tion beziehen  mag. 

Nunmehr  bezeichne  i  jedes  Ideal  in  o  und  Z^^X)  für  >l>  1 
die  auf  alle  diese  bezogene  Summe 

(89)  z,(x)-^-^: 


406  Neuntes  Kapitel, 

wir  setzen  fenier,  wie  in  Nr.  7, 

(00)  ^«-2"^' 

indem  wir  die  angedeutete  Sammation   auf  alle  Ideale  \   des 
Körpers  beziehen.  Hierfür  kann  nach  (59*)  geschrieben  werden: 

oder,  wenn  p'  die  in  f  aufgehenden,  :p"  alle  übrigen  Primideale 
in  g  bezeichnet 


m-n-'i~  n~^ 


p'    1 =     r  1  — 


(«■)    za,  - j^-_  \- .  2^^,- , 

wenn  nun  die  letztere  Summation  nur  auf  diejejiigen  Ideale  j 
in  g  erstreckt  wird,  welche  prim  sind  zu  f.  Nach  Nr.  2  ent- 
sprechen sich  aber  immer  ein  Ideal  i  in  o  und  ein  zu  f  primes 
Ideal  i  in  g  in  der  Weise,  daß  j  =  gi  und  91  (j)  «=  9i'(i)  wird. 
Demnach  ist  die  vorgedachte  Summe  nichts  anderes  als  ^^(A), 
und  da  nach  (116)  des  6.  Kapitels 

gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  aus  (91)  nachstehende 
Beziehung: 

<p(f) 
oder  mit  Beachtung  von  (62)  und  (64)  diese  andere: 

Ihr  zufolge  ist  der  Ausdruck  zur  Rechten  ein  endlicher  Wert. 
Da  derselbe  sich  nun  aus  den  verschiedenen  Teilen  (88),  welche 
den  einzelnen  Klassen  äquivalenter  Ideale  in  0  entsprechen, 
durch   Addition    zusammensetzt,   jeder    dieser   Teile  aber   den 


gj^j^  .  lim  .  (A  -  1)  Z{X)  =  lim  •  (A  -  1)  Z,{1) , 
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gleichen  Wert  hat^  so  kann  auch  die  Anzahl  dieser  Teile 
d.  i.  die  Elassenanzahl  h^  für  die  Ideale  in  o  nur  eine 
endliche  sein,  und  durch  Substitution  des  Wertes  (88)  findet 
sich  daher  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

9^(f)     V(D)  m      vW       ' 

oder  einfacher  diese  andere: 

Hierdurch  ist  das  Verhältnis  der  Anzahl  der 
Klassen  äquivalenter  Ideale  in  Q  zu  derjenigen  in 
einer  beliebigen  Ordnung  0,  und  folglich  auch  das 
Verhältnis  dieser  Anzahlen  für  irgend  zwei  Ord- 
nungen nach  der  analytischen  Methode  von  Dirichlet 
bestimmt. 

13.  Die  für  diesen  Zweck  angestellten  Betrachtungen  ent- 
sprechen genau  denjenigen,  durch  welche  einst  Dirichlet  die 
analoge  Aufgabe  für  die  quadratischen  Zahlenkörper  behandelt 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  das  Verhältnis  zwischen 
der  Anzahl  nicht  äquivalenter  Klassen  für  verschiedene  Ord- 
nungen quadratischer  Formen  einer  gegebenen  Determinante 
bestimmt  hat.  Doch  hatte  schon  vorher  Gauß  dieselbe  Auf- 
gabe ohne  die  Hilfsmittel  der  Analvsis  gelöst,  und  die  Art 
seiner  Lösung  zeichnete  sich  vorteilhaft  dadurch  aus,  daß  sie 
einerseits  der  Bestimmung  der  Klassenanzahlen  selbst,  wie  sie 
wenigstens  bis  zu  einem  gewissen  Grade  bei  der  Dirichlet- 
schen  Methode  nötig  ist,  gar  nicht  bedarf,  um  die  Vergleichung 
für  die  verschiedenen  Ordnungen  zu  ermöglichen,  andererseits 
aber  tiefer  aus  dem  Zusammenhange  der  verschiedenen  Ord- 
nungen unter  einander  geschöpft  ist.  Aus  diesen  Gründen  ist 
es  angemessen,  auch  für  das  allgemeinere  Problem  hier  noch 
die  Gaußische  Methode  im  Anschluß  an  Dedekind  zur  Ver- 
wendung zu  bringen. 

Da  jedem  Ideale  i  in  o  ein  Ideal  |  in  g  entspricht,  das 
mit  jenem  durch  die  Gleichung  ][  ^^  gi  verknüpft;  ist,  so  folgt 
offenbar  für  die  Klassen  H,  C,  C^,  denen  resp.  die  Ideale 
g,  i,  i  angehören,  die  Beziehung  C  =^  H '  Cq]  demnach  bringt 
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erstens  jede  Idealklasse  in  o  dnrch  Zusammensetzung 
mit  der  Hauptklasse  H  eine  bestimmte  Idealklasse  C 
in  g  hervor.     So  ist  wegen  go  *»  S  insbesondere 

(93)  H'E^^H. 

Es  ist  jedoch  denkbar,  daß  mehrere  Idealklassen  in  o  auf 
solche  Weise  dieselbe  Idealklasse  C  in  g  heryorbringen.  Sei 
also  £q  eine  zweite  Klasse  derselben  Beschaffenheit;  sodaß 
auch  C  ^  H  •  K^  gesetzt  werden  kann.     Dann  folgt 

alsO;  wenn  Cq  die  zu  C^  entgegengesetzte  Klasse  bezeichnety 
mithin  C^C^  —  flj,  ist, 


HKqCq  =  HCqC^  »=  HH^  =  H, 


Setzt  man  also 


K^C^^M^     oder     K^^  M^C^, 
so  leistet  M^  der  Gleichung 

(94)  H'M^^H 

Genüge;  und  umgekehrt  wird,  wenn  Mq  eine  dieser  Gleichung 
genügende  Klasse  in  o  ist,  für  jede  Klasse  Kq^M^Cq  die 
Beziehung  C  =  H  -  K^  erfüllt  sein.  Man  darf  mithin 
zweitens  sagen:  Entsteht  C  aus  C^  durch  Zusammen- 
setzung mit  der  Hauptklasse  H,  so  entsteht  es  so 
gleichfalls  und  ausschließlich  aus  allen  Klassen  des 
Komplexes 

(95)  Jf, .  Co, 

in  welchem  M^  jede  der  Gleichung  (94)  genügende 
Idealklasse  in  o  bedeutet.  Zudem  sind  die  den  verschie- 
denen Lösungen  M^  dieser  Gleichung  entsprechenden  Glieder 
des  Komplexes  nach  Ende  von  Nr.  10  voneinander  verschie- 
den. Wir  werden  in  der  Folge  beweisen,  daß  die  Anzahl 
dieser  Klassen  M^  nur  eine  endliche  ist,  und  nennen  sie  m. 
Daher  werden  immer  je  m  Idealklassen  in  o,  welche  einem 
solchen  Komplexe  von  der  Form  (95)  angehören,  und  nur 
diese,  durch  Zusammensetzung  mit  der  Hauptklasse  H  in  g 
eine  bestimmte  Idealklasse  in  g  hervorbringen. 
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Nun  lassen  sich  aber  sämtliclie  Idealklassen  in  D 
in  eine  endliche  Anzahl  Komplexe  von  der  Form  (95) 
verteilen.  Die  Idealklassen  Mq  bilden  nämlich  eine  Gruppe 
Yon  Klassen,  die  wir  die  Gruppe  (M^)  nennen,  indem  das 
Produkt  von  irgend  zwei  Ton  ihnen  sets  wieder  eine  Ton 
ihnen  ist.  In  der  Tat,  wenn  äH^,  9lo  zwei  solche  Klassen 
sind,  also 

ist,  so  ist  auch 

Zu  der  Gruppe  gehört  insbesondere  offenbar  auch  die  Haupt- 
klasse jETq  in  o;  ist  femer  3Rq  eine  Klasse  der  Ghruppe  {Mq\ 
so  gehört  ihr  auch  die  entgegengesetzte  Klasse  3^^'  an,  da  aus 

auch 

folgt.  Auf  Grrund  dieser  Bemerkungen  erkennt  man  leicht, 
daß,  wenn  eine  Idealklasse  K^  in  o  dem  Komplexe  (95)  nicht 
angehört,  auch  der  gesamte  ihr  entsprechende  Komplex  M^^K^ 
Yon  jenem  verschieden  sein  muß.  Denn,  wären  etwa  die 
diesen  beiden  Komplexen  resp.  angehörigen  Klassen 

WO  9)?Q,  SRq  bestimmte  Klassen  der  Gruppe  (Mq)  bedeuten,  ein- 
ander  gleich,  so  ergäbe  sich 

und  somit  wäre  Kq,  da  das  Produkt  der  beiden  zur  Gruppe 
(Mq)  gehörigen  Erlassen  äR^,  %^'  ihr  ebenfalls  angehört,  gegen 
die  Voraussetzung  ein  Glied  des  Komplexes  (95). 

Hieraus  folgt  nun  offenbar,  daß,  wie  behauptet,  alle  Ideal- 
klassen in  0  sich  in  eine  Anzahl  Komplexe  von  je  m  ver- 
schiedenen Klassen  verteilen  lassen,  eine  Anzahl,  welche 
nur  endlich  sein  kann,  nämlich  nicht  größer  als  die 
Anzahl  h  der  Idealklassen  in  g,  da  jedem  solchen  Kom- 
plexe eine  bestimmte  dieser  Idealklassen  und  verschiedenen 
Komplexen  auch  verschiedene  der  letzteren  ivHiipvechen,  indem 
sie  durch  jene  mittels  Zusammensetzung  mit  H  hervorgebracht 
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werden.  Die  Anzahl  der  Komplexe  von  der  Form  (95) 
kann  aber  anch  nicht  kleiner  sein  als  h  und  ist  dem- 
nach gleich  Jl  Denn  es  gilt  anch  der  zum  ersten  Punkte 
umgekehrte  Satz:  Jede  Idealklasse  (7  in  g  wird  aus 
einer  Idealklasse  in  o  durch  Zusammensetzung  mit  H 
hervorgebracht  und  entspricht  somit  einem  der  Kom- 
plexe von  der  Form  (95).  In  der  Tat  gibt  es  nach  Nr.  3 
in  C  ein  Ideal  j^  welches  zu  einem  beliebig  gegebenen  Ideale, 
als  welches  wir  hier  das  Ideal  f  wählen,  relativ  prim  ist;  als- 
dann ist  aber  nach  Nr.  2  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache 
i  =r  jl  —  0  von  i  und  0  ein  Ideal  in  o,  für  welches  j  =  gi  ist, 
und  demnach  leistet  die  Klasse  Cq,  welcher  i  angehört,  der 
Bedingung  C  =»  J?  •  Q,  Genüge. 

Aus  diesen  Umständen  ist  zu  schließen,  daß  die  gesamte 
Menge  aller  Idealklassen  in  0  sich  in  h  Komplexe  von  der 
Form  (95)  von  je  m  Klassen  verteilen  läßt,  und  daß  dem- 
gemäß auch  die  Anzahl  Hq  der  Idealklassen  der  Ordnung 
0  nur  eine  endliche  und  durch  die  Formel 

(96)  Ao  =  w  •  h 

bestimmt  ist. 

14.  Es  erübrigt  nur  der  Nachweis,  daß  m  eine 
endliche  Zahl  ist.  Wir  führen  denselben,  indem  wir 
diese  Zahl  wirklich  bestimmen. 

Hierzu  gibt  folgende  Erwägung  die  wesentliche  Grund- 
lage. Ist  Mq  eine  Idealklasse  in  o,  welche  der  Gleichung  (94) 
genügt  und  i  irgend  ein  darin  enthaltenes  Ideal,  so  muß  das 
Produkt  gi,  welches  ein  zu  f  primes  Ideal  in  g  ist,  wegen  (94) 
notwendig  der  Hauptklasse  H  angehören,  d.  h.  ein  Hauptideal 
Qa  sein,  wo  a  eine  zu  f  prime  Zahl  in  g  mit  positiver  Norm 
bedeutet.  Umgekehrt  entspricht  aber  auch  jeder  solchen  Zahl 
a  oder  dem  ihm  zugehörigen  zu  f  primen  Hauptideale  ga  nach 
Nr.  2  ein  bestimmtes  Ideal  i  in  o,  für  welches  gi  =  g«  ist, 
und  welches  daher  einer  bestimmten  der  Idealklassen  Mq  an- 
gehört, die  der  Gleichung  (94)  genügen.  So  ist  also  jeder 
der  gedachten  Zahlen  a  eine  und  nur  eine  einzige  Klasse  aus 
der  Gruppe  (3/^)    zugeordnet.     Dagegen   ist  es  denkbar,    daß 
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mehreren  jener  Zahlen  a  ein-  und  dieselbe  Elasse  M^  zu- 
geordnet ist.     In  dieser  Hinsicht  gilt  der  folgende  Satz: 

Sind  a,  a^  zwei  Zahlen  in  g  mit  positiver  Norm 
und  zu  f  relativ  prim,  so  entspricht  ihnen  dann  und 
nur  dann  dieselbe  Klasse  M^y  wenn  die  Kongruenz 

(97)  Oj  =  a£o     (mod.  f) 

erfüllt  ist^  worin  b  eine  Einheit  und  cd  eine  der  Be- 
dingung oo  +  f^'O  genügende  Zahl  der  Ordnung  o^ 
beide  mit  positiver  Norm^  bedeuten. 

Zum  Beweise  bemerke  man  zuvörderst:  wenn  i  das  dem 
Ideale  ga  entsprechende  Ideal  in  M^  bezeichnet^  sodaß  gi»ga 
ist;  so  gibt  es  wegen  i  +  f  =^  0  eine  Zahl  j3  der  Ordnung  o^ 
welche  den  Kongruenzen 

(98)  /3  ^  0     (mod.  t),     /3  -  1     (mod.  f) 

genügt  und  deren  Norm  nach  dem  allgemeinen  Satze  in  Nr.  3 
positiv  gedacht  werden  darf;  für  sie  ist  (s.  den  Beweis  des 
fundamentalen  Satzes  in  Nr.  10)  0/3  ein  durch  i  teilbares 
Hauptideal  in  o.     Setzt  man  also 

(99)  0/3  =  i-i', 

so  ist  i'  ein  Ideal  in  o^  welches  zu  der  zu  M^  entgegen- 
gesetzten Klasse  M^  gehören  muß.     Da  femer  aus   (99)   die 

Gleichung 

9/3  =  gi.i'=gi'.a 

hervorgeht,  so  ist  notwendig  /3  ein  Vielfaches  von  a, 

(100)  /J  =  «y, 

wo  y  eine  ganze  Zahl  ist,  deren  Norm,  wie  diejenigen  von  a 
und  ^,  positiv  ist;  auch  ist  y  relativ  prim  zu  f,  da  nach  der 
zweiten  der  Kongruenzen  (98)  ay  =  1  (mod.  f)  ist.  Wegen 
(100)  ist  femer  gay  =  gi'-  a  und  folglich 

(101)  gy  =  flt'. 

Wir  bezeichnen  nun  das  dem  Ideale  gor^  entsprechende 
Ideal  in  0  mit  i^  und  nehmen  erstens  an,  es  gehöre  der- 
selben Klasse  M^  an,  wie  das  Ideal  i.  Da  i'  zur  entgegen- 
gesetzten Klasse  M^  gehört,  so  gehört  i^  •  i'  zur  Klasse  M^  M^^  H^ 


I  T7^  •  !/ 

I 

I 
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ist  also  ein  Hauptideal  Ocd  in  o  und  cd  daher  eine  der  Be- 
dingung 063  +  f  "=  0  genügende  Zahl  der  Ordnung  mit  positiver 
Norm.     Da  andererseits 

ist,  folgt  in  Verbindung  mit  (101)  die  Gleichung 

aus  welcher  o^^  als  assoziiert  zu  o^  d.  h. 

hervorgeht;  unter  e  eine  Einheit  verstanden;  deren  Norm  +  1 
sein  muß;  da  die  Zahlen  a^,  y,  o  positive  Normen  haben. 
Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  a  und  bedenkt;  daß 
ay^l  (mod.  f),  so  ergibt  sich  die  Kongruenz  (97), 
welche  daher  notwendig  ist;  damit  der  Zahl  a^  die- 
selbe Klasse  Mq  entspreche;  wie  der  Zahl  a. 

Diese  Bedingung  ist  aber  zweitens  hierfür  auch 
ausreichend.  Denn,  wenn  sie  erfüllt  ist;  so  folgt  aus  ihr  mit 
Rücksicht  auf  ay  =  1  (mod.  f)  die  andere: 

cf^ye"*  =  o     (mod.  f). 

Ihr  zufolge  darf  maU;  wenn  zur  Abkürzung 

(102)  a^ys-^^a 

geschrieben  wird  und  9  eine  Zahl  in  f  bezeichnet;  «'  =«  a>  +  9? 
setzen,  woraus ;  da  00  +  f  =^  0  gedacht  wird,  leicht  auch 
Oa'+f«0  hervorgeht,  während  die  Norm  der  Zahl  a  den 
Annahmen  nach  positiv  ist.  Deshalb  ist  oa  ein  Hauptideal 
der  Ordnung.     Aus  (102)  fo^  aber 

eine  Gleichung,  die  auch  folgendermaßen  geschrieben  werden 
kann: 

9(0«)  ==901.97;  =  9ti  .  9i'=  9(tiO 

und  nach  Nr.  2  die  andere: 

Oa  =  li  •  l 

zur  Folge  hat.  Diese  lehrt  aber,  daß  i^^  zur  entgegengesetzten 
Klasse  wie  t';  d.  h.  zur  Klasse  31^  gehört. 


Ideale  einer  Ordnung  und  die  Anzahl  ihrer  Klassen.  413 

15.  Dies  yorausgeschickfc^  denke  man  sich  die  sämtlichen 
Zahlen  der  Ordnung  o  (mod.  f)  in  Klassen  kongruenter  Zahlen 
verteilt;  genügt  eine  Zahl  (o  einer  solchen  Klasse  der  Be- 
dingung 0(0  +  f  =-"  0,  so  wird  auch  für  jede  andere  Zahl  m 
derselben  Klasse  die  Bedingung  oo'+f^o  erfüllt  sein^  da^ 
wenn  cd'  =  o  +  9  gesetzt  wird,  wo  9>  ^  f  ist,  aus  der  ersten 
Gleichung,  wie  kurz  zuvor  bemerkt,  die  zweite  folgt.  Die  An- 
zahl derartiger  Klassen  (mod.  f)  in  der  Ordnimg  0  werde  wie- 
der, wie  in  Nr.  11,  mit  9>o(f)  bezeichnet  und  ihre  Repraseu- 
tanten,  indem  zur  Abkürzung  v  =  9o(f)  gesetzt  werde,  mit 

(103)  ©1,  (D„  •  •  -,  0)^. 

Diese  Zahlen,  deren  Normen  positiv  gedacht  werden  dürfen, 
sind  relativ  prim  zu  f,  da  aus  00  +  f  =  0  stets  auch  9©  -f  f  =  9 
folgt,  und  sie  —  genauer:  die  durch  sie  repräsentierten  Zahlen- 
klassen —  bilden  eine  Gruppe,  insofern  das  Produkt  zweier 
von  ihnen  (mod.  f)  wieder  einer  von  ihnen  kongruent  sein 
muß;  in  der  Tat  folgt  aus  zwei  Beziehungen 

00  +  f  =  0,     0(o'-t-  f  =  0 
die  folgende: 

(00  -I-  f)  .  (Oö  +  f)  ==»  0  •  0, 

welche  mit  der  anderen: 

0(00)'+  f  =  0 

übereinkommt.  Demnach  findet  sich  imter  den  Zahlen  (103) 
(mod.  f)  auch  die  Zahl  1,  sowie  zu  jeder  der  Zahlen  (o^  eine 
zweite  ihr  reziproke  oder  entgegengesetzte  Zahl  0/  der  Art, 
daß  (D^©/ =  1  (mod.  f)  jwird.  Ist  nun  a  irgend  eine  zu  f 
prime  Zahl  in  9  mit  positiver  Norm,  so  sind  die  v  Zahlen 

deren  Komplex  (a)  genannt  werde,  relativ  prim  zu  f  und 
(mod.  f)  inkongruent;  ein  zweiter  Komplex  (a)  dieser  Art: 

a'©!,  «'©2,  •  •  •;  «'©^ 

wird  aber  den  Vorbemerkungen  zufolge  (vgl.  das  zur  Ghruppe 
(Mq)  Gesagte)  (mod.  f)  mit  (a),  von  der  Reihenfolge  der  Zahlen 
abgesehen,  identisch  oder  völlig  von  (et)  verschieden  sein,  je- 
nachdem  a'  einer  Zahl  des  Komplexes  (a)  kongruent  ist  (mod.  f), 
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oder  nicht.  Alle  zu  f  primen  Zahlen  in  g  zerfallen  also  (mod.  f) 
in  eine  endliche  Anzahl  solcher  Komplexe.  Man  denke  sich 
für  alle  Einheiten  s,  deren  Norm  positiv  ist^  die  zugehörigen 
Komplexe  gebildet^  und  nenne  diejenigen  von  ihnen,  welche 
(mod.  f)  voneinander  verschieden  sind, 


(104) 


£,Ol, 

^1^27    '  •  'y    ^l^V 

Auch  die  so  erhaltenen  iv  zu  f  primen  und  (mod.  f)  inkon- 
gruenten Zahlen  bilden  wieder  eine  Gruppe  in  dem  Sinne,  da& 
das  Produkt  von  irgend  zwei  von  ihnen  wieder  einer  von  ihnen 
(mod.  f)  kongruent  ist;  denn 


^i^m  •  h^n 


ist  das  Produkt  aus  einer  Einheit  a^E^  mit  positiver  Norm  in 
das  Produkt  »^co^,  welches  einer  der  Zahlen  (103)  kongruent 
ist,  und  muß  demnach  mit  einer  Zahl  eines  der  Komplexe  (104) 
kongruent  sein.  Man  darf  daher,  wie  zuvor,  den  Schluß  ziehen^ 
daß,  wenn  man  für  jede  zu  f  prime  Zahl  a  mit  positiver  Norm 
den  größeren  Komplex  bildet: 


(105) 


zwei  solche  für  verschiedene  Zahlen  a,  a^  gebildete  Komplexe 
(mod.  f),  abgesehen  von  der  Reihenfolge  ihrer  Glieder,  überein- 
stimmen oder  durchweg  voneinander  verschieden  sein  werden, 
jenachdem  a^  einer  Zahl  des  ersteren  Komplexes  kongruent 
ist  oder  nicht.  Hieraus  sieht  man  aber,  daß  die  sämtlichen  zu 
f  primen  und  (mod.  f)  inkongruenten  Zahlen  in  g,  deren  An- 
zahl von  uns  97  (f)  genannt  worden  ist,  und  deren  Normen  stets 
positiv  gedacht  werden  dürfen,  in  eine  endliche  Menge  solcher 
Komplexe  von  der  Form  (105)  sich  verteilen  in  der  Weise, 
daß  jede  von  ihnen  einem  und  nur  einem  von  ihnen  angehören 
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wird.  Wird  die  Anzahl  dieser  Komplexe  c  genannt^  so  folgt 
auf  solche  Weise  die  Beziehung 

(106)  g,(J)^C'lv^cl-<p,Q). 

Nun  ist  aber,  wie  in  voriger  Nummer  bewiesen,  jede  der 
Idealklassen  M^  einer  zu  f  relativ  primen  ganzen  Zahl  a  des 
Körpers  mit  positiver  Norm  und  daher  auch  einem  der  c  Kom- 
plexe (105)  in  der  Weise  zugeordnet^  daß  sie  genau  dann  für 
zwei  Zahlen  a,  a^  dieser  Art  dieselbe  ist^  wenn  die  Kongruenz 

üL^^  aa(Q  (mod.  f) 

erfüllt  ist,  wo  s  eine  Einheit,  cd  eine  der  Beziehung  oco-ff^^^O 
genügende  Zahl  in  o,  beide  mit  positiver  Norm  bedeuten,  d.  h.^ 
da  £<D  notwendig  (mod.  f)  mit  einer  der  Zahlen  (104)  kon- 
gruent sein  muß,  dann  und  nur  dann,  wenn  a^  einer  Zahl  des 
Komplexes  (105)  kongruent,  oder  der  der  Zahl  a^  entsprechende 
Komplex  mit  dem  der  Zahl  a  entsprechenden  identisch  ist. 
Mithin  muß  die  Anzahl  der  verschiedenen  Klassen  M^ 
ebenso  groß  sein,  wie  diejenige  der  verschiedenen 
Komplexe  (105),  sie  ist  daher  endlich,  und,  wenn  wir 
sie,  wie  in  voriger  Nummer,  mit  m  bezeichnen,  so  ist 
m  =  c,  und  so  nimmt  die  Gleichung  (106)   die  Gestalt 

qD(f)«m?.gPo(D 
und  folglich  die  Formel  (96)  die  folgende  Form  an: 

(107)  ^o_l..^®. 

1().  Um  das  Verhältnis  der  beiden  Klassenanzahlen  h,  h^ 
vollständig  zu  bestimmen,  bleibt  noch  die  Zahl  l  zu  finden. 
Zu  diesem  Zwecke  bemerke  man  zunächst  folgendes.  Sind  E 
und  £  zwei  beliebige  Einheiten  mit  positiver  Norm,  so  werden 
die  beiden  Komplexe 

E(o^,  Eco^y  •  •  •,  Eg)^ 

dann  und  nur  dann  (mod.  f)  identisch  miteinander  sein,  wenn 
E  dem  zweiten  derselben  angehört,  d.  h.  wenn 

E^^  B(o^  (mod.  f) 
ist,  woraus 

Eh~  ^  ~  G)^  (mod.  f) 
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und  daher  auch  (mod.  o);  d.  h.  eine  Gleichung 

Es"^  =  €q    oder    E  —  s^s 

folgt;  in  welcher  Sq  eine  Zahl  der  Ordnung  o  und  zwar  offen- 
bar eine  Einheit  derselben  mit  positiver  Norm  bedeutet.  Da 
aber  nach  der  Voraussetzung  jeder  aus  einer  Einheit  E  ge- 
bildete Komplex 

E(Oiy  Eof^f  ' '  '}  E(Dj^ 

mit  einem  der  Komplexe  (104)  identisch  ist^  muß  jede  Ein- 
heit E  des  Körpers  die  Gestalt  haben 

(108)  E^BoS,, 

worin  £o  eine  Einheit  der  Ordnung  (mit  positiver  Norm,  was 
stets  vorauszusetzen  ist  und  deshalb  weiter  nicht  besonders 
erwähnt  zu  werden  braacht),  und  «^  eine  der  Einheiten 
^1?  ^%9  ' '  'f  ^i  bedeutet;  auch  kann  die  Einheit  E  nur  auf  eine 
Weise  die  Gestalt  (108)  erhalten,  da  sie  sonst  (mod.  f)  mehreren 
der  Komplexe  (104)  zugleich  angehören  würde.  Man  ersieht 
hieraus  zuvörderst,  daß  alle  Einheiten  in  g  erhalten  werden  — 
und  jede  von  ihnen  einmal  —  wenn  man  in  der  Formel  (108) 
«0  alle  Einheiten  der  Ordnung  o  und  a^  die  bestimmten  Ein- 
heiten B^y  6^,  '  '  •,  £,  durchlaufen  läßt.  Die  Einheiten  des 
Körpers  verteilen  sich  mit  anderen  Worten  in  {  Kom- 
plexe, welche  gebildet  werden,  indem  man  die  sämt- 
lichen Einheiten  der  Ordnung  mit  gewissen  l  Ein- 
heiten des  Körpers  multipliziert. 
Da  die  l  Produkte 

Ee^y  Eb^,  •  •  •,  Eb^ 

verschiedenen  Komplexen  angehören,  mithin  l  Kongruenzen 
bestehen  von  der  Form 

E '  B^^  B^'  co^'^  (mod.  f), 

(.=  I,  2,  ..,  0  \ 

worin  die   £^,  von   der  Reihenfolge  abgesehen,  mit  den  fin- 
heiten   a^,  f^,  •  •  *,  5,    übereinstimmen    müssen,    die    <d^^    ab^ 
Zahlen   in  0  sind,  so  folgt  für  jede  Einheit  E  die  Kon- 
gruenz 

£'  =  cd(^)(d(«)  ...  cd»  (mod.  f) 

also  avch  (nrod.  o),  d.  h.  JE'  ist  eine  in  der  Ordnung  o 
enthaltene  Zahl,  nämlich  offenbar  eine  ihrer  Einheiten. 
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Nach  diesen  Yorbemerkungen  denke  man  sieh  nun  sowohl 
die  Einheiten  der  Ordnung  wie  die  des  Körpers  durch  die 
Fundamentaleinheiten  derselben  ausgedrückt.   So  wird  allgemein 

(109)  «-=fo'-«i'--<l-iS 

wo  ^1,  «2;  •  * '^  **-i  ^®  Fundamentaleinheiten,  Cq  aber  eine 
primitive  Einheitswurzel  vom  Grade  q^  ist,  während  Qq  die 
Anzahl  der  in  0  vorhandenen  Einheitswurzeln  bezeichnet. 
Ebenso  ist 

(110)  E  =  E^tfoE^y^ . . .  E^/_i\ 

wenn  E^,  E^,  •  •  •,  jB,_i  die  Fundamentaleinheiten,  E^  aber 
eine  primitive  Einheitswurzel  des  Gfrades  q  ist,  der  die  Anzahl 
der  in  g  vorhandenen  Einheitswurzeln  bezeichnet.  Wenn  wieder 
«(1)^  «(*),  •  •  •,  a^**"^)  die  zu  einer  Zahl  a  konjugierten  Zahlen 
und  l^{a)  den  reeUen  Teil  des  Logarithmus  von  c^  log  («(•>) 
bedeuten,  so  folgt  aus  (109)  und  (110)  für  jeden  Wert 
i  =  1,  2,  •  •  •,  s  —  1  die  Formel 

(111)  l,{e)  =  xj^{£^)  +  x^l,(e^)  +  .  • .  +  x,_J,(e^_,) 
resp. 

(112)  l,iE)  =  yJ,iE,)  +  y,UE,)  +  •  •  •  +  y._  J,(£._i), 

deren  jede,  da  die  x^,  y^  alle  ganzzahligen  Werte  erhalten 
dürfen,  einen  bestimmten  Modulus  von  Zahlen  darstellt.  Da 
nun  jede  Einheit  der  Ordnung  auch  eine  solche  des  Körpers 
ist,  so  ist  zunächst  die  primitive  Einheitswurzel  e^  vom 
Orade  Qq  auch  eine  Einheitswurzel  vom  Grade  g,  somit  q  ein 
Vielfaches  von  q^: 

<113)  Q  =  W"^  •  Po, 

und 

(114)  ^0  =  ^0^'^'^- 

Aus  gleichem  Grunde  muß  jede  Zahl  des  Modulus  (111) 
auch  eine  Zahl  des  Modulus  (112)  oder  jener  in  diesem  ent- 
halten und  also  beider  kleinstes  gemeinsames  Vielfache  sein. 
Andererseits  ist,  weil  E^  eine  Einheit  der  Ordnung  ist,  das 
2- fache  jeder  Zahl  des  Modulus  (112)  eine  solche  des  Modulus 
{111).  Nach  Kap.  2,  Nr.  6  hat  demnach  dieser  eine  Basis, 
welche  in  Analogie  mit  den  dortigen  Formeln  (53)  folgender- 
maßen ausgedrückt  werden  kann: 

Baohmann,  Zahlentheorie.    V.  27 
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(115) 


^,('?.-i)-yi<-'^-ii(£i)+y,<-0-U^)+-+»i'_-,"-U^._i). 

WO  die  y^^')  ganze  Zahlen  bedenten,  unter  denen  yi^^\y%^%"'fj/^fZi^ 
positiv  sind;  VijVfy  "'}Vt-i  bezeichnen  Einheiten  der  Ordnung. 
Demnach  kann  die  Formel  (111)  auch  durch  die  andere  er- 
setzt werden: 

,    (116)       IM  -  «i«,('»i)  +  'fhi^lf)  +  •••  +  '>.-th(.V,-i\ 
in  welcher  die  js^  alle  rationalen  ganzen  Zahlen  bedeuten.    Da 
die  Determinante  der  Gleichungen  (115)  gleich   . 

also  positiv  ist  und  aus  ihnen  sich  die  Gleichung 

(117)  IM,)  i  =  .vi<*V.<*>  •  •  •  *!•_-,«  • ;  liiE,)  I 

ergibt,  so  bilden  die  Einheiten  VifVif''*V$^i  ^^  System  von 
unabhängigen  Einheiten  in  o,  die  sogar  Fundamentaleinhoiten 
sein  müssen,  denn  analog  mit  (116)  gelten  fQr  die  Fundamental- 
einheiten «1,  £,,  •  •  -,  f,_i  Gleichungen  von  der  Gestalt 

{k  =  1,  8,  ...,*-l) 

aus  denen  |  li{£)^)  \  als  ganzzahliges  Vielfaches  von  |  ü|(i7;^  |  her- 
vorgeht, was  die  Wahrheit  der  Aussage  beweist.  Man  darf 
daher  in  Übereinstimmung  mit  (116) 

(118)  f^V'-i?!'*^'«---^!-"!^ 

setzen.  Andererseits  ist  aber  £  als  eine  auch  zu  g  gehörige 
Einheit  von  der  Form 

(119)  £  =  J^o""  •  £i»^je;8"»  . . .  £;i-\ 

Desgleichen  können  auch  die  Einheiten  ijj,  ri^,  •  •  •,  tj^^^ 
der  Ordnung  durch  die  Fundamentaleinheiten  des  Körpers 
ausgedrückt  werden,  und  man  findet  entsprechend  den  Glei- 
chungen (115) 


ru-i  -  E,y^^"'^ .  E/^^'-'^ .  E,y^^'^'^ . . .  Ey^^'\ 
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wö  Vfi^^y  y^^\  ' '  '9  W*'  ^^  nicht  negative  ganze  Zahlen  bedeuten^ 
welche  kleiner  sind  als  q.  Werden  diese  Ausdrücke  in  (118) 
eingesetzt  und  die  entstehende  Formel  mit  (119)  verglichen, 
so  gehen  die  Gleichungen: 

wi    -  hVi^'^  +  ^,yi^*^  +  •  •  •  +  i^,-iy/'-'> 

hervor,  in  denen  offenbar  die  ganzen  Zahlen  z^,  z^,  z^,  •  • .,  z,__^ 
auf  eine  ganz  bestimmte  Art  so  gewählt  werden  können,  daß 
successive  die  Differenzen 

y,-i-<*.-i>y.-2-w._j,  '"y  y^-u^,  Vi-u^,  yo-«o 
nicht  negativ  und  kleiner  werden  als  resp. 

j^'_Y>,  i^;sr.  ■  •  ■>  y>^*\  %<%  %<•'• 

Nun  ist 

(121)  E^H'€, 

wenn 

(122)  H  =  Ef^^o-u, .  £jyt-«i£^v,-«. . .  .  ^tfM~.^i-u,^i 

gesetzt  wird.  Somit  folgert  man,  daß  für  jede  Einheit  E  des 
Körpers  eine  ganz  bestimmte  Einheit  s  der  Ordnung  vor- 
handen ist  von  der  Beschaffenheit,  daß  in  der  Formel  (121) 
die  Exponenten  der  Einheit  H  in  der  zuvor  angegebenen  Weise 
begrenzt  sind;  solcher  Einheiten  H  gibt  es  offenbar 

(123)  y  =  yo«Vy,^*>---»<'_-x". 

Demnach  können  sämtliche  Einheiten  des  Körpers 
in  y  Komplexe  von  der  Form  (121)  verteilt  werden, 
deren  Glieder  man  erhält,  wenn  man  e  sämtliche  Ein- 
heiten der  Ordnung  durchlaufen  läßt.  Da  aber  H  not- 
wendig in  einem  der  l  Komplexe,  welche  am  Anfang  dieser 
Nummer  besprochen  worden  sind,  enthalten,  jeder  der  Komplexe 
(121)  also  mit  einem  dieser  letztem  identisch  sein  muß  und 
umgekehrt,  so  folgt  die  Gleichheit  der  beiden  Anzahlen 

27» 
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d.  h.  mit  Beachtung  der  Beziehungen  (123),  0-^'^)  ^^i^  (11^) 
die  Gleichung 

wenn  mit  Qy  Qq  dieselben  Quotienten  bezeichnet  werden,  wie 
in  Formel  (92).  Durch  Einsetzen  dieses  Wertes  der 
Zahl  l  in  Formel  (107)  entsteht  endlich  die  Gleichung 

Ä       Co>o(tr 

welche  mit  jener  auf  analytischem  Wege  bereits  er- 
mittelten Formel  (92)  übereinkommt. 


Zehntes  Kapitel. 
Die  zerlegbaren  Formen. 

1.  Schon  im  fünften  Kapitel  hat  sich  gezeigt,  in  wie 
innigem  Zusammenhange  die  Theorie  der  Zahlen  eines  quadrati- 
schen Körpers  mit  der  Lehre  von  den  quadratischen  Formen 
mit  einer  gewissen  gegebenen  Determinante  steht.  Gleiches 
gilt  aber  für  die  Zahlen  eines  beliebigen  Körpers  n*^  Grades 
und  bestimmte  zerlegbare  Formen  dieses  Grades  mit  n  Un- 
bestimmten, und  der  YoUständigkeit  wegen  darf  nicht  untei- 
lassen  werden,  dies  wenigstens  andeutungsweise  hier  ausein- 
anderzusetzen. 

Unter  einer  Form  n^^  Grades  mit  n  Unbestimmten  Mj, 
^7  '  *  *9  ^n  ▼^^teht  man  bekanntlich  jede  ganze  homogene 
Funktion  n^  Dimension  dieser  Unbestimmten.  Eine  solche 
Form  heißt  zerlegbar,  wenn  sie  als  Produkt  yon  n  Linear- 
formen darstellbar  ist.     Sei 

(1)  -FK  «,,•••,  «,)=üi.ü,..- CT, 
eine  zerlegbare  Form  n^^  Grades,  also 

(2)  ü,  -  y.iMi  +  y„w,  +  .  • .  -f  y,^u^, 

(«  =  1,2,..,  «) 

WO  die  y^j^  irgend  welche  algebraische  Zahlen  bedeuten.     Die 
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sogenannte  Fnnktionaldeterminante  der  Ansdrücke  Ui,U^j-*'ü^ 
in  bezug  anf  die  Unbestimmten  tc^,  ti^,  -  %*,  u^^  in  Zeichen: 

dUf 

ist  nichts  anderes  als  die  Determinante  {  y^j^  \  der  Gleichungen 
(2);  ihr  Quadrat  soll  die  Diskriminante  der  Form  F  ge- 
nannt werden^  in  Zeichen: 

(3)  ^(iO-ly«!». 

Die  Zerlegung  der  Form  F  in  Linearfaktoren  ist  offenbar  keine 
nur  eindeutig  mögliche,  da  man  statt  (1)  auch 

setzen  könnte,  wo  die  c^  beliebige  Eonstanten,  vorausgesetzt 
nur,  daß  ihr  Produkt  gleich  1.  Doch  sieht  man  nach  der 
Definition  Ton  ^{F)  sogleich  ein,  daß  wegen  dieser  notwen- 
digen Voraussetzung  die  Diskriminante  der  Form  völlig 
bestimmt  ist.     Da  sich  aus  (1)  und  (2)  die  Beziehungen 


a  log  .F 


i 

herausstellen,  so  ergibt  sich  nach  dem  Multiplikationssatze  für 
Determinanten  die  Gleichung: 


(4) 


a*  log .  F 


Andererseits  aber  findet  man 
^*  log  .  F 


(-ir-^(j^) 

F* 


F*  \        du^du^       cu^    GuJ 


Wenn  man  nun  in  der  Determinante 

aF  dF 

dF         d^F  d^F 


(5)         {F) 


F, 


a«, '     du^du^^     du^du^' 


cF 

a«F 


dF         d*F  a«F  _       d^F 
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die  letzten  n  Reihen  mit  F  multipliziert  und  dann  die  erste 
Reihe,  bezw.  mit  g — ,  ^  ^  ' '  '>  ^    multipliziert ,  von   ihnen 

abzieht,  so  verschwinden  bis  auf  das  Anfangsglied  die  Glieder 
der  ersten  Kolonne,  und  die  Gleichung  (5)  verwandelt  sich 
in  diese: 


oder 


du^  du^ 


welche  dann  durch  die  Gleichung  (4)  in  die  folgende  übergeht: 

(6)  (F)  -  (-  1)«  .  1?^- 1 .  z/(F). 

Ist  die  Funktion  F  eine  ganzzahlige  und  t  ihr  Teiler,  d.  i. 
der  größte  gemeinsame  Teiler  ihrer  Koeffizienten  (s-  Kap.  6, 
Nr.  3),  also  (nach  derselben  Stelle)  f""*  derjenige  von  F^''\ 
so  wird  (JF)  gewiß  durch  t**"^^  teilbar  sein,  da  alle  Elemente 
der  Determinante  (5)  den  Teiler  t  haben  müssen;  demnach 
muß  J(F)  dann  durch  t^  aufgehen. 

Man  ersieht  femer  aus  der  Definition  der  Diskriminante 
der  Form,  daß,  so  oft  c  eine  Konstante  ist,  die  Gleichung 

(7)  J{cF)  -  c^ '  d{F) 

stattfinden  muß,  gleichviel,  ob  F  eine  ganzzahlige  Form  ist, 
oder  nicht.  — 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  über  zerlegbare 
Formen  wenden  wir  uns  speziell  zur  Betrachtung  der  zer- 
legbaren Formen  eines  Körpers  fi  «*^  Grades.  Man 
nennt  so  eine  Form  F{u^,  **»; '  *  *>  0>  wöi"i  sie  als  Norm  einer 
Linearform 

(8)  a^u^  +  «aWj  H h  a„M^ 

darstellbar  ist,  deren  Koeffizienten  a^,  a,,  •  •  *,  a^  ganze  oder 
gebrochene  Zahlen  des  Körpers  sind;  ihre  eigenen  Koeffizienten 
werden  stets  rationale  Zahlen  sein.  Jedoch  ist  hier  eine  Ein- 
schrankimg  vonnöten.  Wenn  nämlich  die  Koeffizienten  a^  zu- 
gleich auch  Zahlen  eines  Körpers  ^'  geringeren  Grades  m 
wären,  welcher  dann  als  in  jenem  enthalten  gedacht  werden 
dürfte,  sodaß  m  ein  Teiler  von  n  oder  n^mv  wäre,  so  wür- 
den die  n  mit  bezug  auf  ^  konjugierten  Werte   eines  jeden 
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der  Koeffizienten  a^  zu  je  v  einander  gleich,  nämlich  gleich 
den  m  in  bezug  auf  $'  konjugierten  Werten  von  ck,.  sein  (s. 
Kap.  1,  Nr.  13),  also  würde 

wo  nun  schon  die  Norm  zur  Rechten  eine  homogene  ganze  Funk- 
tion der  ti|  vom  Grade  m  mit  rationalen  Koeffizienten  sein  würde; 
mithin  wäre  die  Form  F  reduktibel,  d.  h.  sie  zerfiele  in  Faktoren 
geringeren  Grades  mit  ebenfalls  rationalen  Koeffizienten.  Setzen 
wir  daher  fest,  sie«  solle  im  Gegenteil  irreduktibel  gedacht 
werden,  so  können  die  a^  nicht  sämtlich  einem  Körper  ge- 
ringeren Grades  als  der  des  Körpers  ^  angehörig  sein.  Femer  aber 
würde,  wenn  die  n  Koeffizienten  Oj,  o^,  -  •  -,  a^  nicht  rational 
unabhängig  voneinander  wären,  sondern  z.  B.  a^  durch  die 
übrigen  mit  rationalen  Koeffizienten  ausdrückbar  wäre: 

die  Linearform  (8)  in  die  folgende  übergehen: 

welche,  ebenso  wie  dann  die  Form  F  nur  noch  w  —  1  Un- 
bestimmte 

enthielte.  Wird  daher  endlich  noch  festgesetzt,  daß  die  n  Un- 
bestimmten oder  Veränderlichen  der  Form  unabhängig  sein 
sollen,  so  müssen  die  Koeffizienten  a^,  a^,  - ' ',  ^n  f&^ional  un- 
abhängig sein,  womit  denn  auch  zugleich  ihre  Zugehörigkeit 
zu  einem  Körper  geringeren  als  nf^  Grades  unmöglich  ge- 
macht wird. 

Wir  definieren  demnach  bestimmter  als  zerleg- 
bare Form  eines  Körpers  Ä  n^  Grades  eine  irreduk- 
tible  Form  vom  Grade  n  mit  n  unabhängigen  Variabein 
w,.,  welche  als  Norm  einer  Linearform  (8)  mit  in  S  ent- 
haltenen Koeffizienten  a^  darstellbar  ist.  Diese  Koef- 
fizienten bilden  dann  stets  eine  Basis  des  Körpers. 
Die  B^orm  wird  primitiv  oder  eine  Einheitsform  ge- 
nannt, wenn  sie  ganzzahlige  Koeffizienten  hat,  deren 
größter  gemeinsamer  Teiler  gleich  1  ist. 
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2.  Vor  allem  soll  festgestellt  werden,  in  welcher 
Beziehung  die  Diskriminante  einer  zerlegbaren  Form 
des  Körpers  zu  seiner  Grundzahl  steht. 

Sei  E{u^y  u^j  '--,  M^)  eine  derartige  zerlegbare  Ein- 
heitsform n**"  Grades  mit  n  Veränderlichen  u-^  und  U^  irgend 
einer  ihrer  Linearfaktoren.  Die  Koeffizienten  des  letztem  ge- 
hören dem  eben  Gesagten  zufolge  einem  Körper  n**°  Grades 
an,  und  bilden  eine  Basis  desselben,  brauchen  aber  keine  ganzen 
Zahlen  dieses  Körpers  zu  sein.  Indessen  gibt  es  nach  Kap.  4, 
Nr.  2  für  jede  der  Basiszahlen  eine  ganze,  ja  sogar  eine  ratio- 
nale ganze  Zahl  des  Körpers,  durch  welche  multipliziert  sie  zu 
einer  ganzen  Zahl  wird;  es  gibt  daher  auch  eine  ganze  Zahl  y 
des  Körpers  (z.  B.  das  Produkt  jener  Multiplikatoren)^  durch 
welche  multipliziert  die  sämtlichen  Koeffizienten  Ton  U^  zu 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  werden,  welche  a^,  a^,  •  •  •,  a, 
heißen  mögen,  sodaß 

(9)  yüi^  «1^1  +  a,w,  H h  a^H, 

gesetzt  werden  kann.  Diese  Linearform  mit  algebraisch  ganzen 
Koeffizienten  nennen  wir 

(10)  F  =  «^«1  +  «jWg  H h  «n^nJ 

sie  ist  die  Linearform  des  Modulus 

(11)  wi  =-  [«i>  «2.  •  •  '7  «J^ 

dessen  sämtliche  Zahlen  aus  ihr  erhalten  werden,  wenn  den 
Unbestimmten  u^  alle  rationalen  ganzzahligen  Werte  beigelegt 

werden.  Der  Quotient  —  ist  nach  Kap.  2,  Nr.  2  eine  Ord- 
nung ganzer  Zahlen  des  Körpers,  welche  0  genannt  werde,  und 
es  ist  om  ^  m.  Sind  daher  coi,  Oj,  •  •  •,  o^  eine  Basis  von  o, 
so  werden  die  sämtlichen  Produkte  o,.  •  a^  Zahlen  des  Modulus 
tn,  also  als  lineare  Funktionen  der  a^  mit  ganzzahligen  Koef- 
fizienten ausdrückbar  sein,  daher  gehen  aus  (10)  Gleichungen 
hervor  von  der  Form 

(12)  F  .  CD,  =-  U,,a,  +  ü,,a,  -f  •  •  •  +  U,,a,, 

(I-  =  1,  2,  •  .  .,  n) 

in  denen  die  ZJ^j^  homogene  lineare  Funktionen  der  u^  mit 
ganzzahligen  Koeffizienten  bedeuten.     Die  Determinante 
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(13)  U^\U,,\ 

dieser  n  Gleichmigeii  ist  also  eine  homogene  ganze  und  ganz- 
zahlige  Funktion  der  unbestimmten  u^  vom  Grade  n.  Da  die 
CD{  als  Basis  von  o  auch  eine  Basis  des  Körpers  bilden,  müssen 
Gleichungen  bestehen  von  der  Form 

(14)  a.  =  g^^m^  +  5r^,cö,  +  •  •  •  +  g^^o^y 

(1  =  1,  2,  .••,11) 

deren  Determinante  nach  ihrem  Absolutwerte  den  Quotienten 

r^  ~   ausdrückt  (s.  Ende  von  Kap.  2),  in  Zeichen: 

(m,  o)  ^  r      /7 

(15)  ±\9.\-'^y 

durch  Einsetzen  der  Ausdrücke  (14)  aber  in  (12)  nehmen  die 
letzteren  Gleichungen  die  Gestalt  an: 

(12»)  F  .  c,  -  2  U^,g,,  ■  m„ 

k,  h 
(»  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

woraus  nach  Kap.  1 ,  Nr.  8  für  jedes  ganzzahlige  Wertsystem 
der  Uf,  d.  h.  für  die  entsprechende  aus  F  entstehende  Zahl  cc 
des  Modulus  m 

ZU  erschließen  ist.  Da  somit  für  die  unendlich  vielen  ganz- 
zahligen Werte  jeder  der  Unbestimmten  u^  die  Gleichung 

(16)  i^(F)  =  \g,,\-U 

erfiillt  ist,  folgt  ihr  identisches  Bestehen. 

Die  durch  die  Formel  (13)  definierte  Funktion  ü 
ist  hiernach  eine  zerlegbare  Form,  welche  wegen 
ihrer  Herleitung  aus  dem  Modulus  m  die  dem  letzteren 
entsprechende  Form  heißen  solL 

Der  Modulus  m  braucht  kein  Ideal  des  Körpers  zu  sein; 
jedenfalls  ist  aber  der  allgemeinere,  im  Sinne  von  Kap.  3, 
Nr.  1  genommene  Modulus 

•     tt=  {«1^  «2;  •••>  ««} 

solch'  ein  Ideal,  auch  wenn  nicht  gerade  cf^,  a^,  -  *  -,  a,  eine 
Basis  desselben  ausmachen.    Da  es  der  Inhalt  der  Linearform 
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F  ist,  so  ist  nach  Kap.  7,  Nr.  5  91  (o)  der  Teiler  ihrer  Norm 

N(F),    Da  nun 

N{y)  .  E  -  N{F) 

und  E  eine  Einheitsform  ist,  ergibt  sich  die  Gleichheit  yon 
N(y)  und  91  (a)  und  die  Gleichung 

(17)  N{F)  =  9l(a)  •  E. 

Wenn  aber  ß^,  ß^^  -  -  -,  ß^   eine  Basis   von  a   bedeuten, 
sodaß  n  ganzzahlige  Gleichungen 

(18)  a,  -  a,J,  +  a,,  A  +  . .  •  +  a,J, 

bestehen,  während  andererseits  die  ß^  mittels  n  ganzzahliger 
Gleichungen  yon  der  Form 

(19)  ßi-b,,y,  +  b,,Y,  +  --^  +  b,,Y, 

durch  die  Basiszahlen  y^  für  die  Gesamtheit  g  aller  ganzen 
Zahlen  des  Körpers  ausgedrückt  werden  können,  so  folgen 
daraus  n  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

(20)  a,  =  c^i^i  +  c,,y,  +  •  •  •  +  c^„y», 

deren  von  Null  verschiedene  Determinante 

(21)  I  c,-* !  -  i  «,-*  I  •  I  6|*  I 

ist.  Femer  findet  sich  nach  der  Definition  der  Formendiskri- 
minante 

während 

:  &«   -  (9,  a)  -  iR(o) 

ist.     Da  andererseits  wegen  (17)  mit  Rücksicht  auf  (7) 

^(iV^(F))  =  9l(a)«.z/(E) 

gefunden  wii'd,  gewinnt  man  durch  Yergleichung  der  beiden 
Ausdrücke  für  ^{N{F))  die  Beziehung,  um  die  es  sich  handelt: 

(22)  ^(£)  =  |a,J».D, 

WO  D  =  ^(s)  die  Grundzahl  des  Körpers  bezeichnet. 

Die  Grundzahl  des  Körpers,  dem  eine  zerlegbare 
Einheitsform  zugehört,  ist  also  stets  ein  Teiler  ihrer 
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Diskriminante  und  beider  Verhältnis  ist  eine  ganze 
Quadratzahl.  Da  hiernach  fOr  einen  gegebenen  Wert  der 
Diskriminante  ^(E)  die  Zahl  D  nur  eine  endliche  Menge  von 
Werten  haben  kann^  und  da  zu  einer  gegebenen  Grundzahl  nur 
eine  endliche  Menge  von  Körpern  n^^  Grades  Torhanden  ist 
(Kap.  8;  Nr.  7)^  so  verteilen  sich  sämtliche  zerlegbaren  Ein- 
heitsformen n^  Grades  mit  gegebener  Diskriminante  auf  eine 
endliche  Anzahl  von  Körpern  n*^  Grades,  umgekehrt  sind 
die  Diskriminanten  aller  zerlegbaren  Einheitsformen^  welche 
zu  einem  bestimmten  Körper  gehören,  quadratische  Vielfache 
seiner  Grundzahl.  Soll  die  Diskriminante  einer  solchen  Ein- 
heitsform der  Grundzahl  des  Körpers  gleich  sein,  so  ist  dafür 
nach  der  Gleichung  (22)  notwendig  und  hinreichend,  daß 

«a  j  -  ±  1 


sei,  wo  stets  das  positive  Vorzeichen  gedacht  werden  darf, 
wenn  die  Reihenfolge  der  Basiszahlen  ß^  passend  gewählt  wird; 
dies  kommt  aber  nach  (21)  auf  die  Bedingung 

hinaus,  welche  die  Zahlen  o^i,  a^,  -  *  *,  ck„  als  eine  Basis  des 
Ideals  a  kennzeichnet  (vgl.  Kap.  4,  Nr.  7).  Hiemach  darf  man 
sagen:  Jeder  zerlegbaren  Einheitsform  £,  welche  einem 
bestimmten  Körper  ^  n^^^  Grades  zugehört,  und  eine 
seiner  Grundzahl  gleiche  Diskriminante  hat,  ent- 
spricht ein  Ideal  a  des  Körpers,  nämlich  ein  Ideal 

dessen  Linearform  F  ist  und  welches  dui-ch  die  Form  E  in  der 
am  Anfang  dieser  Nummer  angegebenen  Weise  bestimmt  ist. 
Umgekehrt  entspricht  jedem  Ideale  a  des  Körpers 
eine  zu  ihm  gehörige  Einheitsform  mit  der  Diskrimi- 
nante D,  da  die  nach  Kap.  7,  Nr.  5  durch  die  Formel  (17) 
geliefei-te  Form  E  eine  solche  ist.^) 


1)  Die  Zugehörigkeit  der  Form  zum  Körper  wird  jedoch  hier  in 
etwas  weiterem  Sinne  gedacht.  Daß  die  Form  E  in  Formel  (17)  zerleg- 
bar idt,  leuchtet  ohne  weiteres  ein,  doch  werden  im  allgemeinen  die 
Koeffizienten   ihres  Linearfaktors  keine  Zahlen,   sondern  nur   Ideale  ;' 
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3.  Dies  Letztere  läßt  sich  statt  aus  der  angezogenen 
Nummer  folgendermaßen  erkennen.  Ist  der  Modulus  (11)  ein  Ideal, 
so  ist  seine  Ordnung  0  «  g  und  die  Zahlen  fo^  eine  Basis  yon 
g^  mithin  werden  die  Koeffizienten  g^^  in  (14)  ganze  rationale 
Zahlen  und  bei  geeigneter  Reihenfolge  der  Zahlen  o,. 

Dadurch  nimmt  die  Gleichung  (IG)  die  Gestalt  an: 

(23)  N(P)  «  9i(m) .  ü 

und  es  ist  zunächst  zu  zeigen^  daß  die  Form  U  eine  Einheits- 
form ist.  Denkt  man  sich  hierzu  die  unbestimmten  u^  durch 
irgend  welche  rationalen  ganzen  Zahlen  ersetzt^  wodurch  F  in 
eine  Zahl  a  des  Ideals  (11)  übergeht,  und  bedenkt,  daß  mit  a 
zugleich  das  Ideal  ga  in  nt  enthalten  ist,  also  ga  =  m  •  n  ge- 
setzt werden  kann,  wo  n  ein  Ideal  des  Körpers  bezeichnet,  so 

wird 

±  N(a)  =  5R(8a)  «  $R(m)  •  5R(n) 

und  es  findet  sich  durch  Verbindung  mit  der  vorauf  gehenden 
Gleichung 

(24)  U=-±3l{n). 

Nun  kann  aber  (nach  Kap.  6,  Nr.  17)  das  Ideal  n,  welches  mit 
m  zusammengesetzt  ein  Ideal  g«  hervorbringt,  stets  so  gewählt 
werden,  daß  es  zu  einem  gegebenen  Ideale,  z.  B.  zum  Ideale 
g/t,  wo  Je  eine  beliebig  gegebene  rationale  ganze  Zahl  sei, 
relativ  prim  ist.  Denkt  man  also  die  ganzzahligen  Werte  der 
Unbestimmten  m,.  als  diejenigen,  welche  die  entsprechende,  stets 
in  m  enthaltene  Zahl  a  hervorbringen,  so  wird  der  zugehörige 
Wert  der  Form  U  nach  (24)  ebenfalls  relativ  prim  zu  k  (vgl. 
Kap.  6,  Nr.  18),  d.  i.  zu  jeder  beliebigen  ganzen  Zahl,  also  U 
notwendig  primitiv  sein.  —  Die  Diskriminante  dieser  Einheits- 
form endlich,  die,  wie  N(F)  selbst  im  Körper  zerlegbar  ist 
(s.  die  vorige  Anmerkung),  wird  durch  die  aus  (23)  mit  Rück- 
sicht auf  (7)  hervorgehende  Beziehung 


des  Körpers  sein.   Später  wird  gezeigt  werden,  daß  9^(a)  =  N{i)  gesetzt 

werden  kann,  wo  j[  ein  Ideal  ist;  demnach  wird  der  Linearfaktor  von  JE 

F 

gleicli  -T-  sein. 
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bestimmt^  und  findet  sich^  da  andererseits 

J(N{F))  -  J{m)  =  3l(my  •  ^(9) 
ist; 

^(£0  =  ^(9)  =  D, 

und  somit  ist  U  eine  der  mit  E  bezeichneten  Einbeitsformen 
mit  der  Diskriminante  D,  welche,  da  sie  durch  das  Ideal  (11) 
TÖllig  bestimmt  ist,  als  diesem  entsprechend  zu  bezeichnen 
ist;  wir  setzen  daher  wieder  das  Zeichen  E  an  Stelle  von  ü. 
Die  Werte,  welche  diese  Form  E  annimmt,  wenn  in  ihr 
den  Unbestimmten  ganzzahlige  Werte  beigelegt  werden,  heißen 
die  durch  die  Form  darstellbaren  Zahlen.  Um  näher 
festzustellen,  welche  Zahlen  dies  sind,  erwäge  man,  daß  dem 
oben  Gesagten  gemäß  jedem  ganzzahligen  Wertsysteme  der  u^ 
vermittelst  (10)  eine  bestimmte  Zahl  u  des  Ideals  m  entspricht, 
welcher  wieder  durch  die  Formel  g«  =  m  •  n  ein  bestimmtes 
Ideal  n  zugeordnet  ist  von  der  Beschaffenheit,  daß  E  durch 
jenes  Wertsystem  den  Wert  +  91  (n)  oder  —  91  (n)  erhält,  je 
nachdem  N{a)  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  hieraus  folgt, 
daß  durch  £  nur  ganze  rationale  Zahlen  dieser  Art  darstellbar 
sind,  so  können  sie  aber  auch  sämtlich  durch  E  dargestellt 
werden,  da  jedem  Ideale  n,  für  welches  m  •  tt  ein  Ideal  ga 
wird,  eine  bestimmte  in  m  enthaltene  Zahl  a,  also  auch  ein 
bestimmtes  ganzzahliges  Wertsystem  der  u^  entspricht,  fQr 
welches  das  oben  Gesagte  zutrifft,  nämlich  E  den  Wert  '±  9i(n) 
annimmt.  —  Zu  den  gedachten  Idealen  n  zählen  stets  die 
sämtlichen  Ideale  der  zur  Klasse  C,  zu  der  das  Ideal  m  ge- 
hört, entgegengesetzten  Klasse  C,  für  welche  nämlich  m  •  n 
ein  Hauptideal  go;,  d.i.  cc  eine  Zahl  mit  positiver  Norm 
ist.  Die  Normen  aller  Ideale  dieser  Erlasse  C  sind  also  durch 
die  Form  E  darstellbar.  Gibt  es  im  Ideale  m  keine  Zahlen 
mit  negativer  Norm,  so  sind  die  bezeichneten  Normen  auch  die 
einzigen  durch  E  darstellbaren  Zahlen.  Wenn  aber  Zahlen  a 
mit  negativer  Norm  in  m  vorhanden  sind,  so  bilden  diejenigen 
Ideale  n,  für  welche  ga » m  •  n  ist,  eine  im  allgemeinen 
von  C  verschiedene  Klasse  C'\  die  jener  nur  halbäquivalent 
ist,  während   die   der  Zahl  cc   entsprechenden  Werte   der  Un- 
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bestimmten  w,-  eine  Darstellung  von  —  91  (n)  durch  E  liefern. 
In  diesem  Falle  sind  also  die  durch  E  darstellbaren  positiven 
Zahlen  die  Normen  der  Ideale  der  Klasse  C\  die  durch  E  dar- 
stellbaren negativen  Zahlen  die  Normen  der  Ideale  der  Klasse 
C"  mit  negativem  Vorzeichen  genommen.  Sind  insbesondere 
Einheiten  mit  negativer  Norm  vorhanden,  so  folgt  wegen 

Q(6a)  =  g(a)  -  m  •  n, 

daß  die  der  Zahl  ea  entsprechenden  Werte  der  Unbestimmten 

Uf  eine  Darstellung  auch  der  negativ  genommenen  Norm  von 

n  hervorbringen.    In  diesem  besonderen  Falle  sind  die  durch 

E  darstellbaren  Zahlen   die  positiv  und  negativ  genommenen 

Normen  aller  Ideale  der  Klasse  C\ 

Ist   ±  m   irgend   eine   der   durch  E  darstellbaren   ganzen 

Zahlen,  so  muß  m  dem  besagten  zufolge  die  Norm  eines  der 

Ideale  der  Klasse  C  oder   der   Klasse  C"    sein;   aber   es  gibt 

unendlich   viel  einander  assoziierte  Ideale   der  einen  wie  der 

anderen   dieser  Klassen,    deren  Normen   gleich   m   sind,   und 

demgemäß  stets  unendlich   viel  Darstellungen  von  ±  m  durch 

die  Form  E,  die  zu  einer  Gruppe  vereint  werden  können.   Ist 

nämlich 

n'«=  en 
und 

nt  •  n  =  ga, 
so  ist  auch 

mn'«9(£a), 

wo  €  eine  Einheit  bezeichnet,  und  jeder  solchen  Einheit  ent- 
spricht zugleich  mit  der  in  m  enthaltenen  Zahl  sa  ein  Wert- 
system der  Unbestimmten  ti^,  durch  welches  die  Zahl  H:  ^ 
=  ±  9l(n)  «  ±  9l(n')  mit  gleichem  Vorzeichen,  wie  es  der 
Zahl  N(a)  zukommt,  dargestellt  wird,  wenn  die  Einheit  s  mit 
positiver  Norm  gedacht  wird. 

Man  erkennt  in  diesen  Aussprüchen  über  die  Darstellung 
durch  die  zerlegbare  Form  E  die  völligste  Analogie  mit  den 
bekannten  Sätzen,  nach  welchen  die  Darstellungen  durch  die 
binaren  quadratischen  Formen  in  Darstellungsgruppen,  die  zu 
bestimmten  Kongruenzwurzeln  gehören,  verteilt  werden. 

4.  Diese  Analogie  zwischen  den  allgemeineren  und  den 
genannten  besonderen  Formen  läßt  sich  aber  viel  weiter  ver- 
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folgen.  Wenn  man  die  Basis  des  Ideals  m  darch  irgend  eine 
andere  ersetzt,  indem  man  n  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Koeffizienten  aufstellt: 

(25)  ft  ==  a.^a^  +  a,.,«,  +  •  •  •  +  a^^a^, 

(rf  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

deren  Determinante,  welche  positiv  gedacht  werden  darf  und 
soll,  gleich  1  ist,  so  geht  m  über  in  den  Modulus 

ist  dann 

so  erhält  man,  entsprechend  der  Gleichung  (23),  diese  andere: 

(26)  N{Q)  -  yi{m) .  F, 

wo  V  eine  zerlegbare  Einheitsform  des  Körpers  mit  der  Diskri- 
minante  D  sein  wird.  Da  aber  <Z>  durch  Einsetzen  der  Aus- 
drücke (26)  in 

F  =  «1^1  +  a^u^  H h  a„u, 

übergeht,  vorausgesetzt,  daß 

(27)  w,  «  a^.v,  +  Osj.Vjj  +  •  •  •  +  a„^v„ 

(i  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

gedacht  wird,  so  liefert  die  Vergleichung  der  Formeln  (23) 
und  (26)  die  unter  derselben  Voraussetzung  bestehende 
Beziehung: 

(28)  U^V, 

die  auch  dahin  ausgesprochen  werden  kann,  daß  die  Form  ü 
durch  die  Substitution  (27)  in  die  Form  V  übergeht.  Zwei 
Formen,  für  welche  dieser  Umstand  statthat,  werden  äquivalent 
genannt.  Demnach  sind  alle  zerlegbaren  Einheits- 
formen, auf  welche  die  verschiedenen  Basen  des  Ideals 
m  führen,  einander  äquivalent  oder  Formen  derselben 
Klasse. 

Umgekehrt  entspringt  aber  auch  jede  Form  der 
gedachten  Klasse  einer  bestimmten  Basis  des  Ideals  m. 
Denn,  ist  V  irgend  eine  mit  U  äquivalente  Form,  in  welche  diese 
durch  eine  Substitution 
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(29)  u^  «  a^Vi  +  «8,^,  +  •••  +  ««<<?, 

(.'  =  1,  8,  ..-,  n) 

mit  der  Determinante  1  übergeht^  so  werden  die  Zahlen 

ßi  ^  «««1  +  a<2<^t  +  •  •  •  +  a<n«« 

(»•  =  1.  «.  .  .    ,  n) 

eine  andere  Basis  des  Ideals  m  vorstellen^  welcher  offenbar  die 
Form  r  als  die  aus  ihr  hervorgehende  Einheitsform  zugehört. 
Allgemeiner  gehört  dieser  Formenklasse  die  Ge- 
samtheit der  zerlegbaren  Einheitsformen  an,  welche 
allen  mit  m  äquivalenten  Idealen  entspringen.  Ist  näm- 
lich nt' » /3  •  m  ein  solches  Ideal ,  ß  also  eine  ganze  oder  ge- 
brochene Zahl  des  Körpers,  deren  Norm  positiv  ist,  so  bilden 

die  Produkte 

ßa^,  /Jog,  •  •  -,  ßcc^, 

welche  als  in  m'  enthalten  ganze  Zahlen  sein  müssen,  eine 
Basis  des  Ideals  m'.  Sind  nun  die  ganzzahligen  Werte  der  Un- 
bestimmten Uf  so  gewählt,  daß  F  die  Zahl  a  des  Ideals  m  vor- 
stellt, so  ergeben  die  Gleichungen  (12)  die  folgenden: 

ßa'fDi=   Uii  '  ß(h  +   ^ii  '  ß^2  + 1-    ^in  '  ß%7 

(i  =  1,  2,  .  ■  .,  n) 

in  denen  cd^,  o,,  *  *  -,  <o«  eine  Basis  von  g  bedeuten,  während 
an  Stelle  der  Gleichungen  (14)  andere  treten  von  der  Form: 

(«•  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

in  deuen  die  g.j^  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Daraus  fließt 
statt  der  Gleichungen  (12*)  das  folgende  System 

ky     h 

(«•  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

aus  welchem  für  N(ßa)  der  Wert 

gefunden  wird.  Man  erkennt  hieraus,  daß  allen  mit  tn  äqui- 
valenten Idealen  ein-  und  dieselbe  zerlegbare  Einheitsform  U, 
bezw.   eine    ihr    äquivalente    Form    zugehört.      Die    gedachte 
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Formenklasse  darf  hiemach  als  die  der  Idealklasse  korrespon- 
dierende bezeichnet  und  gesagt  werden: 

Jeder  Idealklasse  korrespondiert  eine  eindeutig 
bestimmte  Formenklasse  zerlegbarer  Einheitsformen 
des  Körpers  mit  der  Diskriminante  D.  Der  Transfor- 
mation der  Formen  dieser  Klasse  entspricht  der  Über- 
gang Ton  einer  Basis  eines  dieser  Ideale  zu  einer 
andern^  und  umgekehrt. 

Zu  den  Transformationen  der  gedachten  Formen  in  ein- 
ander gehören  insbesondere  diejenigen  der  Form  U  in  sich 
selbst.  Wenn  die  Gleichungen  (29)  eine  solche  vorsteUen^  so 
ist  V  die  nämliche  Form  wie  TT  und  somit 

Für  jedes   ganzzahlige  Wertsystem    der   unbestimmten  t«,-   ist 

aber 

F  =  a^Wj  +  «2^2  4-  •  •  •  +  «„w,  eine  Zahl  a, 

O  —  ß^U^  +  ß^U^  +  •  •  •  +  ßn'^n   ®^®   T^^l   ß 

in  m  und  muß  daher 

•  N{ß)  =  N{a), 

d.  h.  ß  ^  sa  sein,  wo  a  eine  Zahl  des  Körpers  mit  der  Norm  1 
bedeutet.     So  ergeben  sich  insbesondere  die  Beziehungen 

wo  die  £{  besondere  Zahlen  des  Körpers  mit  der  Norm  1  bedeuten 
Yon  der  Beschaffenheit,  daß  diese  n  Zahlen  (31)  eine  Basis 
von  m  ausmachen.  Alle  Transformationen  von  U  in  sich 
selbst  befinden  sich  also  jedenfalls  unter  den  Transformationen 
die  dem  Übergange  von  der  Basis  a^,  o,,  •  •  •,  a^  zu  den  ver- 
schiedenen Basen  von  der  Art  (31)  entsprechen.  Da  für  jede 
Einheit  £  mit  positiver  Norm  die  Zahlen 

(32)  ß^  -  ea^,  ft  =  ac^,  •  • .,  ß^  =  scc^ 

eine  Basis  der  angegebenen  Art  bilden  und  zugleich  die  Glei- 
chung (30)  erfüllen,  so  gibt  es,  entsprechend  allen  verschie- 
denen Einheiten  e  unendlich  viel  Transformationen  von  U  in 
sich  selbst;  ob  es  aber  außer  den  so  bestimmten  noch  andere 
gibt,   die   anderen  Basen   der  Art  (31)    entsprechen,   und   ob 

Bachraann,  Zahlentheorie.    V.  28 
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jeder  der  letzteren  solche  Transformationen  zukommen,  mag 
hier  unerörtert  bleiben. 

Dagegen  ist  noch  die  Frage  zu  beantworten,  ob 
auch  umgekehrt  jeder  Klasse  zerlegbarer  Einheits- 
formen  des  Körpers  mit  der  Diskriminante  D  eine  ein- 
deutig bestimmte  oder  etwa  eine  Mehrheit  yerschie- 
dener  Idealklassen  desselben  korrespondiert.  Daß  jeder 
solchen  Einheitsform  ein  Ideal  und  daher  auch  ihrer  Klasse 
eine  Idealklasse  des  Körpers  entspricht,  wissen  wir  aus  Nr.  2. 
Bemerkt  man  aber,  daß  die  mit  Bezug  auf  den  einen  Linear- 
faktor Ui  von  E  dort  angestellte  Betrachtung  mit  Bezug  auf 
jeden  andern  Linearfaktor  von  E^  welcher  etwa  ebenfalls  aus 
Zahlen  desselben  Körpers  gebildet  ist,  durchgeführt  werden 
könnte,  so  sieht  man,  daß  allgemein  derselben  Einheitsform 
des  Körpers  oder  ihrer  Klasse  soviel  Idealklassen  des- 
selben korrespondieren  werden  —  ob  dieselben  wirklich 
voneinander  verschieden  sind  oder  nicht,  wäre  genauer  zu 
untersuchen  —  als  unter  den  konjugierten  Körpern  mit 
dem  gegebenen  identische  vorhanden  sind. 

5.  Geht  so  der  Äquivalenz  der  Ideale  eines  Körpers  die- 
jenige der  ihm  zugehörigen  zerlegbaren  Formen  parallel,  so 
entspricht  der  Multiplikation  der  Ideale  und  der  Zusammen- 
setzung ihrer  Klassen  die  Zusammensetzung  der  Formen  resp. 
ihrer  Klassen.     Um  dies  noch  kurz  zu  zeigen,  seien 

(33)  a  -  [«1,  ffj,  •  •  •,  aj,  b  =  [/3i,  ßi,  •  •  •,  /5J 

zwei  Ideale  des  Körpers;  ihr  Produkt  ist  wieder  ein  Ideal  c,. 
welches  sowohl  durch  den  Modulus 

mit  den  n^  Elementen  a^/S^  (i  =  1,  2,  •  •  •,  «;  /r  ==  1,  2,  •  •  •,  «),. 
als  auch  durch  einen  w-gliedrigen  Modulus 

(34)  c  =  [^1,  7^2,  •  •  •,  yj 

mit  den  Basiszahlen  y^  darstellbar  ist  Daher  können  einer- 
seits jene  durch  diese  mittels  n^  Gleichungen  von  der  Form 

(35)  a,ß,  =  af  *).  yi  +  <'  *^-  72  +  •  •  •  +  «?'•  *^-  y„, 
andererseits  diese  durch  jene  mittels  n  Gleichungen 
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(36)     n  -  <^h'^  ^^  •  «i/3i  +  •  •  •  +  cj>'  *•) .  «,ft  +  .  •  .  +  4"*  «^«„l8,, 

(A  =  1,  2,  ...,  n) 

deren  Koeffizienten  beide  Male  ganze  Zahlen  sind,  ausgedrückt 
werden.     Setzt   man   die   Ausdrücke  (35)   in   die  Gleichungen 

(36)  ein  und  bedenkt,   daß  die  Basiszahlen   y^   rational   unab- 
hängig sind,  so  ergibt  sich  folgende  Beziehung 

(37)  ^a(^*)  c(;;  *)  =  (*,*'), 

wenn  wieder,  wie  früher^  durch  das  Zeichen  Qi,  li)  die  Eins 
oder  die  Null  ausgedrückt  wird,  je  nachdem  die  beiden  der 
Zahlenreihe  1,  2,  •  •  •,  n  entnommenen  Indices  h,  Ji  einander 
gleich  oder  verschieden  sind.  Die  in  dieser  Beziehung  auf- 
tretende Summe  ist  aber  das  Element  der  Determinante,  welche 
aus  den  beiden  Matrizen  der  Gleichungen  (35),  (36)  zusammen- 
gesetzt und  bekanntlich  die  Summe  der  Produkte  ist^  die  sich 
aus  den,  der  ersten  Matrix  entnommenen  n-gliedrigen  Deter- 
minanten und  den  entsprechenden  der  zweiten  Matrix  bilden 
lassen.  Da  der  Wert  jener  Determinante  zufolge  (37)  gleich  1 
ist,  müssen  je  die  sämtlichen  n-gliedrigen  Determinanten,  die 
aus  den  Elementen  jeder  der  Matrizen  gebildet  werden  können, 
ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sein. 
Setzt  man  nunmehr 


(38)  ^  =  ^i%  +  Ät;2  +  ---  +  /5nt;„ 

so  entspringen  aus  diesen,  den  Idealen  a,  b,  c  zugehörigen 
Linearformen  drei  Einheitsformen  Uy  F,  W  des  Körpers,  in- 
dem folgende  Gleichungen  stattfinden: 

(39)  N(¥)  =  5R(a)  •  U^  N{0)  =  91(6)  •  F,  JV^(^)  ^  ?i(c)  •  W. 
Da  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (38) 

''  * 
wegen  (^35)  aber  gleich 

I,  *,  A 

28* 
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gefunden  wird,  so  ergibt  sich 

und  daher  auch 

wenn 

(40)  ^k-2<^Ü''^'^i^k 

(A  r=  1, «,  .  .  .,  n) 

gesetzt  wird;  da  aber  zugleich 

gi(c)  -  9l(a)  ■  «R(b) 
ist;  so  geht  die  Beziehung 

(41)  W^  U    V 

hervor,  sobald  zwischen  den  Variabeln  der  drei  Formen  CT,  F,  W 
die  Gleichungen  (40)  yorausgesetzt  werden.  Die  Form  TT, 
welche  dem  Idealprodukte  t^  ab  entspringt,  geht  also 
durch  die  bilineare  Substitution  (40),  deren  Matrix 
die  oben  angegebene  Eigenschaft  hat,  in  das  Produkt 
der  beiden,  den  Idealen  a,  b  entspringenden  Formen 
U;  V  über,  und  wird  deshalb  die  aus  den  letzteren 
zusammengesetzte  Form  genannt. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  drei  in  solcher 
Weise  yerbundenen  Formen  ü",  F,  W  unzweideutig 
durch  die  bilineare  Substitution  (40)  bestimmt  sind. 
Da  nämlich  dieser  Substitution  zufolge 

!Jf=F.« 

ist,  findet  sich  die  Beziehung 


F-        — 

cv.       cv. 


ih. 


^^=2" 


(.•  =  1,  r,  .  .  .,  v) 

die  in  c  also  auch  in  6  enthaltenen  Zahlen  y^  lassen  sich  aber 
als  ganzzahlige  lineare  Ausdrücke  von  der  Form 
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darstellen,  deren  Determinante 

(42)  j  6^  J  =  (b,  c)  =  (flb,  ab)  =  (9,  a)  =  3l(a) 

ist,  und  somit  erhält  man 

My  k  » 

Gleichungen,  aus  denen  man  nach  Eap.  1 ,  Nr.  8 


d.  i.  wegen  (42)  und  (39) 
(43)  ,  U^ 


dv, 


Kk 


erschließt.     Auf  ganz  entsprechende  Weise  findet  sich 


(44) 


F- 


du. 


und  daraus  dann  W  als  das  Produkt  dieser  beiden  Ausdrücke: 


(45) 


W  = 


du, 

• 

Man  überzeugt  sich  schließlich  unschwer,  daß,  wie  die 
Form  W  als  aus  den  Formen  Uy  V,  so  auch  ihre  Klasse 
aus  den  Klassen  von  U  imd  V  zusammengesetzt  angesehen 
werden  darf,  indem  Systeme  resp.  äquivalenter  Formen  ü  und 
V  durch  die  angegebene  Zusammensetzung  stets  zu  äquivalenten 
Formen  W  hinführen  müssen. 

6.  Die  bisher  betrachteten  zerlegbaren  Formen  sind  nicht 
die  einzigen,  welche  dem  bestimmten  Körper  ^  n^"*  Grades 
zugehören,  wie  denn  schon  aus  Nr.  2  hervorgeht,  daß  er  auch 
solche  enthalten  kann,  deren  Diskriminante  seiner  Grundzahl 
nicht  gleich,  sondern  in  quadratischem  Verhältnisse  größer  ist 
als  sie.  In  Wahrheit  entspricht,  wie  wir  nun  nachweisen 
wollen,  jeder  besonderen  Ordnung  des  Körpers  eine  beson- 
dere Kategorie  von  zerlegbaren  Formen. 

Sei  0  eine  bestimmte  Ordnung  ganzer  Zahlen  des  Körpers 
und  der  Modulus 


(46) 


"»  =  K>  «i>  •  •  •>  aj 
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ein  Ideal  in  0,  während  (o^,  cd,,  •  •  «^  o^  eine  Basis  von  o  be- 
zeiclinen.  Dann  ist  die  in  Nr.  2  mit  0  bezeichnete  Ordnung 
des  Modulns  m  mit  der  hier  so  benannten  Ordnung  identisch^ 
die  Determinante  ,  g^^  \  der  Gleichungen  (14) ,  welche  positir 
gedacht  werden  darf,  wird,  da  m  ^  0  also  (nt;  o)  =  1  ist,  mit 
der  Anzahl  der  (mod.  tn)  inkongruenten  Zahlen  der  Ordnung, 

nämlich  mit 

(o,  m)  «  9i'(ni)  =  9t(gm) 

gleich,  und  statt  der  Gleichung  (16)  erhalten  wir  die  Beziehung 

(47)  N(F)  =  9i(8in)  •  U, 

worin  U  eine  ganzzahlige  zerlegbare  Form  n^'^  Grades  mit  den 
n  Unbestimmten  u^  bedeutet.     Da  mit  Rücksicht  auf  (14) 

J(mF))  =  ^(tn)  =  ;  g,,  I* .  z/(o), 

andererseits  nach  (7)  und  (16) 

gefunden  wird,  so  ergibt  sich  die  Beziehung 

(48)  ^(^ü)  =  J{o)  =  9l(o)* .  D, 

unter  D  =  zi(g)  wieder  die  Grundzahl  des  Körpers  verstanden. 

Jedem  Ideale  in  o  entspringt  also  eine  zerlegbare 
Form  des  Körpers,  deren  Diskriminante  gleich  9l(o)*-D 
ist.     Diese  Form  ist  wieder  eine  Einheitsform. 

Um  den  letztern  Punkt  zu  erweisen,  bedienen  wir  uns  eines 
von  Dedekind  gegebenen  Satzes^)  über  Ideale  in  o,  der  dem 
Satze  in  Kap.  6,  Nr.  17  analog  ist  und  dessen  Herleitung  wir 
bis  auf  diese  Stelle  verschoben.     Er  besagt: 

Zu  jedem  Ideale  a  in  o  gibt  es  ein  zweites  Ideal  b 
der  Ordnung,  welches  mit  a  zusammengesetzt  ein 
Hauptideal  der  Ordnung  hervorbringt,  während,  wenn 
n  einen  gegebenen,  in  o  enthaltenen  Modulus  bedeutet, 
welcher  die  Gleichung 

on-=tt 

erfüllt, 

6  +  n  =  0 

1)  S.  FestBchrift  zur  Säkularfeier  des  Gebnrtstages  von  C.  F.  Gauss, 
Braunschweig  t877,  S.  28. 
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ist.  Zum  Beweise  bemerke  man  zunächst,  daß  offenbar  gn  ein 
Eörperideal  ist.  Man  setze  daher  gn  ^  n'*  f^  indem  man  unter 
Y  denjenigen  Idealfaktor  Von  gn  versteht^  dessen  Primideale 
auch  im  Führer  f  der  Ordnimg  aufgehen,  während  das  Ideal 
n'  aus  nicht  in  f  aufgehenden  Primidealen  besteht.  Dann  gibt 
es  dem  zitierten  Satze  gemäß  ein  Körperideal  c,  welches  zu  rC 
relativ  prim  ist  und  mit  dem  Körperideale  ga  zusammengesetzt 
ein  Ideal  g^'  erzeugt,  sodaß  ga  •  C  oder  ac  gleich  Qy  ge- 
setzt werden  kann,  während  wegen  c  +  n'  =*  g  sich  durch 
Multiplikation  mit  ga  die  Gleichung 

(49)  gy  +  gan'=ga 

herausstellt.   Da  sowohl  ga  als  n'  und  daher  auch  ga  *  n'  prim 

gegen  ff,  also 

ga.n'+ff=g 

ist,  so  gibt  es  ganze  Zahlen  fi  des  Körpers,  welche  die  beiden 
Kongruenzen 

(50)  (^^y  (mod.  ga  •  n'),  /*  =  1  (moA  ff) 

erfüllen;  sie  bilden  eine  bestimmte  Klasse  nach  dem  Modulus 
ga  •  n'—  ff  kongruenter  Zahlen  und  folglich  kann  unter  ihnen 
fi  so  gewählt  werden,  daß  N(ii)  positiv  wird  (Kap.  9,  Nr.  3). 
Nach  der  zweiten  der  Kongruenzen  (50)  ist  zudem  diese  Zahl 
f(  kongruent  1  (mod.  f),  und  da  diese  Kongruenz  (mod.  f)  auch 
(mod.  o)  besteht,  so  ist  fi  mit  1  zugleich  eine  Zahl  in  o. 
Demnach  ist  (s.  Kap.  9,  Nr.  10)  Oft  ein  Hauptideal  der 
Ordnung.  Die  erste  der  Kongruenzen  (50)  lehrt  aber  mit 
Rücksicht  auf  (49),  daß  auch 

(51)  g^  +  ga-n'-ga 
d.  h.  g|[i  ^  ga  und  folglich 

(52)  ga  =  ga  .  b 

ist,  wo  b  ein  Körperideal  bedeutet,  welches  ebenso  wie  g|it  zu 
f  prim  ist;  daher  gibt  es  ein  Ideal  6  in  o,  für  welches  g6  =  b 
und  wegen  (52) 

(53)  g  •  0^  -  ga  •  gb  =  g  •  ab 

ist.     Hieraus  folgt  einerseits  (nach  Kap.  9,  Nr.  2) 
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(54)  Ofi  «-  ob, 

andererseits  aus  (51) 

8  •  ab  +  9  •  an'=  flo 
d.  i. 

ga  (flb  +  nO  =  fla  •  8, 
aus  welcher  Gleichung  zwischen  Eörperidealen 

hervorgeht.  Diese  Gleichung  lehrt,  daß  Qb  prim  ist  gegen  ti'^ 
und  da  es  nach  (53)  mit  fi  zugleich  prim  ist  gegen  ff,  so  ist 
es  prim  auch  gegen  ff .  n'»  8nf,  in  Zeichen 

gb  +  8nf  =  8 
oder 

(55)  9(6  +  nf)  =  9  •  0. 

Nun  ist  b  +  nf  ein  Ideal  in  o,  denn  nach  der  Ton  n  voraus- 
gesetzten Eigenschaft  ist 

o(b  +  nf)  =  b  +  nf, 

während 

(b  +  nf)  +  f  =  0  +  nf  =  0 

ist.  Somit  folgt  aus  (55)  nach  Kap.  9,  Nr.  2  die  Gleichung 
b  +  nf  =  0,  und  da  nf^no  =  n  ist,  offenbar  auch  die 
verlangte  Beziehung 

(56)  b  +  n  -  0. 

Mit  den  Gleichungen  (54)  und  (56)  ist  die  Behauptung 
des  Satzes  bewiesen. 

Nunmehr  sei  k  irgend  eine  rationale  ganze  Zahl.  Dann 
ist  ok  ein  Modulus,  wie  der  Modulus  n  des  Satzes,  und  es 
gibt,  wenn  wir  zum  Ideale  a  =  m  und  der  Formel  (47)  zurück- 
kehren, dem  Hilfssatze  gemäß  ein  Ideal  b  der  Ordnung,  für 
welches  m  •  b  ein  Hauptideal  b/t  in  0  und  b  +  ok  ^  o  mithin 
8b  +  8^  "^  0'  ^'  ^-  ^^  Ideal  8b  prim  ist  gegen  /c;  nach  Kap.  6, 
Nr.  18  ist  daher  auch  92  (8  b)  prim  gegen  Ar.  Die  Gleichung 
(51),  welche  fdr  die  Zahl  fi  stattfand,  zeigt,  daß  Q(i  und 
somit  die  in  o  enthaltene  Zahl  (i  auch  in  8nt  also  in  0  —  %xn=^xn 
enthalten  ist.    Wählt  man  daher  fQr  die  Unbestimmten  u^  die- 
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jenigen  Werte,  durcli  welche  F  in.  /i  übergeht,  so  folgt  einer- 
seits mit  Rücksicht  auf 

Oft  =  m  •  b    also    gft  =  gm  •  gb 
die  Gleichung 

N(ß)  =  ±  5R(9^)  =  ±  9J(gm)  ■  SRCgb), 

andererseits  wegen  (47) 

N{fi)^yi(im)'  ü 
also 

d.  h.  relatiy  prim  zu  jeder  beliebigen  Zahl  k,  was  nur  sein 
kann,  wenn  U  eine  Einheitsform  ist. 

Nachdem  so  der  obige  Satz  Yollständig  bewiesen  worden 
ist,  übersieht  man  sogleich,  daß,  was  Ton  der  Äquivalenz  und 
über  die  Zusammensetzung  der  Formen  und  ihrer  Klassen, 
welche  den  Körperidealen  entsprangen,  gezeigt  worden  ist, 
sich  kraft  der  Definition  der  Äquivalenz  für  Idf^ale  in  0  un- 
mittelbar in  gleicher  Weise  auch  für  die  Ideale  der  Ord- 
nung aussagen  läßt:  jeder  Idealklasse  korrespondiert  eine  ein- 
deutig bestimmte  Formenklasse,  und  der  Multiplikation  der 
Ideale  die  Zusammensetzung  der  entsprechenden  Formen. 

Wenn  es  daher  unnötig  scheint,  hierauf  näher  einzugehen, 
so  muß  dagegen  noch  bemerkt  werden,  daß  die  Gesamtheit  der 
möglichen  zerlegbaren  Formen  w*®**  Grades  des  Körpers  auch 
mit  der  Betrachtung  dieser  den  Idealen  jeder  Ordnung  ent- 
sprechenden Formen  noch  nicht  erschöpft  zu  sein  braucht. 
Denn  der  aus  ganzen  Zahlen  des  Körpers  bestehende  Modulus 
m,  den  wir  durch  die  Formel  (11)  ausgedrückt  haben,  braucht 
im  allgemeinen  weder  ein  Körperideal  noch  ein  Ideal  irgend 
einer  Ordnung  zu  sein,  und  doch  führt  die  in  Nr.  2  an- 
gestellte Betrachtung  durch  die  dortige  Formel  (16)  zu  einer 
dem  Modulus  entsprechenden  zerlegbaren  Form,  die  dem  Körper 
zugehören  kann.     Da  aus  (14)  und  (16)  wieder  einerseits 

J(N(F))  =  .^(in)  =  i  ff,,  i'  ■  z/(o), 

andererseits 

z/(.V(F))  =  ;</„».z/(£7) 

sich  ergibt,  so  erschließt  man  für  die  Diskriminante  der  ge- 
dachten Form  U  wieder  den  Wert 
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(57)  ^(i7)=-^(o)«SR(o)*.D, 

wo  0  die  Bedeutung  der  Nr.  2  hat.  Auch  hier  gelten  dann 
über  die  Äquivalenz  der  den  yerschiedenen  Modiiln  entsprechen- 
den Formen  U  analoge  Sätze,  wie  in  den  vorigen  Fällen.  Man 
kann  immlich  auch  für  ganzzahlige  Moduln  die  Äquivalenz  in 
gleicher  Weise  definieren,  wie  für  Ideale,  so  daß  zwei  «-glie- 
drige  Moduln  m,  m'  des  Körpers  einander  äquivalent  heißen 
sollen,  wenn  eine  Zahl  ß  mit  positiver  Norm  vorhanden  ist, 
für  welche  xtC  =  ß  -  vx  ist;  hiemach  lassen  sich  dann  sämtliche 
jener  Moduln  in  Klassen  äquivalenter  Moduln  verteilen.  Alle 
Moduln  m  derselben  Klasse  aber  haben  gleiche  Quotienten  tn^ 
oder  dieselbe  Ordnung,  denn,  wenn  ft  irgend  eine  Zahl  in  m^ 
und  folglich  ^m  ^  m  ist,  so  ergibt  sich  durch  Multiplikation 
mit  ß  daraus  /tm'  ^  m',  d.  h.  ft  gehört  auch  zu  (m')^,  und 
ebenso  auch  umgekehrt.  Durchläuft  nun  a  alle  Moduln  einer 
Klasse  A,  6  alle  diejenigen  einer  Elasse  Bj  sp  werden  die 
Produkte  ab  wieder  einer  ganz  bestimmten  Klasse  C  angehörig 
sein,  welche,  wie  bei  den  Idealen,  die  aus  A,  B  zusammen- 
gesetzte Klasse  heißt,  und  man  sieht  demnach,  daß  für  die 
Äquivalenz  und  Zusammensetzung  der  den  Moduln  entspringen- 
den zerlegbaren  Formen  U  sich  Sätze  herausstellen  müssen, 
welche  den  früheren  völlig  analog  sind. 

Im  Zusamenhange  hiermit  bemerken  wir  die  in  Nr.  2  ge- 
fundene Beziehung 

J{m)  =  ;  a,,  ;* .  9i(a)» .  D 
oder 

(58)  D.la,,|«=^((^]. 

Dieser  Quotient  ist  nicht  nur  dem  bestimmten 
Modulus  m  eigentümlich,  sondern  eine  Invariante  der 
ganzen  Klasse,  der  er  angehört.  In  der  Tat,  geht  man 
von  dem  Modulus 

m  =  [«1,  Og,  •  .  .,  aj, 

welchem  das  Ideal  (s.  Nr.  2) 

entsprach,  zu  dem  äquivalenten  Modulus  m'^jStit  über,  dessen 
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ganzzahlige  Basiszahlen  ßa^,  ßa^,  -  •  -y  ßa^  sein  werden,  und 
welchem  das  mit  a  äqulyalente  Ideal 

a'=«/Ja=={K,  ßa„  ...,  /SaJ 

entspricht,  so  werden  offenbar  ßß^,  ßß^,  •  •  •,  ßß^  eine  ganz- 
zahlige Basis  des  letztern  sein;  zwischen  den  Basiszahlen  von 
vx'  einerseits  und  denen  Ton  a'  andererseits  bestehen  daher 
die  gleichen  Beziehungen  (18),  wie  zwischen  denen  von  m  und 
denen  von  a,  die  linke  Seite  der  Formel  (58)  bleibt  daher  un- 
geändert,  und  demnach  ist,  wie  behauptet: 

Man  bezeichnet  daher  den  Quotienten 

als  die  Diskriminante  der  Modulklasse  von  tn. 
Wir  fügen  endlich  noch  die  Beziehung  an: 

(m,  0)        V  J{o)  ' 

welche  aus  der  Gleichung  (57)  durch  Vergleichung  mit  (15) 
sich  ergibt;  sie  ist  nur  ein  spezieller  Fall  der  für  irgend  zwei 
Moduln  (11)  geltenden,  von  Dedekind  gegebenen  Formel^): 


(m 
(ni 


,  m')        y  Jinx) ' 


Elftes  Kapitel. 
Unterkörper  und  Oberkörper. 

1.  Haben  wir  bisher  meist  einen  einzelnen  Zahlenkörper 
für  sich  betrachtet,  so  müssen  wir  nun  noch  die  Aufmerksam- 
keit auf  die  Beziehungen  lenken,  welche  zwischen   zwei  yer- 

1)  Dirichlets  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  herausg.  von  Dede- 
kind, 4.  Auflage,  p.  537. 
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schiedenen  Körpern  bestehen.  Algebraisch  änßem  sich  die- 
selben in  der  sogenannten  Verwandtschaft  der  algebraischen 
Gleichungen,  d.  i.  in  der  Art  des  Zusammenhanges,  der  zwischen 
den  die  Körper  erzeugenden  Zahlen  oder  den  Gleichungen^ 
durch  welche  diese  bestimmt  werden,  vorhanden  sein  kann, 
imd  es  sind  da  namentlich  die  Beziehungen,  welche  einen 
Körper  mit  seinen  Unterkörpern  yerbinden,  die  für  die  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Gleichungen  und  die  Gesetze  ihrer 
Auflösung  von  Wichtigkeit  sind.  Hier,  wo  wir  es  nur  mit 
den  arithmetischen  Eigenschaften  der  Zahlenkörper  zu  tun 
haben,  wird  es  hauptsächlich  interessieren,  wie  die  Idealtheorien, 
die  für  jeden  der  Körper  besonders  gelten,  sich  zu  einander 
verhalten,  in  einander  greifen,  bezw.  auf  einander  zurückführbar 
sind,  wie  insbesondere  die  Zerlegung  der  rationalen  Primzahlen 
in  Primideale,  welche  für  einen  Körper  gilt,  sich  zu  derjenigen 
im  andern  verhält,  nach  welchen  Gesetzen  die  Primfaktoren 
der  Diskriminante  des  einen  mit  denen  des  andern  überein- 
stimmen u.  dgl.  m. 

Indem  wir  hierüber  in  diesem  und  dem  folgenden  Kapitel 
noch  einige  wichtige  Ergebnisse  aussagen  wollen,  richten  wir 
vor  allem  unsern  Blick  auf  den  Begriff  des  Ideales. 
Sei  Ä  ein  gegebener  Körper  N^^  Grades  und  f  irgend  ein 
Unterkörper,  d.  h.  ein  in  ihm  enthaltener  Körper,  dessen  Grad  n 
heiße.     In  diesem  Körper  sei 

irgend  ein  Ideal,  der  Definition  eines  solchen  zufolge  also  die 
Gesamtheit  der  Zahlen  von  der  Form 

in  der  die  Koeffizienten  y^  alle  ganzen  Zahlen  in  f  bedeuten. 
Da  die  Zahlen  cc^  auch  dem  Körper  jl  angehören,  so  bildet  die 
Gesamtheit  der  Zahlen  von  der  Form 

in  welcher  die  Koeffizienten  ^^  alle  ganzen  Zahlen  in  St  be- 
deuten, und  die  wir  durch 

bezeichnen  wollen,  ein  Ideal  des  Körpers  ^.     Demnach  ent- 
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spricht  jedem  Ideale  j  des  Unterkörpers  ein  Ideal  3 
des  Oberkörpers,  das  jenes  in  sich  enthält  und  ihm  als 
gleich  oder  gleichbedeutend  angesehen  werden  darf.  Heißt  @ 
die  Gesamtheit  aller  ganzen  Zahlen  in  ^,  so  besteht  offenbar 
zwischen  den  beiden  Idealen  \  und  ^  die  Beziehung 

Das  Umgekehrte  gilt  nicht  in  gleicher  Weise.  Ist 
nämlich 

ein  Ideal  des  Körpers  ^,  so  werden  zwar  die  Zahlen,  welche 
diesem  Ideale  und  dem  Unterkörper  I  gemeinsam  sind,  ein 
Ideal  j  des  letzteren  bilden,  da  einerseits  Summe  und  Differenz 
zweier  solcher  Zahlen,  andererseits  auch  jedes  Produkt  einer 
solchen  Zahl  in  eine  Zahl  des  Körpers  f  sowohl  zu  J  als  auch 
zu  I  und  demnach  wieder  der  Gesamtheit  der  gedachten  Zahlen 
angehört.     Ist  aber  etwa 

i-  («1,  a„  ••.,  aj 
also 

das  ihm  gleichbedeutende  Ideal  des  Körpers  $,  so  kann  J  nur 
dann  als  ein  Ideal  in  I  angesehen  werden,  wenn  c7=»  3,  d.  h. 
wenn  es  in  )  Zahlen  a^,  a^^  •  •,  a^  gibt,  deren  größtem  ge- 
meinsamen Idealteiler 

in  ^  das  Ideal  J  gleich  ist. 

Femer  bemerken  wir,  daß  die  Gesamtheit  der  Zahlen 

beim  Übergänge  vom  Körper  {  zu  einem  seiner  konjugierten 
f^'*)  in  die  Gesamtheit  der  Zahlen 

y/Oa^(0  +  y^(Oa,(0  +  .  .  .  +  y,(Oa^(0 

verwandelt  wird,  wo  die  Koeffizienten  y^^^  sämtliche  ganze 
Zahlen  des  konjugierten  Körpers  bedeuten;  es  verwandelt 
sich  mit  anderen  Worten  jedes  Ideal  )  in  !  in  ein  kon- 
jugiertes Ideal  )(*>  in  I^^.  Man  sieht  zugleich,  daß  die 
zu  einem  Prmideale   p   konjugierten  Ideale  p^^   eben- 
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falls  Pr/mideale  sind;  denn,  wäre  p^'^  =*  qW .  t^'),  so  fände 
sich  beim  Rückgänge  zum  Körper  f  die  Gleichung  f)  =»  q  •  r, 
wo  ein  Faktor  q  nur  dann  gleich  der  Gesamtheit  g  aller 
ganzen  Zahlen  des  Körpers  {  sein  könnte ,  wenn  q(') »  g^'*)  d.i. 
die  Gesamtheit  der  ganzen  Zahlen  in  t^^  wäre,  was  nicht  vor- 
ausgesetzt wird. 

Nun  war,  wenn  a^,  a^,  •  •  •,  a^  eine  Basis  von  j  und 

die  Fundamentalform  des  Ideales  ist, 
(1)  J^(P)  =  9iö)  •  E, 

WO  E  eine  Einheitsform  bezeichnet.  Dieser  Formel  zufolge  ist 
91  (j)  der  Inhalt  der  Form  ^^(F).  Denken  wir  uns  aber  den 
Galoisschen  Körper  iT,  welcher  aus  den  n  konjugierten 
Körpern  f,  P^^,  P*),  •  •  •,  P""*)  zusammengesetzt  ist,  also  jeden 
derselben  als  einen  ünt-erkörper  in  sich  enthält,  so  sind  die 
konjugierten  Ideale  j,  p),  p^,  •  •  •,  p-^)  nach  dem  eben  Be- 
merkten auch  als  Ideale  in  £^  zu  betrachten,  und  nach  dem 
fundamentalen  Satze  in  Kap.  7,  Nr.  3  wird  der  Inhalt  der  Form 
N(F)  auch  durch  das  Produkt  der  Inhalte  der  einzelnen  Linear- 
ÜEiktoren  dieser  Form,  d.  i.  durch  das  Produkt 

(2)  iva)  =  i.iw.p)...i(-») 

der  konjugierten  Ideale  bestimmt.  Daraus  entnehmen  wir 
die  allgemeine  Gleichheit 

(3)  m)-N{i), 

welche  von  uns  bisher  nur  für  Hauptideale  festgestellt 
worden  war.  Die  durch  das  Zeichen  9l(i)  ausgedrückte  An- 
zahl der  (mod.  j)  inkongruenten  ganzen  Zahlen  des  Körpers  t 
darf  mithin,  stets  als  die  in  bezug  auf  diesen  Körper  f 
gebildete  Norm  des  Ideales  angesehen  werden,  womit  die 
Wahl  des  Ausdruckes  „Norm"  für  jene  Anzahl  gerecht- 
fertigt wird. 

2.  Der  Grad  n  des  Unterkörpers  f  ist  nach  Kap.  1,  Nr.  13 
ein  Teiler  vom  Grade  N  des  Oberkörpers  Ä.    Wenn  nämlich 
(4)  ^^v  ^  ^^^A'- 1  +  A^x"^-^  +  .  .  .  +  ^^,  =  0 

die  ganzzahlige  Gleichung  ist,    der    eine   den  Körper  ^  er^eu- 
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gende  Zahl  A^  welche  als  ganze  algebraische  Zahl  Toraus* 
gesetzt  werden  darf;  Genüge  leistet,  desgleichen 

(5)  a;"  +  di^-^  +  a^a;"-*  H h  «„  =  0 

die  ganzzahlige  Gleichung^  welche  eine  den  Unterkörper  t  er- 
zeugende ganze  Zahl  a  bestimmt^  so  reduziert  sich  die  erstere 
nach  Kap.  1^  Nr.  10  und  13  durch  Adjunktion  der  Zahl  a  zu 
ihrem  ursprünglichen  Rationalitatsbereiche  i2  auf  eine  in  f  irre- 
duktible  Gleichung 

(6)  7f  +  *i(ß)af-i  +  k^(a)ar-^  +  •  ■  •  +  Ä,(«)  -  0, 

welche  A  zur  Wurzel  hat  und  deren  Koeffizienten  dem  Unter- 
körper I  angehören.  Indem  man  nun  den  Körper  ^  aus  der 
Wurzel  A  dieser  Gleichung^  d.  h.  aus  A  und  a  gebUdet  denkt 
oder^  mit  anderen  Worten  ^  als  den  Rationalitätsbereich  des 
Körpers  ^  nicht  mehr  den  Bereich  JR  der  rationalen  Zahlen^ 
sondern  den  Körper  t  der  Betrachtung  zugrunde  legt,  nennt 
man  den  Körper  ffi,  der  dann  nur  noch  r*^  Grrades  ist,  einen 
mit  Bezug  auf  f  genommenen  Körper  oder  einen  Relatiy- 
körper.  Die  N=r'n  Substitutionen,  durch  welche  der 
Körper  Ä  =  -£^(A;  S)  in  seine  Konjugierten  und  die  Wurzel 
A  der  Gleichung  (4)  in  die  übrigen  Wurzeln  derselben  über- 
geht, und  deren  eine  jede  zugleich  auch  eine  Substitution  des 
Unterkörpers  f  bestimmt,  zerfallen  dann  nach  Kap.  1,  Nr.  10  in 
n  Komplexe  von  je  r  Substitutionen,  für  deren  ersten  der 
Körper  I  ungeändert  bleibt,  A  aber  in  die  übrigen  Wurzeln 
der  Gleichung  (6),  für  deren  übrige  f  in  seine  Konjugierten  l^*^ 
und  A  resp.  in  die  Wurzeln  der  zu  (6)  konjugierten  Gleichungen 

(7)  af  +  Ai(aW)af-i  +  k^{a^^)af-''  -f  •  •  •  +  Ä,(a«)  =  0, 
die  hier  mit 

(8)  A„A,w,  A,(«),  ...,  V-» 
bezeichnet  werden  mögen,  übergeht.     Die  Wurzeln 

A,  AW,  AW,  ...,  A<'-*), 

welche  der  Gleichung  (6)  entsprechen,  resp.  die  aus  ihnen  er- 
zeugten Körper 

«,  m,  ft<*), ...,  Ä(^-^) 

r**"*  Gh*ades    sollen   die   zur  Zahl  A  bezw.  zum  Körper 
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relativ  konjugierten  Zahlen  resp.  Körper  genannt 
werden. 

Da  jede  Zahl  des  Relativkörpers  ß  »  ^(A;  t)  i^^h  der 
angezogenen  Stelle  anf  eindeutig  bestimmte  Weise  in  die  Form 

(9)  Z=  Co(«)  +  ^(«)A  +  c,(a)A^  +  •  •  •  +  c,.i(«)A'-S 

in  der  die  Koeffizienten  Zahlen  in  I  sind,  gesetzt  werden  kann, 
eo  entstehen  daraus  durch  die  r  Substitutionen  von  ^,  welche 
f  ungeändert  lassen,  die  zu  Z  relativ  konjugierten  Zahlen 

deren  Produkt  die  Relativnorm  der  Zahl  Z  heißen  imd 
durch  das  Zeichen 

(10)  iV,(Z)  =  Z.ZC*)...Z(--i) 

ausgedrückt  werden  soll.  Da  sie  in  bezug  auf  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (6),  deren  Koeffizienten  ebenso  wie  diejenigen  der 
Zahl  Z  dem  Körper  f  angehören,  symmetrisch  ist,  so  ist  sie 
ebenfalls  eine  Zahl  des  Körpers  {. 

Ebenso  wie  jede  einzelne  Zahl  Z  des  Relativkörpers  durch 
die  angegebenen  r  Substitutionen  in  die  relativ  konjugierten 
Zahlen  Z^%  so  geht  durch  sie  jedes  System  solcher  Zahlen 
in  ein  entsprechendes  System,  insbesondere,  wie  nach  den 
Vorbemerkungen  in  Nr.  1  einleuchtend  ist,  jedes  Ideal  des 
Relativkörpers,  d.  h.  eine  Gesamtheit 

(11)  3  -  r.  Ai  +  r,  A,  +  •  •  •  +  r^  a^, 

in  welcher  die  A,-  bestimmte,  die  F^  sämtliche  ganze  Zahlen 
des  Relativkörpers  bedeuten,  durch  die  gedachten  Substitutionen 
in  die  relativ  konjugierten  Ideale  3^')  über.  Die  Relativ- 
norm des  Ideales  3;  nämlich  das  Produkt 

i^f(3) « 3 •  3(^) •  3(*)  •••  3^^-*) 

ist  ein  Ideal  des  Körpers  f.  In  der  Tat  gestattet  offenbar 
der  Fundamentalsatz  in  Kap.  7,  Nr.  3  eine  Übertragung  von 
dem  Falle,  daß  der  Rationalitätsbereich  des  Körpers  ^  der  Be- 
reich R  ist,  auf  den  anderen  Fall,  daß  er  ein  beliebiger  Unter- 
körper !  von  ^  ist,  und  man  findet  dementsprechend 

(12)       N,i\  0,  +  A.  t7,  +  .  ■ .  +  A^O^)  =  iV,(3)  •  E, 
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wenn  unter  E  eine  Form  mit  den  Unbestimmten  L\  verstan- 
den wird,  deren  Koeffizienten  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Ideal- 
teiler in  ^f  d.  i.  mit  dem  größten  gemeinsamen  Teiler  @  sind. 
Demnach  ist  Nt{^)  der  Inhalt  der  Form  zur  Linken  der 
Gleichung  (12),  oder  das  Ideal,  welches  durch  die  offenbar  zu 
i  gehörigen  Koeffizienten  dieser  Form  bestimmt  ist. 

Unter  der  Belativdifferente  einer  Zahl  Z  des  Kör- 
pers ^  versteht  man  den  Ausdruck 

(13)        ct{Z)  -  (Z  -  Z(^))  {Z  -  ZW) . . .  (Z  -  Z(^- 1)). 

Denkt  man  in  ihn  die  Werte  der  Z^'^  eingesetzt,  so  bat  er  die 

Form    einer    ganzen    Funktion    von    A,  A^^^,  X^^\  •  •  •,  A^''"^^, 

welche   in   bezug   auf  die   letzten  r  —  1    dieser  Wurzeln   der 

Gleichung  (6)  symmetrisch  ist;  er  ist  also  eine  ganze  Funktion 

von  A  allein  mit  Koeffizienten,  welche  zu  f  gehören,  mithin 

eine  Zahl  des  Relativkörpers  St «  -K'(A;  f). 

Entsprechend  heißt  Relativdiskriminante  von  Z   der 

Ausdruck 

1  1,  Z,         Z\    ...,  Z'-i    1« 


(14)  z/r(Z)  = 


1,  z(i),     z^), ....  z"^)"' 
1,  z^'--^  ^'-'\--,  ^"^-'^ 


oder 

(14»)     ^t  (Z)  =  (Z->  Z(*))'  •  (Z-  Z(«))' . . .  (ZC*^- »)  -  Z<r'^))\ 
welcher  mit  dem  Ausdrucke  (13)  durch  die  Gleichung 

(15)  z/,(Z)  =  (-  ly  '«"  .  NtCdt  (Z)) 

zusammenhangt  und  demnach  (vgl.  das  zu  (10)  Bemerkte)  sich 
als  eine  Zahl  in  t  herausstellt. 
Bezeichnen  nun 

die  Basiszahlen  für   die  Gesamtheit  aller  ganzen  Zahlen   des 
Körpers  Ä  N^  Grades  und 

diejenigen  für  die  Gesamtheit  aller  ganzen  Zahlen  des  relativ 
konjugierten  Körpers  S^%  so  bestimmen  die  Ausdrücke 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  29 
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(16)  ffiW  «  {Äi  -  Äj«,  ^  -  Ä,('), . . .,  Ä^^~  äW) 

(rf=  1.  «,  ...,r-l) 

r  —  1  Ideale,  welche  zwar  im  allgenieinen  nicht  dem  Körper 
ß  selbst,  sondern  erst  einem  umfassenderen  Körper  angehörig 
sind;  sie  mögen  die  Elemente  des  Relativkörpers  und 
ihr  Produkt 

(17)  De-®a).®(«)...(g('-i) 

die  B.elativdifferente  des  Körpers  S:  heißen.  Sie  ist 
ein  Ideal  in  £.     In  der  Tat,  bedeutet 

(18)  W^Sl^l\  +  Sl^U^  +  '        +SlyUN 

die  Fundamentalform  des  Körpers  ^,  so  ist  die  Relativdiffe- 
rente  von  W,  nämlich 

(19)    c,i,W)  «  (TT-  W^')){W-  TTW) .  • .  (TT-  Tr<'-')) 

eine  Form  mit  den  Unbestimmten  Ui  und  mit  Koeffizienten^ 
welche  Zahlen  in  9t  sind,  da  die  Yon  W  zugleich  mit  den  Slf 
durch  a  und  die  erzeugende  Zahl  A  ausdrückbar  sind  und  dann 
Ahnliches  gut  wie  fiir  ^t(Z).  Da  aber  (aus  dem  verallgemei- 
nerten Fundamentalsatze  in  Kap.  7,  Nr.  3)  Df  als  der  Inhalt 
dieser  Form,  d.  i.  als  größter  gemeinsamer  Idealteiler  ihrer 
Koeffizienten  befunden  wird,  so  ist  er,  wie  behauptet,  ein 
Ideal  in  R 

Die  Determinanten  r^^  Gfrades,  welche  aus  der  Matrix 


(20) 


Äi»),     äw, ,  Ä(J)      j 

1         >        2         '  f        N 


gebildet  werden  können,  sollen  kurz  die  Determinanten  der 
Matrix  heißen.  Das  Quadrat  einer  jeden  solchen  Determinante 
ist  offenbar  symmetrisch  in  bezug  auf  die  relativ  konjugierten 
Körper,  d.  i.  auf  die  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  und  demnach 
eine  Zahl  in  f.  Nennt  man  daher  Relativdiskriminante 
des  Körpers  ^  das  Quadrat  des  größten  Idealteilers, 
welcher  jenen  Determinanten  gemeinsam  ist,  so  ist 
diese  Relativdiskriminante  D(  ein  Ideal  des  Körpers  f. 
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3.  Zwischen  den  im  Vorhergehenden  definierten  Größen 
selbst^  sowie  zwischen  ihnen  und  den  Diskriminanten  der  Kör- 
per $  and  f  bestehen  einige  wichtige  Beziehungen,  die  vor 
allem  abgeleitet  werden  sollen.^)  Wir  erinnern  zu  diesem 
Zwecke  zunächst  an  ein  schon  früher  (Kap.  7,  Nr.  7)  erhaltenes 
Resultat.     Aus  (18)  folgen  Gleichungen  von  der  Form: 

(21)  W^^  UuSlt  +  U,,Sl,  +  . . .  +U^,Sl^, 

(.  =  0,  1,  2,     ■.,  JV-1) 

in  denen  die  U^^  ganze ^  ganzzahlige  Funktionen  der  Un- 
bestimmten üi  sind;  daher  ergibt  sich  umgekehrt 

(«•  =  1,  8,  .     .,  N) 

WO  die  Vf^  ebenfalls  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  jener  Un- 
bestimmten, und 

nach  der  angezogenen  Stelle  eine  ganzzahlige  Einheitsform  mit 
denselben  Unbestimmten  bezeichnet. 
Nun  betrachte  man  den  Ausdruck 

(23)  Nt(rt{W))^±{W-W^')f  .(W-W^'^f'-(W(r-^^-W^'-''^)^ 

__j_j  1,   Tf^(i),       W^^), ,  TT^o' 

1,  W^^'-'\  w''''\  .-.,  PTc'-') 

Das  Determinantenquadrat  zur  Rechten  ist,  wie  die  bei  (20) 
angestellte  Überlegung  zeigt,  eine  Form  mit  den  Unbestimmten 
U^  und  mit  Koeffizienten,  welche  zu  t  gehören.  Setzt  man 
darin  aber  für  die  Potenzen  der  TT,  W^^\  •  •  •,  TT^'*"^^,  die 
iV^- teiligen  Ausdrücke  (21)  und  die  zu  ihnen  relativ  konjugierten, 
so  bleiben,  wenn  zur  Entwicklung  der  Determinante  ihre  Ko- 
lonnen  in  ihre  Bestandteile   aufgelöst  werden,   ersichtlich  nur 


1)  S.  Huberts  Beriebt  Über  die  Tbeorie  der  algebraiächen  Zabl- 
körper,  §  16,  16. 

29* 
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solche  Teile  bestehen,  welche  eine  der  Determinanten  der  Matrix 
(20)  zom  Koeffizienten  haben ,  nnd  hieraus  leuchtet  ein,  dafi 
das  Determinantenquadrat  (23)  lauter  durch  Df  teilbare  Koef- 
fizienten besitzt.     Der  Teiler  des  Ausdrucks 

(24)    (  W  -  Tt'W)' .  ( TT  -  W^'^y  . . .  ( TTC'--  «>  -  ITC-  *>)* 

d.  h.  Ni{Df)  geht  also  auch  auf  durch  D{.  Bildet  man  anderer- 
seits irgend  eine  jener  Determinanten  der  Matrix  (20),  z.  B. 
die  Determinante 


und  ersetzt  darin  die  Sl^  und  ihre  relativ  Konjugierten  durch 
die  Ausdrücke  (22)  und  die  ihnen  konjugierten,  so  erkennt 
man  sogleich,  daß  Sl  -  V  eine  Form  mit  den  Unbestimmten 
Uf  ist,  welche  durch  jede  der  Differenzen  W^^  —  TF^*)  und  mit- 
hin durch  das  Produkt 

(TT  -  TTW)  .  (TT-  Tr<«)) . .  •  (TTC--»)  -  W^""^^) 

teilbar  ist.  Daher  geht  jedes  der  Produkte  £1*-  U*'',  worin  Sl 
eine  der  Determinanten  der  Matrix  (20)  ist,  durch  den  Aus- 
druck (24)  und,  da  ü*^  eine  Einheitsform  ist,  jedes  der  Qua- 
drate £V  und  somit  auch  ihr  größter  gemeinsamer  Teiler  D( 
durch  den  Teiler  von  (24),  d.i.  durch  Ni{Dt)  auf.  —  Hieraus 
erschließt  man  den  ersten  Satz: 

Zwischen  der  Relativdifferente  und  der  Relativ- 
diskriminante  des  Körpers  %  besteht  die  Beziehung 

(25)  Dt  =  Nt(Ih). 

4.  Der  zweite  spricht  sich  aus  in  der  Formel 

(26)  D  =  e?-.w(Dt), 

in  welcher  D,  d  die  Diskriminanten  der  Körper  ß  und 
f,  und  n(Di)  die  im  Körper  I  genommene  Norm  der 
Relativdiskriminante  D(  bedeuten. 

Um  ihn  zu  beweisen,   gehen   wir   auf  Kap.  1,  Nr.  15   zu- 
rück.    Ersetzen  wir  dort  a  durch  die  Fundamentalform 


Unterkörper  und  Oberkörper.  453 

te  =»  c)i«i  +  OjUg  +  •  •  •  +  c«"« 

des  Körpers  f  und  Ä  durch  diejenige 

Tr=  Äj  I7j  +  ß,  ü,  +  •  •  •  +  SI^Un 

des  Körpers  B,  so  übersieht  man  leicht,  daB  die  Diskriminante 
des  letzteren,  nämlich  der  Ausdruck 

1,  W,  W\    ,  T7*-»    * 


(27) 


ä  V—  1 

1,  Tr(^-^),  TF(^-i),  ...,  W^"^-') 


durch  das  Quadrat  des  der  dortigen  Determinante  (78)  ent- 
sprechenden Ausdrucks  teilbar  wird.  In  der  Tat  genügen  die 
zu   W  relativ  konjugierten  Formen  der  Gleichung 

(28)  (X  -  TF)  (X  -  TF(^)) . . .  (X  -  TTC-  *))  -  0, 

wo  die  Koeffizienten  ganze  Funktionen  der  Uf  und  symmetrisch 
in  bezug  auf  die  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  sind,  also  ihrer- 
seits Eoeüfizienten  haben^  welche  Zahlen  in  f  ^  mithin  (vgl.  (22)) 
als  Quotienten  darstellbar  sind  mit  einer  ganzen  Funktion  von 
w  als  Zähler  und  einer  Einheitsform  u  der  Unbestimmten  u^ 
als  Nenner;  die  Gleichung  (28)  läßt  sich  daher  schreiben 
wie  folgt: 

(29)  w  •  X»-  +  Mi(«^)  •  X'*-*  H h  Wr(«^')  =  0, 

unter  Ui(w)  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  von  w  und  den 
Unbestimmten  u^,  U^  verstanden.  Da  andererseits  die  Funda- 
mentalform w  selbst  einer  ganzzahligen  Gleichung  n^^  Grades 
Genüge  leistet,  so  leuchtet,  da  W  die  Gleichung  (29)  erfüllt, 
ein,  daß  jede  Potenz  von  W  nach  Multiplikation  mit  einer 
gewissen  Potenz  von  u  sich  als  lineare  Funktion  der  Großen 

(30)  1,  w, • '  •,w''-\     W,wW,"  -, w"-^  W,- . ., 

ausdrücken  läßt  mit  Koeffizienten,  welche  ganze,  ganzzahlige 
Funktionen  der  Unbestimmten  u^,  U^  sind,  und  ebenso  die 
Konjugierten  dieses  Produktes  als  die  konjugierten  Ausdrücke 
des  ebengenannten.   Die  in  (27)  auftretende  Determinante  wird 
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demnach  in  der  Tat  dann  teilbar  durch  den  Ausdruck,  welcher 
der  Determinante  (78)  des  ersten  Kapitels  analog  aus  w  und  W 
gebildet  ist,  eine  Determinante,  die  ihrerseits  dem  Produkte 
der  dortigen  Determinanten  (81)  gleich  war.  Unter  den  letzteren 
yerwandelt  sich  aber  für  a  '^  w  das  Quadrat  der  ersten  in  die 
r^  Potenz  der  Diskriminante  /J{w)  der  Fundamentalform  von 
t,  während  die  dann  folgende  &lt  Ä*^  W  nach  (23)  den  Aus- 
druck Ni(dt(W))  zum  Quadrate  hat.  —  Aus  alle  diesem  folgt 
zunächst,  daß  die  Diskriminante  der  Fundamentalform  von  S 
nach  Multiplikation  mit  einer  gewissen  Potenz  der  Einheits- 
form u  teilbar  wird  durch 

(31)  J{wy'nNi{ct(W'i)y 

daß  also  der  Teiler  jenes  Produktes,  d.  i.  die  Diskriminante  D 
durch  denjenigen  des  letzten  Ausdrucks,  d.  i.  durch  d^'nNi{Dt) 
^  d^  '  n(D{)  aufgehen  muß. 

Umgekehrt  sind  die  Elemente  der  ersten  Reihe  in  der 
Determinante  (78)  des  ersten  Kapitels  fQr  a  ^  w,  A »  M\\ 
d.  h.  die  Größen  (30)  lineare  Funktionen  der  Basiszahlen 
Sl^j  Sl^y  •  •  *,  SIn,  da  auch  die  Basiszahlen  cd^  der  Fundamental- 
form tc?  als  in  f  also  auch  in  $  enthaltene  ganze  Zahlen  in 
solcher  Weise  durch  die  Sl^  ausdrückbar  sind;  die  Elemente  der 
übrigen  Reihen  jener  Determinante  sind  die  gleichen  Funk- 
tionen der  Konjugierten  Sl^%  £l^^%  -  •  •,  ß^.  Daraus  folgt, 
daß  jene  Determinante  eine  ganze  Funktion  der  Unbestimmten 
Wp  üi  ist,  welche  durch 


teilbar  ist,  ihr  Quadrat  also  eine  solche  Funktion,  welche 
durch  die  Diskriminante  D  teilbar  ist.  Da  hiemach  D  ein 
Teiler  des  Ausdrucks  (31),  d.  h.  von  d''  •  n(Di)  sein  muß,  so 
folgt  in  Verbindung  mit  dem  ersterhaltenen  Resultate  die 
Gleichheit  von  D  und  <2''  •  n(Di),  wie  sie  behauptet  worden  ist. 
Schon  Kronecker  hat  gezeigt  (Festschrift  §  9),  daß  die 
Diskriminante  eines  Körpers  durch  diejenige  eines  jeden  seiner 
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Unterkörper  teilbar  ist;  aber  die  Formel  (26)  lehrt  genauer, 
daß  sie  sogar  durch  eine   gewisse  Potenz   derselben   aufgeht, 
und  laßt  zudem  erkennen,  welche  Bedeutung  dem  Verhältnisse 
zwischen  ihr  und  dieser  Potenz  zukommt. 
5.    Ist 

F(X)  =  X^  +  Fl  •  X^v-  '  +  F^'  X^-«  +  . . .  +  F^  -  0 

die  Gleichung,  welcher  die  Fundamentalform  W  des  Körpers 
^  genügt  und  deren  Koeffizienten  ganze  und  ganzzahlige 
Funktionen  der  £/)  sind,  und  bezeichnet  man  zur  Abkürzung 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (29)  mit  /*(X,  w),  so  ist  offenbar 

(32)        M» .  F(X)  «  /-(X,  w)  .  /(X,  «;(i))  "'f(Xy  «;("- ^)). 

Aus  dieser  Gleichheit  folgt  durch  Differenzierung  und  mit 
Rücksicht  darauf,  daß  W  eine  Wurzel  der  Gleichung  (29)  ist, 

(33)     w» .  a(  WO  =  ^^^-"  •  f(  w,  u?(i))  .../•(  Wy  wr(«- 1)). 

Setzt  man  nun 

(34)  f{  W,  w;W)  -  f{  W,  w;«)  -  f(  W,  tv)  -  (tr  -  w<')  )•(?., 

wo  Q^  eine  ganze  Funktion  der  unbestimmten  u^y  U^  bedeutet, 
so  nimmt  die  Gleichung  (33)  die  Gestalt  an: 

«»-i.a(TF)=  ^  J-^(g^«')-.(«;-«;('))...(tc;-tr(-»)).e,...«,_i, 
in  welcher  nun  der  erste  Faktor 

u  '       cW 

» 

die  Relatiydifferente  ^{(TT),  der  zweite  Faktor 

die  Differente  d{w)  bedeutet,  Formen  der  Unbestimmten  u^,  U^, 
welche  resp.  den  Inhalt  Dt  und  b  besitzen,  wenn  b  die  Diffe- 
rente oder  das  Grundideal  des  Körpers  {  bezeichnet.  Nennt 
man  daher  q  den  Inhalt  des  Produktes  QiQ%-  -  •  Qn-u  ^^ 
findet  sich  aus  vorstehender  Formel  der  Inhalt  ^  der  Diffe- 
rente c{W)  durch  die  Gleichung 

(35)  ©-Dfb.q, 
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BUS  welcher  dnrch  den  Übei^ang  zur  Norm  die  andere: 

.Y(®)-V(A)  •  ^V(  -  b) .  .Y(q) 

hervorgeht.  Da  aber  einerseits  die  Norm  der  Differente  von 
£  gleich  der  Diskriminante  D  dieses  Körpers,  andererseits 

N(Dt)^nNt{Dt)^n(Pt), 
endlich 

N(b)  -  n{hr)  -  n(by  «  d'* 

ist,  muß  wegen  (26)  JV(q)  »  1,  d.  h.  q  dasjenige  Ideal  des 
Korpers  ^  sein,  welches  alle  ganzen  Zahlen  desselben  enthalt, 
und  die  Formel  (35)  nimmt  die  einfachere  Gestalt  an: 

(36)  ©  -  b  .  Di 

und  lehrt  den  durch  seine  Ein&chheit  bemerkenswerten  Satz: 
Man  erhält  die  Differente  des  Körpers  S  aus  der 
Differente  seines  Unterkörpers  f,  wenn  man  diese  mit 
der  auf  f  bezüglichen  Relativdifferente  von  ^  multi- 
pliziert. 

Das  vom  Ideale  q  Bewiesene  besagt  endlich,  daß  jede  der 
Formen  Q^,  Q^,  •  •  •,  ^^__j  eine  Einheitsform  sein  muß.  Da 
nun  aus  (28),  (29) 

f(  W,  td'^)  =  w  .  (  W-  W,)  (  W-  Wp)  . . .  ^  W-  TK/^- *)) 

gefolgert  werden  kann,  wenn  W^^  ^7^^  •  •  >  H^*'"^^  die  den 
Wurzeln  der  Gleichung  (7)  entsprechenden  Werte  der  Funda- 
mentalform W  sind,  so  gibt  die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks 
mit  dem  Ausdrucke  (34)  unmittelbar  die  folgende  Äquivalenz 

(37)  w  -  M^«  r^(W-Wi){W-  TT/^)) . . .  ( Tr-  W'7- ^)) , 

welche  bei  der  Yertauschbarkeit  der  Glieder  tVy  iv^^  der  DiflTe- 
renz  auch  durch  diese: 

(37»)    w  -  M?«  r^(W,-W)  (TT,  -  W^'))  •  •  •  (TT,  -  TF^^"^)) 

ersetzt  werden  darf.  Bedenkt  man  nun,  daß  der  Inhalt  von 
w  —  w^*^  das  „Element''  c^*^  des  Körpers  f  ist,  während  die 
Faktoren  zur  Rechten  der  Formeln  gewisse  „Elemente"  des 
Körpers  ^  zum  Inhalte  haben,  so  findet  man  schließlich  den 
Satz: 

Jedes  Element  e^^  des  Unterkörpers  f  zerlegt  sich 
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nach  den  Formeln  (37),  (37*)  im  Oberkörper  Ä  in  ein 
Produkt  von  r  Idealfaktoren,  welche  Elemente  des 
letztern  sind. 

6.  Wir  wollen  nun  einen  Körper  Ä  vom  N^^  Ghrade  be- 
trachten, der  aus  zwei  andern  Körpern  t,  f  von  den  Graden 
n,  n  zusammengesetzt  ist,  diese  mithin  als  Unterkörper  in 
sich  enthalt.     Dann  gilt  vor  allem  der  Satz: 

Die  Diskriminante  von  ^  besteht  aus  denselben 
Primfaktoren,  aus  welchen  insgesamt  diejenigen  von 
f  und  f  zusammengesetzt  sind.  Denn  nach  (26)  bestehen 
die  beiden  Gleichungen 

(38)  D  -  d*- .  n(D,),  D  -  d ^.  n(Dj-), 

wenn  d^  d  die  Diskriminanten  von  I,  !  und  D^  D^-  die  Re- 
lativdiskriminanten  von  &  mit  bezug  auf  diese  beiden  Unter- 
körper sind,  während 

(39)  N  ^^  r  -n^r  -n 

gesetzt  ist  und  m(Dj),  w(Dj-)  die  in  f  und  f  genommenen  Nor- 
men von  Dp  Dj-  resp.  bezeichnen.  Die  Formeln  (38)  lassen 
erkennen,  daß  jedenfalls  die  genannten  Primzahlen  in  der  Dis- 
kriminante D  aufgehen;  es  bleibt  aber  noch  zu  zeigen,  daß 
D  keine  anderen  Primfaktoren  weiter  besitzt.  Zu  diesem 
Zwecke  bezeichne  man  mit  a  eine  der  den  Körper  f  erzeugen- 
den ganzen  21ahlen  und  mit  ^i,  ö|,  •  •  •,  o^  eine  Basis  für  die 
Gesamtheit  seiner  ganzen  Zahlen.  Nach  Kap.  1,  Nr.  10  ist 
dann  a  Wurzel  einer  in  I  irreduktibeln  Gleichung  r^  Grades 
(wo  r  ^  n) 

(40)  :xf  +  lc^{a)  a;--^  +  •  •  •  +  *,(«)  =  0, 

deren  Koeffizienten  Zahlen  des  durch  a  erzeugten  Körpers  ! 
sind,  und  aus  deren  Wurzeln  der  Körper  St  und  seine  relativ 
zu  I  Konjugierten  (vgl.  das  zur  Gleichung  (6)  Gesagte)  ent- 
stehen. Geht  mithin  ^  in  einen  seiner  relativ  Konjugierten 
m\  also  Äj,  ß„  .  •,  Äy  in  Sl^%  H^^'^,  •  •  -,  SUJJ  über,  so  ver- 
wandeln sich  die  Basiszahlen  ^i;  ^a,  -  *  -,  ^-  in  diejenigen 
öj^*^,  G)^^\  •  •  •,  a)j.W  eines  der  zu  f  konjugierten,  von  ihm  ver- 
schiedenen Körpers.    Da  nun  die  Basiszahlen  ^^  ganze  Zahlen 
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in  ß  sind,   mithin   Gleichungen   bestehen   von   der   folgenden 
Gestalt: 

(A  e  1,  S,  .  •  .,  n) 

und  daher  auch  die  folgenden: 

(A  =  1,  «,  •  •  •,  n) 

SO  schließt  man  sogleich^   daß  die  Determinanten  der  Matrix 


o 


%f 


o 


n 


«,('), 


■      *      ■      • 


(1) 


aji('-i),  ö,('-'), 


•       ■       • 


'        w 


(r-1) 


it 


lineare  ganzzahlige  Funktionen  derjenigen  der  Matrix  (20)  sind. 
Jeder  gemeinsame  Idealteiler  der  letzteren  geht  also  auch  in 
jeder  von  jenen,  und  da  die  Determinante 


!  (ö 


i> 


G) 


,<'>, 


•,    Ol- 


(1) 


!  ^Z"-*),  w/-^),  ...,  ö_("-^) 


als  eine  lineare  Funktion  derselben  darstellbar  ist,  auch  in 
dieser  Determinante  auf.  Daher  ist  deren  Quadrat,  d.  L  die 
Diskriminante  d  teilbar  durch  Df,  und  somit  enthält  Df  keinen 
Idealteiler  und  daher  n(D()  keinen  rationalen  Primfaktor,  der 
nicht  aach  aufginge  in  d.  Im  Hinblick  auf  (38)  ist  hiemach 
die  Behauptung  des  Satzes  roUstandig  erwiesen. 

Da  dieser  Satz  ersichtlich  auf  einen  Körper  ausgedehnt 
werden  darf,  der  aus  mehr  als  zwei  anderen  zusammengesetzt 
ist,  so  fließt  aus  ihm  als  unmittelbare  Folgerung  der  andere 
Satz:  Die  Diskriminante  des  6raZo/8schen  Körpers,  der 
aus  allen  Konjugierten  f,  F*^,  P*^,  ♦  •  •,  f"*"^)  eines  Körpers 
f  Tom  Grade  n  zusammengesetzt  ist,  besteht  aus  den- 
selben Primzahlen,  wie  diejenige  von  f,  denn  die  Dis- 
kriminanten  der  konjugierten  Körper  sind  sämtlich  die  Dis- 
kriminante von  f. 
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7.  Die  genauere  Axt  und  Weise,  wie  sich  die  Diskrimi- 
nante  des  zasammei^esetzteii  Körpers  ans  den  Primfaktoren 
dexjenigen  der  ihn  zusanunense^nden  Korper  büdet,  hat 
Hensel  fcLr  den  ansgezeichneten  Fall  ermittelt^  daß  der 
Grad  jenes  Körpers  gleich  dem  Produkte  aus  den 
Graden  der  letzteren: 

(41)  N^^nn 

ist.i) 

Dieser  Fall  tritt  z.B.  immer  ein,  wenn  die  Grade 
n,  n  der  zusammensetzenden  Körper  relativ  prim  sind. 
Denn  nach  (39)  muß  rn  teilbar  sein  durch  n;  mithin  ist  im 
gedachten  Falle  r  teilbar  durch  n,  und  da  r^n  ist^  muß 
r  «-»  »  also  N  ^  n  •  n  sein. 

Der  gleiche  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Diskriminan- 
ten  der  beiden  zusammensetzenden  Körper  relativ 
prim  sind.  Dies  beweist  sich  (nach  Hilbert,  Bericht  §52) 
folgendermaßen.  Seien  f,  t  die  beiden,  den  Körper  £  zu- 
sammensetzenden Körper,  d,  ~d  ihre  zu  einander  primen  Dis- 
kriminanten  und  K  der  Galoissche  Körper,  welcher  aus  den 
sämtlichen  mit  !  Konjugierten  zusammengesetzt  ist,  so  ist  auch 
dessen  Diskriminante  D  dem  letzten  Satze  der  vorigen  Nummer 
zufolge  prim  gegen  d.  Bedeutet  nun  k  den  Körper,  der  mit 
den  Koeffizienten  der  Gleichung  (40)  rational  gebildet  ist,  so 
ist  derselbe  offenbar  ein  Unterkörper  von  t,  zugleich  aber,  da 
jene  Koeffizienten  selbst  als  rational  aus  cc  und  Konjugierten 
von  ä  zusammengesetzte  Zahlen  dem  Körper  K  angehören, 
auch  ein  Unterkörper  von  K.  Die  Diskriminante  von  k  wäre 
daher  nach  (26)  ein  gemeinsamer  Teiler  von  d  und  von  der 
Diskriminante  von  K,  mithin  der  Einheit  gleich,  was  dem 
allgemeinen  Satze  in  Kap.  8,  Nr.  7  widerspricht,  nach  welchem 
die  Diskriminante  eines  jeden  Körpers  von  1  verschieden  ist, 
ein  Widerspruch,  welcher  nur  fällt,  wenn  der  Grad  r  der 
Gleichung  (40)  gleich  n,  diese  Gleichung  nämlich  die  irreduk- 
tible  ganzzahlige  Gleichung  ist,  der  der  Körper  !  entspringt^ 
wo  dann  k  der  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  wird. 

1)  Hense],  über  Gattangen,  welche  durch  Komposition  aus  zwei 
anderen  Gattungen  entstehen,  Jonm.  f.  Math.  105,  p.  329. 
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Wir  setzen  nun  im    folgenden   allgemein   die  Gleichung 

(41)  ak  erfCLllt  voraus  ^  beschränken  uns  aber  in  der  Dar- 
stellung der  Hen  sei  sehen  Betrachtungen  auf  den  Fall  einer 
Primzahl  jp,  welche  weder  für  den  Körper  t,  noch  für  den 
Körper  f  zu  den  singularen  (s.  Kap.  7,  Nr,  18)  gehört 

Vor  allem  sei  dann  bemerkt,  daß  stets  n  ganze  Zahlen 
^17  ^97  ' '  '7  ^n  ^^  Körpers  f  so  gewählt  werden  können,  daß 
sie  in  bezug  auf  die  gegebene  Primzahl  p  unabhängig  sind, 
daß  nämlich  eine  ganzzahlige  Kongruenz 

(42)  «lOj  +  tijOj  +  •  •  •  +  ü^cö^  =  0  (mod.  p) 

nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  sämtliche  u^  durch  p  teilbar 
sind;  jede  Basis  aller  ganzen  Zahlen  in  t  würde  ein  solches 
System,  doch  braucht  nicht  auch  das  Umgekehrte  der  Fall  zu 
sein.  Wenn  die  Zahlen  ^o^  diese  Bedingung  erfüllen,  so  sollen 
sie  ein  Fundamentalsystem  yon  {  (mod.  p)  genannt  wer- 
den. Ein  besonders  geartetes  System  dieser  Art  läßt  sich  un- 
schwer folgendermaßen  den  Resultaten  des  6.  Kapitels  ent- 
nehmen.    Sei  nämlich 

(43)  p  =  P,«^  ■  P«"»      ■  •  P,n^- 

die  Zerlegung  der  Primzahl  p  in  ihre  Primfaktoren  im  Körper 
!  und  fi,  /i,  ' '  'y  t\n  ^®  Grade  von  p^j  pg^  * '  >  Pm>  sodaß  die 
Gleichung  besteht 

(44)  a^fi  +  «s/i  +    ■  •  +  ^mL  -  ^; 

wir  setzen  außerdem  noch 

(45)  A  +  /;+--+/;  =  ", 

und  bezeichnen  mit  p^^,  p^^,  •  •  •,  p^^  die  n  mit  p^  konjugierten 
Ideale,  sodaß  p^^  identisch  ist  mit  p^.  Dann  gibt  es  im  Körper 
t  nach  Kap.  6,  Nr.  18  /)  (mod.  p^)  unabhängige  ganze  Zahlen 

(46)  Sa;  ^27  '-'7  iifi' 

Bildet  man  daher  für  jeden  Index  i  «  1,  2,  •  • .,  m  die 
a.ff  Produkte 

(47)  J^zjr  •  lii,      -ßzTK:  •  gi2;  •  •  •,      -J_Ä,  •  1./,, 

(A,.  =  0.  1,  2,  .  •  •,  ai    -  1) 
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so  stellt  ihre  Gesamtheit,  deren  Anzahl  wegen  (44) 
gleich  n  ist,  ein  Fundamentalsystem  des  Körpers  f 
(mod.  p)  dar.  Denn,  bestände  zwischen  diesen  n  Zahlen  eine 
ganzzahlige  Eongmenz  (mod.  p)y  so  bestände  sie  nmsomehr 
auch  i^mod.  p/**)]  dies  er^be^  da  die  Multiplikatoren  der  ^^^^ 
für  einen  von  t  yerschiedenen  Wert  des  Index  h  durch  p/*^  teil- 
bar sind,  eine  ganzzahlige  Kongruenz  zwischen  den  Größen 
(47)  (mod.  p/^i)  also  auch  (mod.  p^),  und  folglieh,  da  die  Glie- 
der, deren  Multiplikatoren  durch  p|  aufgehen,  we^elassen  wer- 
den können,  eine  solche  Kongruenz  auch  zwischen  den  Zahlen 
(46),  deren  ganzzahlige  Koeffizienten  also  durch  p  teilbar  sein 
müßten.  Betrachtet  man  dann  dieselben  Kongruenzen  (mod.  p^^), 
so  stellen  sich  wieder  die  Koeffizienten  von  /)  weiteren  Glie- 
dern als  teilbar  durch  p  heraus,  usw. 

Ein  Fundamentalsystem  des  Körpers  (mod.  p)  ist 
stets  auch  eine  Basis  desselben.  Denn,  bestände  für  ein 
solches  System  cd^,  (o^,  •    •,  co^  die  ganzzahlige  Gleichung 

so  folgte  daraus  auch  die  Kongruenz 

u^  0)1  -f  UiCD^  H h  w„o>n  =  0  (mod.  p), 

mithin  allgemein  u^^p'V^  und  folglich  die  Gleichung 

aus  der  nun  in  gleicher  Weise  wieder  allgemein  v^^  p  -  u\ 
sich  ergäbe,  usw.  fort,  was  nur  möglich  ist,  wenn  alle  Zahlen 
Uf  gleich  Null  sind. 

Indessen  brauchen  die  Zahlen  co^,  co,,  •  •  •,  o^  des  Funda- 
mentalsystems (mod.  p)  nicht  zugleich  auch  Basiszahlen  für 
die  Gesamtheit  der  ganzen  Zahlen  des  Körpers  zu  sein. 
Immer  aber  werden  sie,  wenn  y^,  y^,  •  •  •,  y^  solche  Basis- 
zahlen sind,  mit  diesen  durch  n  lineare  ganzzahlige  Gleichungen 
verbunden  sein,  deren  Determinante  durch  p  nicht  aufgehen 
kann,  da  sonst  nach  Kap.  1,  Nr.  7  eine  ganzzahlige  Kongruenz 
(mod.  p)  zwischen  den  o^  bestände,  deren  Koeffizienten  nicht 
sämtlich  durch  p  teilbar  wären.  Hieraus  ergibt  sich  offenbar 
die  Diskriminante  der  m^  gleich  derjenigen  der  y^  (d.  i.  gleich 
der  Diskriminante  d  des  Körpers  I)  mal  einer  durch  p  nicht 


462  Elftes  Kapitel. 

teilbaren  Zahl  und  demnach  enthält  die  Diskriminante 
des  Fundamentalsystems  (mod.  jp)  den  Primfaktor  |? 
genau  so  oft,  wie  diejenige  des  Körpers,  also  (für 
Primzahlen  p  der  vorausgesetzten  Art)  nach  Kap.  1, 
Nr.  13  genau  n  —  n^  mal. 

Insbesondere  schließen  wir  also:  das  Quadrat  der  Deter- 
minante,  welche  aus  den  Orößen  (47)  für  i  «>  1,2,  »"ym 
und  aus  deren  Konjugierten  gebildet  ist,  enthält  die 
Primzahl  2>  genau  in  der  n^-n^^^  Potenz. 

8.  Nun  gilt  ein  allgemeinerer  Satz,  der  für  das  Fol- 
gende die  wesentliche  Grundlage  abgibt.  Sind  ^i^^n^  *->  i7i, 
irgend  welche  n  voneinander  unabhängige  Zahlen  des  Körpers 
f  und  bedeuten  ly^j^,  rj^f^,  •  •  •,  rj^j^  die  Zahl  tj^j^  und  ihre  Kon- 
jugierten, so  ist  bekanntlich  die  Determinante  ^  »  |  i/^j^  |  von 
Null  verschieden.  Die  n  Elemente  jeder  Yertikalreihe  der- 
selben bilden  jedenfalls  in  dem  aus  f  und  seinen  Konjugierten 
gebildeten  ßaloisschen  Körper  ein  Ideal 

welches  den  größten  gemeinsamen  Idealteiler  der  gedachten 
Elemente  darstellt.  Dies  vorausgeschickt  lautet  der  gemeinte 
Satz  folgendermaßen: 

Wenn  in  der  Determinante  z/  die  Glieder  der  ein- 
zelnen Yertikalreihen  durch  Potenzen 

mit  nicht  negativen,  echt  gebrochenen  Exponenten 
teilbar  sind  und  die  Summe 


n 


(48)  9  =  2ft 

der  letzteren  ist  zugleich  der  Exponent  der  höchsten 
Potenz  von  p,  durch  welche  die  Determinante  ^ 
selbst  aufgeht,  so  bilden  die  Zahlen  i^^^,  rj^^,  -  *  •,  tj^^ 
ein  fundamentales  System  des  Körpers  f  (mod.  j>).  Be- 
stünde nämlich  eine  ganzzahlige  Kongruenz 

%%i  +  W2i?i2  +  •  •  •  +  u^rjin  =  0     (mod.  p> 
d.  h.  eine  Gleichung  von  der  Form 
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«*i%i  +  «s^i«  +  •  •  •  +  t*„i7i«  =  P'Vu 

worin  ij^  eine  ganze  Zahl  des  Körpers  t,  so  folgten  daraus 
auch  die  konjugierten  Gleichungen 

«*1%1  +  ««2^«  +  •  •  •  +  KVin  ^P  •  Vi7 

durch  deren  Auflösung  sich  ergäbe 
(49)  ^  .  w,.  =  z/<*^ , 

0  =  1,  8,  •  ••,  n) 

wenn  unter  ^('^  die  Determinante  verstanden  wird,  welche  aus 
^  entsteht^  wenn  ihre  t^  Yertikalreihe  durch  die  Zahlen  prj^, 
PVif '  •  'fPVn  ersetzt  wird.  Da  nun  die  Elemente  der  *'•"  Verti- 
kalreihe in  z/  wegen  der  Bedingung  (48)  glei^zeitig  nur 
durch  p^'  <i>,  diejenigen  in  ^'^  aber  durch  p  teilbar  sind,  so 
leuchtet  ein,  daß  ^^'^  durch  eine  höhere  Potenz  von  p  teilbar 
sein  muß  als  z/,  daß  also  wegen  (49)  jede  der  Größen  u^ 
einen  Teiler  mit  p  gemeinsam  haben  d.h.,  da  sie  rationale 
ganze  Zahlen  sind,  durch  p  teilbar  sein  müssen.  Das  System 
der  Zahlen  i^^,  7^^,  •  •  •,  %„  ist  daher  in  der  Tat  ein  Funda- 
mentalsystem (mod.  p). 

Ein  Fundamentalsystem  von  dieser  Beschaffen- 
heit soll  ein  normales  Fundamentalsystem  (mod.  jp) 
heißen. 

Hiemach  erkennt  man  zunächst  leicht,  daß  das  in  voriger 
Nummer  nachgewiesene  Fundamentalsystem  (mod.  p)  solch'  ein 
normales  Fundamentalsystem  ist.  Betrachtet  man  nämlich  in 
seiner  Determinante  irgend  eine  der  Yertikalreihen,  etwa  die 
'Reihe  der  Glieder 

—^ t  ^       —P £(1)       .  .  .  -P—     .  Pin-  1) 

in  denen  durch  die  oberen  Indizes  (1),  (2),  •  •  •,  (w  —  1)  die 
Konjugierten  von  ^^^  angedeutet  sind,  so  bilden  die  Multipli- 
katoren dieser  Konjugierten  in  dem  aus  (  und  seinen  Kon- 
jugierten zusammengesetzten  Galoisschen  Körper  ein  Ideal 


(50) 


P  P 


^n  P/2  Pin 


f 
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welches  den  größten  gemeinsamen  Idealteiler  der  Multiplika- 
toren Yorstellt  und  daher  jedenfalls  ein  gemeinsamer  Idealteiler 
aller  Elemente  jener  Vertikalreihe  ist.  Dies  Ideal  ist  aber 
äquivalent  mit  einer  gewissen  nicht  negativen^  echt  gebrochenen 
Potenz  von  p.  Denn,  ist  ^A|  der  größte  gemeinsame  Teiler 
der  Multiplikatoren,  so  ist  ^^'  derjenige  ihrer  a/*^  Potenzen: 


(  1»"'  P-* 


W-^ 


Pii     '        '  Pi 


n 


-"■{©■■""■■■■■©""1 


Da  nun  immer  je  eins  von  den  Elementen  dieses  letzten  Ideals 
einen  der  konjugierten  Faktoren  p^^,  p,,,  •  •  •,  p^^  von  p,  deren 
Produkt  gleich  p^i  ist^  nicht  enthält,  so  ist  das  Ideal  zu  jedem 
dieser  Faktoren  also  auch  zu  ihrem  Produkte,  d.  h.  auch  zu  p 

relativ  prim,   und  deshalb  ^k!   mit  p^^  und  ^^   selbst  mit  p^ 

in  bezug  auf  die  Teilbarkeit  durch  Idealfaktoren  von  p  äqui- 
valent.    Die   betrachtete   Vertikalreihe   der   Determinante   hat 

demnach  den  Teiler  j>^',  und  der  gleiche  Teiler  kommt  jeder 
der  f^  Vertikalreihen  zu,  welche  den  Gliedern  (47)  entsprechen. 
Daher  hat  die  Determinante  die  erste  Eigenschaft  der  Deter- 
minante ^  des  Hilfssatzes,  und  zwar  sind  die  Werte  der  q^ 
die  folgenden: 

f^  mal  die  Werte  0, 


(für  I  s=  1,  2,  •  •  •,  m) 


deren  Summe 

TU 


.^        a,(a,-l)       1 

1  =  1 

ist;  ebenso  groß  ist  aber  (s.  vorige  Nummer)  auch  der  Ex- 
ponent der  höchsten  Potenz  von  jp,  welche  in  der  Determinante 
des  nachgewiesenen  Fundamentalsystems  (modj))  aufgeht,  also 
ist  auch  die  Bedingung  (48)  des  Hilfssatzes  erfüllt,  und  jenes 
Fundamentalsystem  in  der  Tat  ein  normales. 

Da  ^^^  für  A^  =»  0  relativ  prim  gegen  p  ist,  so  haben  (mit 
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Rücksicht  auf  die  stattfindende  Gleichnng  (48))  diejenigen  Ver- 
tikalreilien,  welche  den  Gliedern  (47)  für  h^^O  entsprechen, 
keine  gemeinsamen  Teiler  mit  p  und  tragen  dah^  zu  der 
Potenz  von  p,  welche  in  der  Determinante  des  ganzen  Fun- 
damentalsjstems  aufgeht^  nichts  bei.  Da  dies  für  jeden  der 
Indizes  i  =^  1^  2,  -  -  -,  m  gilt,  so  gibt  es 

Yertikalreihen,  welche  prim  zu  p  sind.  Denkt  man  sich  die 
aus  diesen  Yertikalreihen  oder  auch  nur  einem  Teile  derselben 
gebildete  Matrix^  so  müssen  auch  deren  Determinanten,  von 
welchen  diejenige  des  gesamten  Fundamentalsystems  eine  lineare 
Funktion  ist,  ein  zu  p  relativ  primes  System  bilden ,  wohin* 
gegen  die  Determinanten  jeder  Matrix  von  mehr  als  «,  Reihen, 
weil  wenigstens  eine  der  letzteren  mit  p  einen  gemeinsamen 
Teiler  haben  würde ,  kein  zu  p  relativ  primes  System  mehr 
bilden  können.  Nennt  man  daher  eine  Determinante  vom 
Range  r,  wenn  alle  unter determinanten,  deren  Grad  eine  be- 
stimmte Zahl  ^r  ist,  aber  nicht  mehr  diejenigen,  deren  Grad 
eine  solche  Zahl  >  r  ist,  ein  gegen  p  primes  System  bilden, 
so  ist  der  Rang  des  gedachten  Fundamentalsystems  gleich  n^. 

Da  nun  die  Elemente  eines  jeden  Fundamentalsystems 
(mod.  p)  mit  den  Basiszahlen  y^  der  ganzen  Zahlen  des  Körpers 
f,  wie  schon  bemerkt,  durch  ganzzahlige  lineare  Gleichungen 
verbunden  sind,  deren  Determinante  durch  p  nicht  teilbar  ist, 
so  werden  auch  (mod.  p)  umgekehrt  die  y^  als  ganzzahlige 
lineare  Funktionen  jener  Elemente  darstellbar  sein;  und,  weil 
dann  die  8-reihigen  Determinanten  der  aus  jenem  Fundamental- 
«ystem  und  seinen  Konjugierten  gebildeten  Determinante  lineare 
Funktionen  der  aus  den  y^  und  ihren  Konjugierten  gebildeten 
^- reihigen  Determinanten  sein  werden,  wie  (mod  p)  auch  um- 
gekehrt, so  erkennt  man  sofort,  daß  der  Rang  (mod.  p)  der 
AUS  den  y^  und  ihren  Konjugierten  gebildeten  Determinante 
dem  Range  jener  Determinante  gleich  sein  muß.  Man  darf 
hiemach  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Die  Diskriminante  des  Körpers  f  vom  n*^  Grade 
ist  genau  teilbar  durch  |)"~"^,  wenn  die  Determinante, 
deren  Quadrat  sie  ist,  (mod.  p)  vom  Range  n^  ist. 

Bachmann,  Zahlentheorie.    V.  80 
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9.  Wir  kehren  jetzt  za  anserm  Vorhaben  zurück,  die  Dis- 
kriminante  des  Körpers  ft  Yom  N^^  Grade  zu  untersuchen^ 
der  aus  den  Körpern  !;  I  von  den  Graden  n,  n  zusammen- 
gesetzt ist,  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Beziehung 

N^  n  •  n 

stattfinde.  Bei  dieser  Voraussetzung  bleibt  (s.  Kap.  1,  Nr.  10) 
die  ganzzahlige  Gleichung  r^  Grades,  der  die  den  Körper  t 
erzeugende  Zahl  ä  genügt,  auch  nach  Adjunktion  der  den 
Körper  I  erzeugenden  Zahl  a  irreduktibel.     Bezeichnet  daher 

ein  normales  Fundamentalsystem  (mod.  p)  von  der  in  Nr.  7 
nachgewiesenen  Art  für  die  ganzen  Zahlen  des  Körpers  t, 

ein  solches  f&r  die  ganzen  Zahlen  des  Körpers  f ,  femer  wieder 
tiif  6«^  •  •  V  5<n  bezw.  rjii,  i?„,  • .  •,  rj.-  die  zu  g^i,  ti^^  mit 
bezug  auf  I  resp.  t  konjugierten  Zahlen,  und  bildet  man  die 
N  ^  n  -n  Produkte 

(51)         inVuf  Su%i,  •  •  •,  5iii?«i,  iii'^u}  •  •  •?  iniVwu 

so  werden  die  mit  bezug  auf  den  Körper  $  zu  ihnen  kon- 
jugierten Zahlen  die  folgenden  sein: 

(für  A  =  1,  2,  •  •  •,  fi;  /  =  1,  2,  •  •  .,  ^ 

und,  wie  man  sich  unschwer  überzeugt^  sind  die  N  Zahlen 
(51)  unabhängige  Zahlen  des  Körpers  fi.  Für  die  aus  ihnen 
und  ihren  Konjugierten  zusammengesetzte  Determinante  N"^ 
Grades 

/i,  A  =  1,  8,  . . .,  n\ 

gilt  analog  mit  dem  von  der  Determinante  (78)  des  ersten 
Kapitels  Bemerkten,  wie  zuerst  Kronecker  in  seinen  Vor- 
lesungen ausgeführt  hat^),  die  Beziehung: 

1)  Vgl.  Heu  sei,  über  Gkittangen,  welche  durch  Komposition  etc^ 
Jonm.  f.  Math.  106,  p.  387;  ferner  Acta  Math.  14,  p.  317. 
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(52)  •|€«-%,i-|g,»r-!'?»,|-. 

Mit  p^i  werde  nun  wieder  die  höchste  Potenz  Ton  p  bezeichnet, 
durch  welche  alle  Glieder  in  der  i*^  Yertikalreihe  der  Deter- 
minante \iij,\y  und  ebenso  mit  p°i  diejenige,  dorch  welche  alle 
Glieder  in  der  t^  Yertikalreihe  der  Determinante  |  r^^i  \  teilbar 
sind.    Dann  bestehen  die  Gleichungen 


n 


(53)  2    y'p.^n-ni,    ^^^ö.^n-n^, 

wenn  n^  die  analoge  Bedeutung  für  den  Körper  f  hat,  wie  n^ 
für  den  Körper  I,  mithin  den  Rang  (mod.p)  der  Determinante 
{  ri^^  \  bestimmt;  die  Differenzen  n  —  n^j  n  —  n^  bezeichnen  zu- 
gleich die  Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  p^  welche 
in  den  Quadraten  der  Determinanten  |  ^^^  |,  \ri^^  \  resp.  auf- 
gehen. Nun  enthalten  die  Glieder  derjenigen  Yertikalreihe  der 
Determinante  (52),  welche  durch  die  Indizes  i,  h  bezeichnet 
wirdy  offenbar  die  Potenz  pRi-^^k  zu  gemeinsamem  Teiler,  und 
da  die  auf  alle  Kombinationen  i,  Ic  ausgedehnte  Summe 

d.  h.  nach  (52)  gleich  dem  Exponenten  der  höchsten  Potenz 
von  p  ist,  welche  in  der  Determinante  |  i^^  •  ij^,  |  selbst  auf- 
geht, so  würden  die  Zahlen  (51)  ein  normales  Fundamental- 
system (mod.  p)  für  den  Körper  k  bilden,  falls  die  Exponenten 
Qi  +  6j^  kleiner  als  1  wären.  Bedeutet  aber  in  üblicher  Weise 
[P<  +  ^k\  ^ö  größte  ganze  Zahl,  welche  in  Qi  +  6^  enthalten 
ist,  eine  Zahl,  welche  nur  Null  oder  Eins  sein  kann,  da  p^, 
6^  echte  Brüche  bezeichnen,  so  wird  die  Differenz 

gewiß  ein  nicht  negativer  echter  Bruch  sein,  und  man  erkennt 
daher,  daß  das  aus  den  Zahlen 

^        ^  pi^i  +  ^k^  lfc-1,  «,....«/ 

80» 
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gebildete  System  ein  normales  Fuifdamentalsystem 
(mod.  p)  für  den  Körper  £  darstellt. 

Nennt  man  nun  N^  den  Rang  der  aus  diesem  Funda- 
mentalsysteme und  seinen  Konjugierten  gebildeten  Determinante, 
so  ist  dem  Satze  am  Schlüsse  voriger  Nummer  zufolge 

die  höchste  Potenz  von  jp,  welche  in  der  Diskriminante  des 
Körpers  ^  aufgeht.  Weil  es  sich  aber  um  ein  normales  Fun- 
damentalsystem (mod.  p)  handelt;  so  bezeichnet  N^  die  Anzahl 
der  Yertikalreihen  jener  Determinante,  welche  ohne  gemein- 
samen Teiler  mit  p  sind,  und  offenbar  entsprechen  diese  Yer- 
tikalreihen denjenigen  Gliedern  (54)  des  Fundamentalsystems, 
bei  denen 

(55)  9i  +  <fk-{fii  +  ^k\ 

ist.  Es  bleibt  also  die  Anzahl  solcher  Glieder  zu  bestimmen. 
Nun  seien 

die  Zerlegungen  der  Primzahl  p  in  ihre  Primidealfaktoren  im 
Körper  f  resp.  I,  und 

flf  fiy   "   f  fmJ   9^17   9>if  •••;   9^ft 

die  Grade  der  einzelnen  Primideale  in  diesen  Zerlegungen.  Wir 
betrachten  zunächst  nur  diejenigen  Yertikalreihen,  welche  (ygL 
die  Torausgesetzte  Gestalt  (47)  der  Fundamentalsysteme  J^i,  tj^^ 
der  Körper  t  und  f)  einer  bestimmten  Kombination  p^,  n^  jener 
Primideale  entsprechen.     In  ihnen  sind 

(56)  '^,    -?      A  =  «'^.»'     -.«.-^X 

die  Werte  der  Brüche  g^,  6^,  und  da  jede  der  Zahlen  hf  genau 
fi  mal,  jede  der  Zahlen  gj^  genau  q>^  mal  vorkommt,  so  tritt 
jede  Kombination  A^,  gj^  genau  f^fp^^  mal  auf.  Soll  aber  fiLr  die 
Brüche  (56)  die  Bedingung  (55)  d.  i.  die  Gleichung 

erfüllt  sein,  so  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 


Unterkörper  und  Oberkörper. 


469 


sei.     Diese  Eongmenz  erfordert,  wenn 

gesetzt,  nämlich  der  gröBte  gemeinsame  Teiler  von  a^,  bj^  mit 
d^j^  bezeichnet  wird,  daß 

sei,  und  kommt  dann  anf  die  folgende  zurück: 

Ä/  +  ft'=0    (mod.  dj, 

welche  d^j^  Lösungen  hat.  Somit  erfüllen  d^^  Kombinationen 
\y  gj^  die  Bedingung  (57),  und  die  Anzahl  der,  der  Kombina- 
tion p{,  n^  entsprechenden  Yertikalreihen,  für  welche  (55) 
erfüllt  ist,  betragt  also  fi(p^  •  dfj^  Insgesamt  ergibt  sich  also 
die  Anzahl  aller  Yertikalreihen,  für  welche  (55)  stattfindet^ 
indem  man  diese  Anzahlen  für  alle  Kombinationen  p^,  Xj^ 
summiert,  und  so  findet  sich 

i,k 
Beachtet  man  nun  die  Beziehungen 

^h-fi+U  +  '-+fmy  »1=  9>i  +  9>2  +  •  •  •  +  g>^, 

so  gehen  die  nachstehenden  Gleichungen  hervor: 


(58) 


»I  (.1 

welche  die  höchsten,  in  den  Diskriminanten  d,  J,  D 
der  drei  Körper  t,  f,  ß  aufgehenden  Potenzen  der 
(nicht   singulären)   Primzahl   p    bestimmen,    wenn    im 
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der  letzten  von  ihnen  d^j^  den  größten  gemeinsamen 
Teiler  von  a^,  b^  bedeutet. 

Die  dritte  dieser  Formeln  gibt  das  gesuchte  Oesetz,  nach 
welchem  die  Diskriminante  des  zusammengesetzten  Körpers 
aus  den  Primfaktoren  derjenigen  der  ihn  zusammensetzenden 
beiden  Körper,  soweit  sie  nicht  singulär  sind,  gebildet  wird. 

Sind  insbesondere  die  Diskriminanten  von  t,  t 
relativ  prim,  sodaß  eine  gegebene  Primzahl  p,  welche  in  D 
also  in  einer  der  Diskriminanten  d,  dy  etwa  in  der  ersten  von 
beiden  aufgeht,  die  andere  derselben  nicht  teilt,  so  müssen  die 
sämtlichen  Exponenten  h^  gleich  1  und  somit  auch  d^^ «  1 
sein;  dadurch  geht  die  dritte  der  Formeln  (58)  über  in  diese: 

N-N^  ^^ ^fiia^  -  1)  9),  -  üi .  (n  -  nj 

und  die  Diskriminante  D  enthalt  den  (nicht  singulären)  Prim- 
faktor  p  genau  so  oft,  wie  die  n^  Potenz  von  d.  Ginge  die 
Primzahl  p  umgekehrt  in  ä  auf,  so  wäre  sie  ebenso  oft 
Faktor  von  D,  wie  von  der  n***  Potenz  von  S.  Hieraus 
geht  offenbar,  wenn  für  die  Körper  t,  t  keine  sin- 
gulären Primzahlen  vorhanden  sind^  unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  die  Gleichung 

'     D  =  rf"-J« 
hervor. 

Diese  Gleichung  besteht  aber  unter  der  gleichen 
Voraussetzung  über  die  Diskriminanten  auch  ohne 
die  gemachte,  die  singulären  Primzahlen  betreffende 
Einschränkung.  Denn  fQr  den  nach  der  Annahme  vor- 
liegenden Fall  ist  r  —  n,  die  Formel  (26)  also  gibt 

D«d".n(D,), 

wo  der  zweite  Faktor  nach  Nr.  6  nur  aus  Primfaktoren  von  d 
zusammengesetzt  ist.     Da  nun  aus  gleichem  Grunde 

D  =  d»  .  w(D,-) 

und  der  zweite  Faktor  hier  nur  aus  Primfaktoren  von  d  zu- 
sammengesetzt ist,  so  muß,  da  d  und  d  teilerfremd  voraus- 
gesetzt sind,  notwendig 

sein. 
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1.  Bis  hierher  gilt  die  Arithmetik  der  Zahlenkörper ,  die 
wir  entwickelt  haben^  ganz  allgemein^  da  wir  über  die  beson- 
dere Natur  des  betrachteten  Zahlenkörpers  keinerlei  beschran* 
kende  Voraussetzungen  gemacht  haben^  und  die  uns  gestellte 
Aufgabe  könnte  mit  dem  Yoraufgehenden  als  abgeschlossen 
gelten  y  indem  die  Arithmetik  spezieller  Zahlenkörper  einem 
ferneren  Werke  vorbehalten  bleiben  soll.  Wenn  wir  gleich- 
wohl dem  jetzigen  noch  einen  Abschnitt  über  diejenigen  be- 
sonderen Köiper^  welche  man  Galoissche  Körper  nennt^  an- 
schließen, so  weichen  wir  damit  nur  scheinbar  von  diesem 
unserm  Vorhaben  ab.  Dem  Qaloisschen  Körper  kommt  näm- 
lich die  ausgezeichnete  Eigenschaft  zu,  daß  zwar  einerseits  die 
für  ihn  giltige  Theorie  der  Ideale  mit  ihren  Folgerungen  in 
der  allgemeinen^  im  yorigen  dargestellten  Idealtheorie  als  be- 
sonderer Fall  mit  einbegriffen  sein  muß,  daß  aber  auch 
andererseits  diese  sich  wieder  aus  der  Arithmetik  des  Galois- 
schen  Körpers  entwickeln  läßt.  In  der  Tat,  ist  t  ein  ganz 
beliebiger  Zahlenkörper,  so  ist  er  als  ein  Unterkörper  in  dem- 
jenigen Galoisschen  Körper  enthalten,  welcher  aus  ihm  und 
allen  seinen  Konjugierten  zusammengesetzt  ist,  und  daher  ent- 
springen notwendig  seine  Eigenschaften  aus  denjenigen  dieses 
Galoisschen  Körpers.  Die  besondere  Eigenschaft  des  letzteren 
aber,  nach  der  er  mit  seinen  Konjugierten  identisch  ist, 
hat  zur  Folge,  daß  die  fundamentalen  Sätze  der  Idealtheorie 
für  ihn  sich  sehr  viel  einfacher  nachweisen  und  so  seine  Arith- 
metik sich  ungleich  leichter  entwickeln  läßt,  wie  für  den 
allgemein  gedachten  Zahlenkörper.  Somit  könnte  sie,  wie  teil- 
weise schon  Ton  Kronecker  in  seiner  Gestaltung  der  Theorie 
getan  worden  ist,  zur  Grundlage  der  allgemeinen  Arithmetik 
der  Zahlenkörper  genommen  werden.  Zugleich  aber  ist  die 
Kenntnis  der  arithmetischen  Gesetze  des  Galoisschen  Körpers, 
wo  nicht  durchaus  erforderlich,  doch  nützlich,  um  diejenigen 
anderer  besonderer  Körper  frei  und  voll  zu  beherrschen.  Wenn 
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demnach  die  hauptBächlichsten  dieser  Eigenschaften  hier  noch 
angefügt  werden,  so  erfahrt  dadurch  nicht  nur  die  Begründung 
der  Yon  uns  dargestellten  allgemeinen  Eorpertheorie  eine  wesent- 
liche Er^nzung;  sondern  es  wird  auch  eine  natürliche  Brücke 
geschlagen  zu  dem  Werke  ^  das  als  Fortsetzung  des  vorliegen- 
den geplant  ist. 

Wir  beginnen  damit,  die  algebraische  Qrundeigenschafb 
des  öaloisschen  Korpers  fi  festzustellen.  Ist  A  die  ihn  er- 
zeugende ganze  Zahl  und 

(1)  l(x)^0 

die  irreduktible  ganzzahlige  Gleichung  N*^  Grades,  deren 
Wurzel  sie  ist,  N  also  der  Grad  des  Körpers,  so  ist  bekannt- 
lich jede  Zahl  des  Korpers  eine  ganze  Funktion  von  A  vom 
N—  1^^  Grade  mit  rationalen  Koeffizienten,  und  man  erhält 
die  zu  £  konjugierten  Körper,  indem  man  in  allen  diesen 
Funktionen  A  durch  jede  der  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung 

(1)  ersetzt.  Da  aber  die  Konjugierten  eines  Galoisschen 
Körpers  mit  ihm  selbst  in  der  Gesamtheit  ihrer  Zahlen  iden- 
tisch sind,  so  ist  jede  der  gedachten  Wurzeln  selbst  eine 
Zahl  desselben  und  folglich  eine  rationale  Funktion  Ton 
der  einen,  beliebig  gewählten  Wurzel  A  der  Gleichung. 
Jede  Gleichung  (1),  deren  sämtliche  Wurzeln  durch  jede  be- 
liebige Yon  ihnen  rational  ausdrückbar  sind,  heißt  aber  eine 
GaloisBche  Gleichung,  und  aus  diesem  Grunde  wird  der  ihr 
entsprechende  Körper  ^,  zu  dessen  Bezeichnung  Dedekind  den 
Ausdruck  „Normalkörper^^  eingeführt  hat,  neuerdings  lieber 
,,ein  Galoisscher  Körper''  genannt. 

Die  N  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  mögen  durch 

(2)  A,  A(i),  A(«),  . . .,  A<^-i) 

bezeichnet  werden.     Dann  ist  also  für  »  =  0,  1,  2,  •  •  •,  N  —  1 

(3)  A«  =  /;(A), 

wo  ^(A)  eine  ganze  Funktion  von  A  mit  rationalen  Koeffi- 
zienten bedeutet.  Die  Substitutionen,  durch  welche  der  Körper 
^  in  seine  konjugierten,  also  in  der  Gesamtheit  ihrer  Zahlen 
mit  ihm  übereinstimmende  Körper  übergeht,  seien 
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und  Sq  unter  ihnen  die  identisclie  Substitution,  welche  die  ein- 
zelnen Zahlen  in  £  nicht  ändert.  Heißt  dann  s^y  die  Zahl,  in 
welche  die  Zahl  y  des  Eörpetrs  durch  eine  solche  Substitution 
s^  übergeht,  so  wird  s^A » AS^  gesetzt  werden  können  und 
somit  die  Beziehung  bestehen: 

(5)  s,A  ^  /;(A). 

Führt  man  nun  einen  Körper  $  durch  eine  Substitution  s 
in  einen  andern  Körper  und  diesen  wieder  durch  eine  Substi- 
tution s'  in  einen  dritten  Körper  über,  so  bestimmt  der  letztere, 
wie  leicht  zu  erkennen,  in  dem  in  Kap.  1,  Nr.  9  bezeichneten 
Sinne  wieder  eine  Substitution  des  ersten  Körpers,  welche  die 
aus  s  und  s'  zusammengesetzte  Substitution  oder  ihr  Produkt 
s's  heißt,  wobei  im  allgemeinen  die  Ordnung  der  Faktoren 
wohl  zu  beachten  ist.  Die  N  Substitutionen  (4),  welche 
einem  Galois&ahen  Körper  entsprechen,  genießen  aber 
der  ausgezeichneten  Eigenschaft,  daß  sie  eine  Qruppe 
bilden,  das  heißt  bekanntlich,  daß  das  Produkt  je  zweier 
Substitutionen  8^,  s^  der  Reihe  (4),  gleichviel  ob  diese  Zeichen 
zwei  yerschiedene  oder  ein-  und  dieselbe  Substitution  vor- 
stellen, wieder  eine  Substitution  derselben  Reihe  ist.  Denn  die 
Substitution  s^  führt  den  Körper  £  in  einen  anderen  über,  der 
aus  den  gleichen  Zahlen  besteht,  dessen  Zahlen  also  rationale 
Funktionen  von  A  sind;  die  Substitution  s^  des  Körpers  ^ 
bedeutet  mithin  auch  eine  Substitution  des  transformierten 
Körpers,  und  somit  bildet  das  Produkt  s^s^  beider  Substitu- 
tionen von  ^  wieder  eine  Substitution  von  ß.  Wird  also 
etwa 

(6)  h^i  =  «* 
gesetzt,  so  gilt,  da  nach  (5)  die  Gleichung 

s,s,A  -  f,(s,A.)  ==  /i(/;(A)) 

stattfindet,  zwischen  den  rationalen  Fvmktionen  f^,  f^,  f^  die 
Beziehung 

Aus  der  Zusammensetzung  irgend  zweier  der  Substitutionen  (4) 
ergibt  sich  sogleich  auch  der  Begriff  der  Potenz  s^  irgend 
einer  von  ihnen  als  die  m-fach  wiederholte  Substitution  $,. 


474  Zwölftes  Kapitel. 

Die  Galoissche  Gleichui^  (1)  heißt  insonderheit  eine 
Abel  sehe  Gleichung^  wenn  die  Beziehung  (7)  yon  der  Reihen- 
folge der  Operationen  /^,  f\  unabhängig,  nämlich 

(8)  fM^D  -  fkifi'M) 

ist,  eine  Gleichung,  welcher  die  andere: 

(9)  Sj,Si  -  s^Sj,, 

d.  i.  die  Eommutativität  der  Substitutionen  der  Gruppe  (4)  ent- 
spricht. Demgemäß  heißt  der  6ra2ot5sche  Körper  ins- 
besondere ein  J.6e?8cher  Körper^  wenn  die  Substitu- 
tionen seiner  Gruppe  vertauschbar  sind.  Für  derartige 
Gruppen  gilt  aber  der  schon  bei  Gelegenheit  der  Idealklassen 
bofttttete  Kre^neckersche  Fundamentalsatz  (s.  Kap.  9,  Nr.  5), 
nach  welchem  alle  Substitutionen  der  Gruppe  als  Potenzen 
und  Produkte  gewisser  fundamentaler  Substitutionen  s^,5j,  •••,5^, 
also  in  der  Form 


'a 


(10)  s^'^  Sj^  .  • .  s„' 

dargestellt  werden,  wenn  darin  allgemein  x^  alle  Zahlen  0,  1, 
2,  •  •  •  bis  zu  einer  endlichen  Zahl  \  hin  durchläuft,  derart, 
daß  die  Anzahl  der  Substitutionen  der  Ghruppe 

ist.     Die  Substitutionen 

bilden  offenbar  für  sich  eine  Teil-  oder  Untergruppe  der  Ge- 
samtgruppe, die  ihres  besonderen  Charakters  wegen,  indem 
5^*»  wieder  gleich  s^  usw.  sein  wird,  eine  zyklische  Gruppe 
genannt  wird;  daher  ist  die  gesamte  Gruppe  eines  Ab  eischen 
Körpers  aus  einer  Anzahl  zyklischer  Gruppen  zusammengesetzt, 
deren  Grrad,  d.  h.  die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Substitu- 
tionen wieder  noch  als  eine  Primzahlpotenz  vorausgesetzt  wer- 
den darf  (s.  die  angezogene  Stelle).  Ist  die  Gh-uppe  des  Ab  ei- 
schen Körpers  selbst  eine  zyklische,  so  wird  auch  der  Ab e Ische 
Körper  speziell  ein  zyklischer  Körper  genannt 

Alle  diese  Begriffsbestimmungen,  die  bisher  in  absolutem 
Sinne,  d.  i.  für  Körper  £  aufgestellt  worden  sind,  deren  Ra* 
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tionalitätsbereicli  der  Körper  R  der  rationalen  Zahlen  ist,  lassen 
sich  non  auch  auf  den  allgemeineren  Fall  übertragen^  wo  dieser 
Bationalitatsbereich  ein  beliebiger  Unterkörper  t  des  Körpers 
£^  der  letztere  also  ein  Belativkörper  mit  Bezog  auf  I  ist. 
Demnach  heißt  ein  Körper  ^  ein  relativ  Galoisscher  Körper 
mit  Bezug  auf  einen  seiner  Unterkörper  I,  wenn  die  irreduk- 
tible  Gleichung 

(11)  af  +  k^(a)  .  af-^  +  *,(«)  •  x'-*  +  •  •  •  +  K{cc)  =  0 

mit  in  f  enthaltenen  Koeffizienten,  der  die  ihn  erzeugende  Zahl 
A  genügt,  eine  Galoissche  Gleichung  ist,  nämlich  ihre  sämt- 
lichen Wurzeln  durch  eine  beliebige  von  ihnen  als  rationale 
Funktion  mit  in  t  enthaltenen  Koeffizienten  ausdrückbar  sind. 
Bezeichnen 

(12)  So,  »1,%,  •••,  5^_i 

die  Substitutionen^  durch  welche  dieser  Körper  ^  in  seine 
relatiy  konjugierten  Körper  übei^eht,  so  heißt  ihre  wieder 
eine  Gruppe  bildende  Gesamtheit  die  Relativgruppe^  und, 
wenn  die  letztere  insbesondere  eine  kommutative  oder  gar  eine 
zyklische  ist,  so  wird  der  Körper  Ä  ein  relativ--46eZscher 
bezw.  relativ-zyklischer  Körper  genannt. 

2.  Nun  werde  zunächst  gezeigt,  wie  einfach  die 
Idealtheorie  des  Galoissahen  Körpers  begründet  wer- 
den kann.  Es  geschieht  dies,  wie  in  der  allgemeinen  Theorie, 
durch  den  Beweis  des  fundamentalen  Satzes,  daß  zu  jedem 
Ideale  des  Galoisschen  Körpers  ein  anderes  bestimmbar  ist, 
so  beschaffen,  daß  beider  Produkt  ein  Hauptideal  wird.  Hilbert 
hat  in  einer  bemerkenswerten  kleinen  Abhandlung^)  gezeigt, 
wie  solch'  Beweis  aus  dem  Begriffe  und  den  einfachsten  Eigen- 
schaften des  Ideals  direkt  erbracht  werden  kann.  Wir  folgen 
hier  jedoch  dem  noch  einfacheren  Gange,  den  er  zu 
gleichem  Zwecke  in  seinem  Bericht  über  die  Theorie  der  alge- 
braischen Zahlen  (Deutsche  Math.  Verein  4.  Bd.  S.  248)  ein- 
geschlagen hat. 

Sei  3  ein  Ideal  des  Galoisschen  Körpers  $  vom  Grade  N. 
Wir  sagen:  3  sei  teilbar  durch  ein  anderes  Ideal  3'  oder  setzen 

1)  Hubert,  Math.  Annalen  44,  1894,  p.  1. 
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3^0  (mocL  !3^;  wenn  es  in  3'  enthalten  ist.  Wenn  es  durch 
sämtliche  Substitutionen  der  Oruppe  des  Körpers  St^  welche  6r 
genannt  werde ;  unverändert^  d.  h.  die  Gesamtheit  der  Zahlen 
jedes  transformierten  Ideales  von  ihrer  Anordnung  abgesehen 
mit  derjenigen  des  ursprünglichen  identisch  bleibt,  so  heifie  3 
ein  invariantes  Ideal  (in  der  angefahrten  Abhandlung  ge- 
braucht Hilbert  statt  dessen  den  Ausdruck  ^^ambiges  Ideal^. 
Für  ein  solches  besteht  aber  folgender  Satz: 

Die  ^!^  Potenz  eines  invarianten  Ideals  ist  stets 
gleich  einer  rationalen  ganzen  Zahl,  in  Zeichen: 

(13)  3^'  =  ®^ 

wo  t  eine  rationale  ganze  Zahl  und  @  die  Gesamtheit 
der  ganzen  Zahlen  des  G^a2oi^schen  Körpers  bedeutet. 
Jede  Zahl  a  des  Ideales  3  leistet  nämlich  einer  Gleichung 
N^  Grades 

(14)  a^  +  a^a^-^  +  o,«^-«  +  . .  .  +  a/y  «  0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  Genüge;  daher  sind  auch  die 
Potenzen 

A'!  —  .VI  -■  Nl 

(15)  «i  ^  «2       >  "y  K 

ganze  rationale  Zahlen,  deren  größter  gemeinsamer  Teuer  a 
heiße.  In  gleicher  Weise  denke  man  sich  für  jede  der  Zahlen 
^9  ßy  Yy  '  "  ^^B  Ideals  die  ihnen  entsprechenden  größten  ge- 
meinsamen Teiler  a,  b,  c,'  -  -  bestimmt,  und  nenne  schließlich 
wieder  t  den  größten  gemeinsamen  Teiler  aller  so  bestimmten 
Zahlen  a,  b,  Cy  -  -  -.  Dann  besteht  die  Beziehung  (13).  Um 
dies  einzusehen,  bemerke  man,  daß  die  zu  a  konjugierten 
Zahlen  einerseits  wieder  Zahlen  des  als  invariant  vorausgesetzten 
Ideals  S,  andererseits  aber  die  Wurzeln  der  Gleichung  (14) 
sind,  von  denen  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  homogene 
ganze  Funktionen  1*",  2^^,  3**',  •  •  •,  N^^  Dimension  sind. 
Hieraus  folgen  die  Kongruenzen 

»1  =  0  (mod.  S),    Oj  =  0  (mod.  3"),  •  •  •,  a^= 0   (mod.  3'^) ; 

denen  zufolge  wieder  die  sämtlichen  Zahlen  (15)  in  dem  Ideale 
3^'   enthalten    sein    müssen.     Gleiches    gilt    daher   auch   von 
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ikrem  größten  gemeiziBamen  Teiler  a,  da  dieser  bekanntlich 
als  eine  ganze^  ganzzahlige  lineare  Funktion  der  Zahlen  (15) 
darstellbar  isi  Ebenso  müssen  aber  auch  die  samtlichen 
Zahlen  b^  c,  •  •  •  und  demnach  endlich  auch  t  oder^  der  De- 
finition eines  Ideales  zufolge^  das  Hauptideal  @t  in  3^'  ent> 
halten  sein.  Da  andererseits  jede  der  Zahlen  (15)  durch  a 
also  auch  durch  t  teilbar  ist,  kann  man 

setzen,  wo  b^  eine  ganze  rationale  Zahl;  daraus  folgt 

wo  c^  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist.  Hiemach  nimmt  die 
Gleichung  (14)  die  Gestalt  an: 

1 
und  gibt,  wenn  a^t^^'O^  gesetzt  wird,  die  Gleichung 

a,^  +  Ci<-*  +  CgOi^-*  +  •  •  •  +  c,v  -  0, 

derzufolge  a^  eine  ganze  algebraische  Zahl  ist  (s.  Eap.  1,  Nr.  3). 
Ebenso  ergeben  sich  für  die  übrigen  Zahlen  ß,  y,  -  -  -  des 
Ideals  3  entsprechende  Gleichungen: 

1.  L 

/}-^  -A,    y^t    -yu    '• 

Daher  muß  aber  jede  Zahl  i  des  Ideals  3^'  von  der  Form 
t  •  y^  sein,  wo  y^  eine  ganze  algebraische  Zahl  und  zwar  als 
Quotient  zweier  dem  Korper  £  angehöriger  Zahlen  g,  t  eine 
ganze  Zahl  des  letztem  d.  i.  der  Gesamtheit  ®  ist,  und  so 
findet  sich  3^'  enthalten  in  ®t.  Da  auch  die  umgekehrte  Be- 
ziehung schon  erwiesen  ist,  erbeut  die  Richtigkeit  der  zu  be- 
weisenden Gleichung  (13). 

Auf  Grund  dieses  Satzes  erkennt  man  aber  ohne  weiteres 
die  Gültigkeit  des  folgenden:  Zu  jedem  Ideale  3  des  Galois- 
sehen  Körpers  gibt  es  ein  anderes  3'  von  der  Be- 
schaffenheit, daß  S  -  3'  ein  Hauptideal  wird. 
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In  der  Tat:  zugleich  mit  dem  Ideale  3  oder  Sq^  sind  auch 

Ideale  des  Galois sehen  Körpers  und  ihr  Produkt 

(16)  8o3-Si3-5,3---  5^_i3 

ist  ein  invariantes  Ideal  desselben;  denn,  wenn  man  auf 
dasselbe  irgend  eine  der  Substitutionen  $^  der  Gruppe  G  an- 
wendet, so  bilden  die  N  Substitutionen 

S^S^y      S^8^y      SfS^y      •     •     •,      8|5^_j 

wieder  die  sämtlichen  Substitutionen  der  Ghuppe,  die  Faktoren 
des  Produkts  (16)  werden  also  nur  vertauscht  und  das  Pro- 
dukt nicht  verändert.  Dem  voraufgehenden  Satze  gemäß  ist 
daher  die  Nl^  Potenz  dieses  Produktes  oder  der  folgende 
Ausdruck 

3  •  «i3  •  •  •  8v.i3  •  (5o3  •  «i3  •  •  •  «^_i3)^^-^ 

ein  Hauptideal,  mithin  das  Ideal 

3'=  Si3  •  •  8^_,3  •  (so3  •  5^3  •  •  •  5^.i3)^*-* 

ein  Ideal  von  der  Art,  wie  der  Satz  es  behauptet 

3.  Nunmehr  lidße  sich  die  Arithmetik  des  Galois  sehen 
Korpers  ganz  in  derselben  Weise  entwickeln,  wie  es  im  sechsten 
Kapitel  für  die  Zahlenkörper  im  allgemeinen  geschehen  ist^ 
und  so  haben  wir  nicht  nötig,  in  dieser  Richtung  weiter- 
zugehen. Dagegen  erübrigt  noch  anzudeuten,  wie  etwa  nun 
auf  Grund  dieser  besonderen  Idealtheorie  diejenige  eines  be- 
liebigen Körpers  aufzubauen  sein  würde.  Im  Anschluß  an 
Huberts  Abhandlung  sei  darüber  kurz  folgendes  bemerkt. 

Jeder  gegebene  Körper  t  kann  als  Unterkörper  eines 
Galoisschen  Körpers  angesehen  werden,  z.B.  desjenigen,  der 
aus  t  und  allen  seinen  konjugierten  Körpern  zusammengesetzt 
ist.     Ist  aber  $  ein   Galoisscher  Körper  N*^  Grades  und  f 

ein  Unterkörper  desselben  vom  Grade  n,  so  wird  R  mit  Be- 

N 
zug   auf  I   ein   Belativkörper  i^   Grades   sein,  wenn   r  -»« ~ 

gesetzt  wird,  und  wird  durch  die  Wurzel  A  einer  Gleichung 
von  der  Form   (11)  erzeugt  werden.     Die  Substitutionen  des 
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Relativkörpers  aber^  welche  diese  Wurzel  A  in  ihre  relativ 
Eonjugierien,  d.  i.  in  die  anderen  Wurzeln  der  Gleichung  (11) 
yerwandeln,  werden  diejenigen  Substitutionen  des  ursprüng- 
lichen Galoisschen  Körpers  oder  der  Gruppe  G  sein^  welche  die 
erzeugende  Zahl  a  des  Unterkörpers  und  somit  dessen  samt- 
liche Zahlen  ung^mdert  lassen;  wir  nennen  sie 

(17)  Sq,  5i,  si,  •••,  5^_i. 

Sie  bilden  wieder  eine  Gruppe,  die,  weil  in  der  Gesamtgruppe 
G  enthalten^  eine  Untergruppe  von  G  genannt  wird;  in  der 
Tat  ist  ja  die  Gleichung  (11)  eine  Galoissche,  da  ihre  Wurzeln 
gewisse  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind,  welcher  der  Galois- 
sche Körper  £  entstammt,  also  rational  durch  einander  aus- 
gedrückt werden  können,  sodaß  die  relativ  Konjugierten  des 
Relativkörpers  mit  ihm  identisch  sind. 
Dies  vorausgeschickt,  sei 

irgend  ein  Ideal  des  Unterkörpers  f.  Ihm  entspricht  im  Galois- 
schen Körper  $  ein  es  in  sich  enthaltendes  Ideal  3;  das  ihm 
als  gleichbedeutend  anzusehen  und,  wie  man  leicht  er- 
kennt, mit 

identisch  isi  Nun  sei  ^  ein  Ideal  des  Galoisschen  Körpers^ 
für  welches 

(18)  3 .  §  =  @ .  a 

ein  Hauptideal,  Sl  also  eine  ganze  Zahl  des  Galoisschen 
Körpers  wird.     Hiemach  besteht  eine  Gleichung 

worin  die  hf  gewisse  Zahlen  des  Ideals  ^  bedeuten.  Aus  ihr 
aber  entstehen  durch  die  Substitutionen  der  Untergruppe  (17) 
die  r  —  1  folgenden: 
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deren  Multiplikation  mit  der  vorigen  die  andere: 

(19)  ß  =  aj  •  fli  +  «1  ~  cci*  Hi  +  -^ '  +  a^  '  Hv 
ergibt;  hier  ist  zur  Abkürzung 

ii  =»  SqSI  •  SjÄ  •  •  •  s^^iSl 

gesetzt,  V  bedeutet  die  Anzahl  der  aus  den  cc^y  cc^,-  •  -y  c:^  mög- 
lichen Produkte  r^  Dimension,  und  die  H^  sind  offenbar  ans 
den  Zahlen  h^  und  ihren  Konjugierten  symmetrisch  zusammen- 
gesetzte Ausdrücke,  welche  durch  die  Substitutionen  der  Unter- 
gruppe unveränderlich  also  ganze  Zahlen  des  Körpers  f  sind; 
dasselbe  gilt  von  der  Zahl  A,  und  zwar  ist  diese  dem  Aus- 
druck (19)  zufolge  in  dem  Ideale 

(20)  j'.{fli,fl.,.--,fl,) 

des  Körpers  f  enthalten.  Andererseits  folgt  aus  (18),  daß  jede 
der  Zahlen  a^,  mit  jeder  in  ^  enthaltenen  Zahl,  insbesondere 
also  mit  jeder  der  Zahlen  h^  multipliziert,  durch  £1  teilbar  ist; 
deshalb  wird  jedes  Produkt  aus  r  Zahlen  a^  in  eine  der  Zahlen 
J7{  zufolge  der  besonderen  Bildung  der  letzteren  eine  durch 
das  Produkt  il  teilbare  ganze  Zahl  des  Körpers  I  und  dem- 
nach das  Ideal  (20)  in  g<i2  enthalten  sein,  wo  g  die  Gesamt- 
heit dieser  ganzen  Zahlen  bedeutet.  In  Verbindung  mit  dem 
ersterhaltenen  Resultate  folgt  hieraus  die  Gleichheit 

d.  h.  das  beliebig  gegebene  Ideal  j  des  Körpers  f  gibt 
durch  Multiplikation  mit  dem  andern  Ideale 

desselben  eins  seiner  Hauptideale. 

So  hat  sich  durch  einfache  Überlegungen  aus  der  Theorie 
des  Galois sehen  Körpers  der  fundamentale  Satz  ergeben,  auf 
dem  jetzt  die  gesamte  Arithmetik  des  Körpers  I,  d.  i.  eines 
beliebig  gegebenen  Körpers  wieder  in  früher  ausgeführter  Weise 
entwickelt  werden  kann. 

4.  Indem  wir  nun  die  hauptsachlichsten  besonderen  Eigen- 
schaften des  Galois sehen  Körpers  darlegen  wollen,  beginnen 
wir  mit  dem  Beweise  des  folgenden  Satzes: 
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Die  Differente  S  des  Galoisschen  Körpers  £  ist 
ein  inyariantes  Ideal^  und  seine  Diskriminante  D  (ge- 
nauer: das  Hauptideal  @D)  ist  ihre  N*^  Potenz. 

Man  bezeichne  mit 

irdend  eine  Basis  des  Oalois sehen  Körpers;  seine  sogenannten 
y^lemente%  nämlich  die  Ideale 

(.•^1) 

welche  beim  allgemeinen  Körper  diesem  selbst  nicht  anzu- 
gehören brauchen^  werden  hier  Ideale  des  öalois sehen  Körpers 
sein^  da  die  sämtlichen  DifPerenzen  in  den  Ausdrücken  (21) 
Zahlen  desselben  sind;  ihr  Produkt  aber  ist  die  Differente  des 
Körpers.  Wird  nun  auf  die  Ideale  (S^^\  ©(*),  • .  •,  (8<^-i)  irgend 
eine  Substitution  Sj^  der  Gruppe  G  angewandt,  so  geht  z.  B. 
(&^^  über  in  das  Ideal 

welches  zugleich  mit  seinen  Differenzen  dem  Galoisschen 
Körper  angehört.  Da  aber  zur  Substitution  s^  immer  eine 
andere: 

(23)  «f  =  V<*fc* 

Yorhanden  ist,  für  welche 

ist,  so  geht  (22)  über  in  den  Ausdruck 

(24)    { s^a^  - s^.s^a, ,  s^a,  - s^s^a^ ,  • .  • ,  «^ä^-  5*.«*^^} , 

in  welchem  die  Zahlen 

(25)  5,ßi,  s^ßj,    ",8^a^ 

Basiszahlen  eines  zu  ft  konjugierten,  d.  i.  eben  dieses  Galois- 
schen  Körpers  bezeichnen«  Wenn  nun  s^  alle  Substitutionen 
der  Gruppe  G  durchlauft,  so  wird  gleiches  auch  mit  der  durch 
(23)  definierten  Substitution  s^»  geschehen,  daher  stellen  die  so 

Baohmann,  Zahlentheorie.    Y.  31 
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aus  (24)  herrorgehenden  Ideale  des  Oalois sehen  Körpers  seine 
der  Basis  (25)  entsprechenden  ^^Elemente^'  dar^  deren  Produkt^ 
eben  wie  dasjenige  der  Elemente  (21),  die  von  der  Wahl  der 
Basiszahlen  unabhängige  Differente  oder  das  Ghnndideal  des 
Körpers  ausmacht.  Dieses  letztere  yerimdert  sich  also  nicht 
bei  einer  Substitution  Sj^  der  Gfruppe  G  oder  ist,  wie  zuTÖrderst 
behauptet,  ein  invariantes  Ideal.  —  Nun  ist  aber  die  Grrundzahl 
D  des  Körpers  die  Norm  seines  Grundideales  jß;  da^  wie  ge- 
zeigt, s^^  ^  X  ist,  findet  sich  also  in  der  Tat,  wie  femer  be- 
hauptet worden  ist, 
(26)  D  «  3)^. 

5.  Die  arithmetischen  Eigenschaften  des  Galoisschen 
Körpers  beruhen,  wie  seine  algebraischen,  durchaus  auf  der 
Beziehung,  in  welcher  er  zu  den  verschiedenen,  in  ihm  ent- 
haltenen Unterkörpern  und  diese  selbst  zu  einander  stehen. 
Es  ist  bereits  bemerkt  worden,  daß  die  Substitutionen  der 
Gruppe  Cr  des  Galoisschen  Körpers  ß,  welche  die  Zahlen 
eines  seiner  Unterkörper  t  nicht  verändern,  selbst  wieder  eine 
Gruppe  bilden,  daß  somit  zu  jedem  Unterkörper  f  eine  be- 
stimmte Untergruppe  g  gehört.  Das  Umgekehrte  findet  aber 
offenbar  auch  statt:  zu  jeder  Untergruppe  g  gehört  ein  be- 
stimmter Unterkörper  I  des  Galoisschen  Körpers,  nämlich  die 
Gesamtheit  aller  Zahlen  des  letztem,  die  durch  die  Substitu- 
tionen jener  Untergruppe  nicht  veriLndert  werden,  und  die 
offenbar  einen  Körper  bilden.  In  dieser  Weise  sind  also 
die  Unterkörper  des  GaloisBchen  Körpers  und  die 
Untergruppen  seiner  Gruppe  eindeutig  einander  zu- 
geordnet. 

Für  die  Idealtheorie  des  Galoisschen  Körpers  und  seiner 
Unterkörper  ist  es  nun  vor  allem  notwendig,  seine  Primideale 
ins  Auge  zu  fassen.  Sei  also  ^  irgend  ein  Primideal  des 
Körpers  ^.  Es  wird  dann  stets  unter  den  Substitu- 
tionen der  Gruppe  G  eine  Anzahl  solcher  geben, 
welche,  auf  ^  angewandt,  die  Gesamtheit  der  in  $ 
enthaltenen  Zahlen,  von  deren  Reihenfolge  abgesehen, 
nicht  ändern,  denn  jedenfalls  ist  die  identische  Substitution 
Sq,  welche  die  Zahlen  von  ^  ungeändert  läßt,  eine  solche.  Die 
gedachten  Substitutionen 
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^0  =  ^09    ^19    ^%J    '  '  '} 

deren  Anzahl  r^  heiße^  bilden  aber^  wie  leicht  ersichtlich^ 
wieder  eine  Gruppe,  welche  mit  g^  bezeichnet  nnd  (nach  Hil- 
bert)  die  Zerlegnngsgruppe  des  Primideals  ^  genannt 
werde.  Der  dieser  Ghuppe  g^  zugeordnete  Unterkörper,  d.  i. 
die  Gesamtheit  aller  Zahlen  Ton  ^,  welche  durch  ihre  Sub- 
stitutionen unverändert  bleiben,  heifie  der  Zerlegungskörper 

des  Primideals  $  und  werde  mit  t^  bezeichnet.   Sein  Grad 

N 
ist  n^  =  — ;   mit   bezug   auf  den  Zerlegungskörper  ist  ^  ein 

Relatiykörper  vom  Grade  r,. 

Der  Zerlegungskörper  enthält  nun  in  sich  einen  anderen, 
welcher  von  besonderer  Wichtigkeit  ist.  Hilbert,  welcher 
zuerst  die  Grundzüge  eiuer  Arithmetik  des  Galois sehen  Kör- 
pers gezeichnet  hat  (Nachr.  der  Gott.  Ges.  1894  (1895)  p.224; 
vgl.  dazu  aber  auch  Dedekind,  ebendas.  p.  272,  sowie  Hil- 
bert s  Bericht,  deutsche  Math.  Verein.  Eap.  10),  und  dem 
unsere  Darstellung  derselben  im  wesentlichen  folgen  soll,  hat 
dieser  neuen  Gruppe  den  Namen  Trägheitsgruppe  und  dem 
ihr  zugeordneten  Unterkörper  von  ^  den  Namen  Trägheits- 
körper des  Primideals  ^  beigelegt,  jene  mit  g^,  die  An- 
zahl ihrer  Substitutionen   mit   r„   diesen  mit   t^,   seinen 

Grad     -   mit  n^  bezeichnet;   ^   ist   also   mit  bezug  auf  den 

Ti^^eitskörper  ein  Relativkörper  vom  Grrade  r^.  Die  Sub- 
stitutionen der  Trägheitsgruppe  aber  sind  die  sämt- 
lichen Substitutionen 

der  Gruppe  6r,  welchen  die  Eigenschaft  zukommt,  daß 
für  jede  ganze  Zahl  Sl  des  Körpers  ß 

(27)  ttSl  =  Ä     (mod.  ?ß) 

ist.  Daß  diese  Substitutionen  t^  wirklich  eine  Gruppe  bilden, 
erkennt  man  leicht.  Denn  zunächst  ist  wegen  (27)  stets  mit 
Sl  zugleich  auch  t^Sl  eine  Zahl  des  Ideals  ^  und  daher  das 
Ideal  t^^  in  $  enthalten;  setzt  man  aber  Sl' » tr^H  also 
Sl=^t^Sl'y  so  folgt  aus  t^£l'^=Sl'  (mod.  ^)  die  Kongruenz 
Sl^  Sl'  (mod.  $),  also  ist  Sl'  zugleich  mit  J2  in  $  und  somit 

81* 
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jede  Zahl  i2  »  t^Sl'  des  Ideals  ^  in  t^^  enthalten;  man  er- 
schließt also  die  Gleichheit  ^^^  »  ^  und  daß  daher  die  Sab- 
stiiationeD  t^  zu  denjenigen  zahlen ,  welche  das  Primideal  $ 
nicht  verändem.  Aus  diesem  Grunde  folgt  aber  aus  (27) 
durch  Anwendung  einer  andern  Substitution  tj^  derselben  Art 
wie  t,  die  Kongruenz 

i^t^Sl  =  i^Sl  (mod.  ?ß), 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  vorausgesetzte  Kongruenz 

tf^Sl  =  Ä  (mod.  ^) 
diese  andere: 

t^tiSl  =  Sl  (mod.  ^); 

demnach  ist,  was  zu  zeigen  war,  das  Produkt  zweier  der  Sub- 
stitutionen t^  wieder  eine  derselben,  und  ihre  Gesamtheit  eine 
Ghruppe.  Die  Trägheitsgruppe  ist  zudem  nach  dem  Be- 
merkten eine  Untergruppe  der  Zerlegungsgruppe  und 
sonach  der  Zerlegungskörper  im  Trägheitskörper  ent- 
halten. 

6.  Um  das  Verhältnis  beider  Gruppen  zu  einander  klarer 
zu  stellen,  sei  jetzt  p  die  dem  Primideale  ^  charakte- 
ristische, d.h.  in  ihm  enthaltene  Primzahl  und  f  sein 
Grad,  so  daß  die  Gleichung  stattfindet: 

oder,  wie  man  sie  nach  Kap.  11,  Nr.  1  auch  schreiben  darf, 

(28)  N{%)-P'- 

Wir  beweisen  dann  zuerst,  daß  es  eine,  wenn  /">!, 
nicht  in  der  Trägheitsgruppe  enthaltene  Substitu- 
tion e  der  Zerlegungsgruppe  gibt  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  z^  der  Trägheitsgruppe  angehört,  daß  näm- 
lich für  jede  ganz.e  Zahl  <$2  in  $ 

(29)  ;e/a  =  a  (mod.  $) 

ist.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  eine  Primitirzahl  P  (mod.  ^), 
die  wir  offenbar  (vgl.  Kap.  6,  Nr.  15)  der  besonderen  Bedin- 
gung unterwerfen  können,  daß  sie  durch  aUe  zu  $  konjugierten, 
doch  Ton  ^  verschiedenen  Primideale,  die  im  Galoisschen 
Körper  Primidealfaktoren  von  p  sind,  teilbar  sei.   Eine  solche 
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Zahl  genügt,  wie  jede  Zahl  des  Galoisschen  Körpers  einer 
ganzzahligen  Gleichung  N^^  Grades  if{x)  » 0,  deren  übrige 
Wurzeln  ihre  Konjugierten  sind^  sodaß  man  setzen  darf 

(30)  i;(x)  =  (^  -  s^){x  -  s,F) . . .  (rc  -  5^._,P)  =  0. 

Faßt  man  diese  Gleichung  aber  als  eine  Kongruenz  (mod.  ^)y 
so  hat  sie  nach  Kap.  6,  Nr.  21  zugleich  mit  der  Wurzel  P 
auch  die  Wurzel  P^  und  demnach  muß  es  eine  Substitution 
S|  der  Gruppe  G  geben^  für  welche 

(31)  5,P  =  P^  (mod.  5ß) 

ist.  Diese  Substitution  gehört  aber  der  Zerlegungs- 
gruppe an;  denn,  wäre  nicht  ^^^ » ^,  also  auch  nicht 
^..'"^^«^ß,  so  wäre  V^?  ^^^  einem  der  zu  ^  konjugierten, 
aber  von  ^  verschiedenen  Ideale  identisch  und,  da  nach  der 
Voraussetzung  P  durch  diese  letzteren  teilbar  ist,  wäre  $^P  teil- 
bar durch  ^,  was  die  Kongruenz  (31)  nicht  zuläßt.  Setzt  man 
hiemach  für  s^  das  Zeichen  jer,  sodaß 

(32)  ^^P^P"  (mod.  ?ß) 

ist,  so  folgert  man  hieraus  die  weiteren  Kongruenzen: 

z^P  =  P/^,     z^P  =  P^^  . . .,  z^P  =  PP^  (mod.  ^) 

und,  da  die  Primitiyzahl  P  (Kap.  6,  Nr.  22)  zum  Exponenten  f 
paßt,  kommt  der  Substitution  z  die  Eigenschaft  zu, 
daß  f  die  kleinste  positive  ganze  Zahl  ist,  für  welche 

(33)  z^P  =  P  (mod.  ^) 

wird,  woraus  hervorgeht,  daß,  wenn  f>  1,  die  Substitution  z 

keine  Substitution  der  Trägheitsgruppe  ist.   Nun  ist  aber  jede 

ganze  Zahl  Sl  des  Galoisschen  Körpers  entweder  teilbar  durch 

$,   oder   einer  Potenz  P*   (mod.  ^)   kongruent.     Im   ersteren 

Falle  ist  sicherlich  schon,  weil  z  zur  Zerlegungsgruppe  gehört, 

z^  =  £1    also    auch    z^Sl  =  Sl    (mod.  ^);    im    andern    Falle 

folgt  aus 

a  =  P  (mod.  $ß) 

mit  Rücksicht  auf  (33)  die  Kongruenz 

z^H  =  ^(PO  =  {z^Py  s  P'-  =  Ä  (mod.  ^). 
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Mithin  hat  die  angegebene  Substitution  z  die  zu  Be- 
weis stehende  Eigenschaft,  and  zwar  ist  mit  Beachtung 
des  von  der  Kongruenz  (33)  G^agten  f  die  niedrigste  Zahl, 
für  welche  die  Kongruenz  (29)  für  jede  ganze  Zahl  des 
Galoisschen  Körpers  erfüllt  wird. 

Nunmehr  sieht  man  zweitens  leicht  ein,  daß  die 
gesamte  Zerlegungsgruppe  in  die  folgenden  f  Kom- 
plexe von  Substitutionen,  in  denen  jedesmal  t  die 
sämtlichen  Substitutionen  der  Trägheitsgruppe  be- 
zeichnet, zerfallt: 

(34)  t,  Z't,  z^'t,  '-,  z^-^-t 

oder  daß,  nach  einer  Schreibweise  von  Galois,  die  ge- 
samte Gruppe 

(35)  ff,'=9t  +  ^'9t-^ 1-  ^^^^^t 

ist  Die  Primitiyzahl  P  leistet  nämlich  nach  Kap.  6,  Nr.  21 
und  22  einer  irreduktibeln  ganzzahligen  Kongruenz  P^  Grades 
(mod.  ^)  Genüge,  welche 

P{x)  =  0  (mod.  ?ß) 

heiße,  und  welche  genau  /*  Wurzeln  hat,  nämlich  die  f  Potenzen 
P,   P**,  •  •  •,  PP^""^;  es  ist  also  insbesondere 

P(P)  =  0  (mod.  ^). 

Durch  Anwendung  irgend  einer  Substitution  z^  der  Zerlegungs- 
gruppe folgt  hieraus 

P{z,V)  =  0  (mod.  ^) 

und  somit,  wenn  k  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  ••-,/*—  1  bedeutet, 

d.h.   jer*jgf^P  =  P    (mod.  ^),    woraus    sich    leicht,    wie    oben, 

wieder 

z-^z^Sl^^  (mod.  $ß) 

für  jede  ganze  Zahl  Sl  des  Galoisschen  Körpers  herausstellt. 
Also  ist  z~^Zi  eine  Substitution  t  der  Trägheitsgruppe  und 
jede  Substitution  Zf  der  Zerlegungsgruppe  von  der  Form 

z^  =  :^ '  t 
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d.  h.  in  einem  der  Komplexe  (34)  enthalten.  Diese  bestehen 
aber  ihrerseits  auch  nur  aus  Substitutionen  der  Zerlegungs- 
gruppe, und  daß  die  verschiedenen  Komplexe  auch  aus  ver- 
schiedenen solcher  Substitutionen  gebildet  sind,  leuchtet  un- 
mittelbar daraus  ein,  daß  s^  die  niedrigste  Potenz  der 
Substition  z  mit  positivem  Exponenten  ist,  die  zu  den  Sub- 
stitutionen t  gehört.  Die  Komplexe  (34)  machen  demnach  in 
der  Tat  die  gesamte  Zerlegungsgruppe  aus. 

Aus  (32)  folgt 

t^zY  =  /,P^  (mod.  $) 

für  jede  Substitution  t^  der  Tri^heitsgruppe;  da  nun  nach  der 
Natur  dieser  Substitutionen 

^iPP=P'  (mod.  5ß) 

ist,  findet  sich  mit  Rücksicht  auf  (32) 

t^zY  =  zY 
und  folglich 

z-H,zV  =  Y  (mod.  ^), 

eine  Kongruenz,  aus  welcher  wieder  allgemeiner  für  jede  ganze 
Zahl  Sl  des  Galois sehen  Körpers 

z-H^zSt^St  (mod.  ^) 

erschlossen  wird.  Somit  gehört  die  Substitution  z'H^z  der 
Tragheitsgruppe  an.  Diese  Gruppe  hat  demnach  die 
Eigenschaft,  welche  durch  die  Beziehung 

(36)  z-^-g.'Z^g, 

ausgedrückt  werden  kann  und  als  „Invarianz^'  der 
Trägheitsgruppe  bezeichnet  wird. 

Aus  (35)  geht  unschwer  hervor,  daß  in  vorstehender 
Formel  die  Substitution  z  durch  eine  beliebige  Substitution  s^ 
der  Zerlegungsgruppe  ersetzt  werden  kann. 

Es  ist  nunmehr  leicht,  zunächst  das  Gesetz  anzugeben, 
nach  welchem  die  Primzahl  p  im  Galois  sehen  Körper  in 
Primideal&ktoren  zerfaUt.  Da  g^  eine  Untergruppe  der  Ge- 
samtgruppe G  dieses  Körpers  und  r^  ihr  Grad,  d.  L  die  Anzahl 
ihrer  Substitutionen  ist,  so  gibt  es  in  6r  gewisse  Substitutionen 
^o;  ^i;  *  •  •;  ^«,-i;  8^  beschaffen,  daß  die  gesamte  Gruppe  G  in 
die  Komplexe 
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zerfällt,  oder  daß 

(38)  (^  -  s^  '  g»  +  Si '  9,  +  -  '  +  8^^^,  '  ff, 

gesetzt  werden  kann.  Wendet  man  nun,  um  alle  N  Kon- 
jugierten des  Primideals  $  zu  erhalten,  auf  dasselbe  alle  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  Cr  an,  so  liefert  jeder  der  Komplexe 
(37)  je  eins  der  Primideale 

(39)  «0*  -  *,  «1^,  •  •  •,  s.._,$, 

welche  notwendig  auch  voneinander  yerschieden  sind;  denn, 
wäre  etwa  Sj^  —  s,^,  so  folgte  äi"^Sj^  — ^,  folglich  wäre 
^r^^i  eine  Substitution  z^  der  Zerlegungsgruppe,  also  s^^^s^z^y 
d.  h.  gleich  einer  Substitution  des  Komplexes  s^-  ff„  was  der 
Aufstellung  dieser  Komplexe  widerspricht.  Jedes  der  Prim- 
ideale (39)  entsteht  aber  bei  Anwendung  der  Substitutionen 
der  Gruppe  G  auf  ^  gleich  oft,  nämlich  so  oft,  als  der  ent- 
sprechende Komplex  Substitutionen  umfaßt,  d.  i.  r,  mal.  Mit 
Rücksicht  hierauf  liefert  die  Formel  (28)  die  Beziehung 


Da  aber  aus  der  Formel  (35)  sich 

(40)  r.^fr, 

ergibt,  so  nimmt  diese  Beziehung  die  ein&chere  Form  an: 

(41)  i> -(*•«,*•«,*••  •«„_,?)'■' 

und  liefert  das  gesuchte  Gesetz  für  die  Zerfällung  der 
Primzahl  p  in  ihre  Primidealfaktoren  im  Galoisschen 
Körper  Ä. 

7.  Das  Nächste  ist  nun,  hieraus  die  Primidealfaktoren  her- 
zuleiten, in  welche  dieselbe  Primzahl  p  in  irgend  einem  Unter- 
korper  t  Yon  ß  sich  zerlegt.   Ist  n  der  Grad  von  {,  so  gehört 

f  zu  einer  Untergruppe  g  Ton  G,  welche  r  »       Substitutionen 

enthält,  diejenigen  nämlich,  welche  die  Zahlen  in  f  nicht  ver- 
ändern (s.  Nr.  3).  Um  unser  Ziel  zu  erreichen,  müssen  wir 
auf  die  Beziehungen  eingehen,  welche  diese  Untergruppe  g  mit 
der  Zerlegungs-  und  der  Trägheitsgruppe  verbinden. 


Der  Galoi88che  KOiper.  489 

Sei  s  eine  Subsidtution  in  G^  z  jede  Substitution  der  Zer- 
legungsgTuppe,  s'  jede  Substitution  der  Gruppe  g^  so  bilden 
die  sämtlichen  Substitutionen  von  der  Form  s* sz'  einen  Kom- 
plex, den  wir 

(42)  g-&g, 

nennen  können.  Die  r  *  r^  darin  enthaltenen  Substitutionen  sind 
aber  nicht  sämtlich  verschieden.  Um  dies  zu  übersehen, 
setzen  wir 


(43)  s'ä/=s'W 

voraus,  indem  wir  auch  unter  8'\  ss"  Substitutionen  in  g  und 
g^  resp.  verstehen;  daraus  ergibt  sich 

Nun  sind  s"~*s'  und  tf'z'^  Substitutionen  ^^z^  in  g  und  g^ 
resp.;  demnach  werden  die  zwei  Substitutionen  (43)  des  Kom- 
plexes dann  und  nur  dann  einander  gleich  sein,  wenn 

(44)  s'^^S'^'S"'^ 

d.  h.  wenn  diese  auf  doppelte  Weise  ausgedrückte  Substitution 
den  beiden  Gruppen  g  und  &•  g,-  s~^  gemeinsam  ist.  Die  Sub- 
stitutionen  aber,  welche  zweien  Gruppen  gemeinBam  sind,  bilden 
stets  wieder  eine  Gruppe,  die  hier  mit  y  bezeichnet 
werde,  während  ihr  Grad  h  heiße.  Ist  also  s'sz'  eine  Sub- 
stitution des  Komplexes  (42),  so  entspricht  jeder  der  h  Sub- 
stitutionen (44)  der  Gruppe  y  eine  bestimmte  andere  Substitu- 
tion s'sz'  desselben  Komplexes,  die  jener  gleich  ist,  bei  welcher 
nämlich  s'\  z"  durch  die  Gleichungen 

bestimmt  sind.  Demnach  werden  immer  je  h  der  Sub- 
stitutionen des  Komplexes  (42)  einander  gleich  und 
deshalb  r  •  r.  ein  Vielfaches  von  h  sein. 

Man  kann  nun  sämtliche  Substitutionen  der  Gruppe  G  in 
eine  Anzahl  Komplexe  von  der  Form  (42)  verteilen,  indem  man 
für  8  verschiedene  Substitutionen  setzt,  die  wegen  (38)  nur 
aus  der  Reihe 


(45)  5o,  «1,  5„.-.,Ä, 


».-1 
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gewählt  zu  werden  brauchen.  Sind  nämlich  s^,  Sj^  zwei  solche 
Substitutionen,  so  werden  die  entsprechenden  Komplexe 

welche  ausschließlich  aus  Substitutionen  der  Gruppe  G  be- 
stehen, die  gleichen  oder  durchweg  verschiedene  Substitutionen 
enthalten,  je  nachdem  s^^  dem  ersteren  Komplexe  angehört  oder 
nicht,  denn  im  ersten  Falle  ist  Sj^  ^  s's^z'  also 

9'St'9»--9S'S^Z9.f 

wo  nun  die  Substitutionen  von  den  Formen  gs',  /g,  mit  den 
Gruppen  g,  g,  resp.  identisch  sind;  im  zweiten  Falle  kann  eine 
Gleichheit 

nicht  bestehen,  da  aus  ihr  sich  die  andere: 

d.  h.  Sj^  sich  gegen  die  Voraussetzung  ab  eine  Zahl  des  ersteren 
Komplexes  er^be.  Hiemach  erhält  man  sämtliche  Substitu- 
tionen der  (rruppe  G,  wenn  man  für  eine  gewisse  Anzahl  e 
Substitutionen  der  Reihe  (45)  —  wir  nennen  sie 

^0?    ^1?    ^2>    '  '  '  >    h-1 

—  die  Komplexe 

(46)  9'SQ'g^,  9h'9.y  '•',  9S,^i'9. 

von  der  Form  (42)  bildet;  jedoch  wird  so  die  Substitution  der 
Gruppe  Cr,  je  nachdem  sie  in  dem  ersten,  zweiten,  usw  dieser 
Komplexe  sich  findet,  bezw. 

Mal  auftreten,  wenn  h^  den  Grad  der  Gruppe  y^  bezeichnet, 
welche  die  den  Gruppen  g  und 

(47)  ff^p-srg,-sT^ 

gemeinsamen  Substitutionen  enthält. 

Man  bemerke  endlich,  daß,  weil  y^  eine  Untergruppe  von 
g  ist,  die  letztere  in  eine  gewisse  Anzahl  e^  von  Komplexen 
zerfällt  von  der  Form 

(48)  s'.y,,  s".y„..-,s'''''.y„ 


Der  GaloisBche  Körper.  491 

wo  5  =  Sq,  s"y  •  •  • ,  s  '^  Sabstitutionen  in  y  bedeaten^  oder  daß 

(49)  ^  =  5'.  y,  +  s".  y,  +  . . .  +  s^^'^-y, 

gesetzt  werden  kann.     Man  entnimmt  hieraus  die  Gleichung 

(50)  r  =  Ä,.  •  c,.. 

8.  Die  festgestellten  Umstände  genügen  nun,  um  alles 
herzuleiten,  was  für  die  Zerlegung  der  Primzahl  j>  in  Prim- 
idealfaktoren des  Unterkörpers  I  wesentlich  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  sei  wieder  ^  einer  der  Primidealfaktoren  von  p  im 
Körper  ^.  Dies  Ideal  hat  mit  dem  Unterkörper  {  gewisse 
Zahlen  gemeinsam,  wie  denn  insbesondere  die  Primzahl  p  eine 
solche  ist;  die  Gesamtheit  )f  aller  dieser  Zahlen  aber  ist  ein 
Primidealfaktor  von  p  \n\.  In  der  Tat  ist  offenbar  zunächst 
^  ein  Ideal  in  I  (s.  Eap.  11,  Nr.  1  das  über  das  Ideal  J  Ge- 
sagte). Zudem  ist  @^  ein  in  ^  enthaltenes  Ideal  des  Körpers  $, 
mithin  ^  ein  Primidealfaktor  von  p.  Endlich  ist  aber  auch  p 
ein  Primideal  des  Unterkörpers  f,  denn  wäre  ^«—qr,  wo 
auch  q,  r  Ideale  in  I,  also  @q,  @r  Ideale  in  ^  bezeichnen, 
so  müßte,  da  |)  oder  ®p  in  $  enthalten  ist,  auch  einer  der 
Faktoren  @q,  @r  es  sein  und  folglich  etwa  q  in  p  enthalten 
sein,  während  doch  auch  umgekehrt  p  als  durch  q  teilbar  in  q 
enthalten  ist,  mithin  ergäbe  sich  q  »» f)  und  r  =»  g,  was  nicht 
angenommen  wird. 

Jedem  Primidealfaktor  ^  von  p  in  ^  entspricht 
also  ein  durch  denselben  teilbarer  Primidealfaktor  p 
von  p  in  f. 

Umgekehrt  entspricht  jedem  Primidealfaktor  ))  von  i)  in  ! 
ein  Ideal  @p  in  ^,  welches  zwar  kein  Primideal  zu  sein  braucht, 
aber,  da  es  die  Primzahl  p  in  sich  enthält,  ein  Idealteiler  von 
jß  ist  und  daher  durch  mindestens  einen  Primidealfaktor  ^  von 
p  in  ß  aufgeht.  Für  einen  jeden  solchen  ist  zudem  ))  die  Ge- 
samtheit der  Zahlen,  welche  $  mit  t  gemeinsam  hat;  denn, 
wäre  p  von  der  Gesamtheit  ))'  dieser  Zahlen,  welche,  wie  zuvor 
bewiesen,  ein  durch  ^  teilbarer  Primidealfaktor  von  |>  in  I 
ist,  verschieden,  so  müßte  p,  da  es  in  @p  also  auch  in  ^  und 
folglich  in  p'  enthalten  ist,  durch  p'  teilbar  sein,  was  doch  nur 
sein  kann,  wenn  die  Primideale  ))  und  f)'  in  I  identisch  sind. 

Somit  gibt   es  zu  jedem  Primidealfaktor  p  von  p 
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in  f  mindestens  einen  Primidealfaktor  $  von  p  in  ft, 
in  welchem  p  als  die  Gesamtheit  der  f  und  $  gemein- 
samen Zahlen  enthalten  ist. 

Man  wird  demnach  samtliche  Primidealfaktoren  p  von  p 
in  !  und  nur  solche  finden,  wenn  man  für  alle  Primideal- 
faktoren $  von  ^  in  ^  deren  größten  mit  t  gemeinsamen  Teil 
ermittelt.  Nun  sind,  wenn  $  ein  heliebiges  in  p  aufgehendes 
Primideal  in  St  bedeutet,  s^^^  s^^y  •  •  •,  ^j^-i$  die  samÜichen 
Primfaktoren  von  p  in  ß.  Betrachtet  man  von  ihnen  diejenigen, 
welche  den  Substitutionen  des  Komplexes 

entsprechen,  und  bedenkt,  daß,  wie  die  Gruppe  g^  die  Gesamt- 
heit der  Substitutionen  bezeichnet,  welche  $o  "^  ^o$  "^  $  nicht 
yerändern,  gleicherweise  die  Gruppe 

die  Gesamtheit  derjenigen  Substitutionen  ist,  durch  welche 
$< »  Si^  sich  nicht  verändert,  daß  dagegen  die  Substitutionen 
der  Ghuppe  g  zugleich  mit   dem  Körper  I  auch  sein  Ideal  p 

nicht  ändern,  so  leuchtet  ein,  daß  die  — j— ^  yerschiedenen  Sub- 

stitutionen  des  Komplexes  g  -  s^-  g^  nur  einen  und  denselben 
Primidealfaktor  p^  von  |>  in  t  liefern,  und  man  schließt 
daher  zuvörderst,  daß  es  nicht  mehr  als  e  verschiedene 
Primidealfaktoren 

Po>  Pi;  P«;  •••?  P.-i 
von  p  in  l  geben  kann. 

Dieser  Herleitung  gemäß  ist  p^  durch  jeden  der  Primideal- 
faktoren 8^  von  py  welche  den  Substitutionen  s  des  Kom- 
plexes gSig^  entsprechen,  teilbar;  man  darf  aber  hinzusetzen: 
auch  nur  durch  sie.  Zum  Beweise  hiervon  sei  $'  ein  von 
jenen  Primidealfaktoren  verschiedener  Primteiler  von  p  im 
Körper  ^,  und  g  eine  Zahl  dieses  Körpers,  welche  durch  das 
Produkt  jener  Primidealfaktoren  s^  teilbar,  übrigens  aber  prim 
gegen  p  ist^  sodaß 

gesetzt  werden  kann,  wo  die  Multiplikation  auf  alle  Substitu- 
tionen des  Komplexes  zu  beziehen  ist  und  O  ein  zu  p  primes 
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Ideal  in  ^  bedeutet  (nach  dem  Satze  in  Kap.  6,  Nr.  17,  Anfang, 
gibt  es  eine  solche  Zahl  g).  Bezeichnet  nun  tf  irgend  eine 
Substitution  in  g^  so  wird  die  Anwendung  derselben  auf  i  das 
Produkt  ns^  ungeandert  lassen,  während  das  konjugierte  Ideal 
tfO  prim  zu  p  bleibt.  Das  Produkt  dieser  Werte  ^ij  d.  h. 
die  Relativnorm  der  Zahl  {;  in  bezug  auf  den  Körper  f  wird 
mithin  eine  Zahl  dieses  Körpers  sein,  welche  durch  IIs^,  ins- 
besondere also  durch  ^^  teilbar,  mithin  in  )f^  enthalten,  anderer- 
seits aber  durch  ^'  nicht  teilbar  ist;  demnach  kann  auch 
pj  nicht  durch  ^'  teilbar  sein.  —  Um  nun  die  yerschiedenen 
Primteiler  von  p^  zu  ermitteln,  erinnern  wir  uns  der  Formel 
(49),  in  welcher  y^  die  Gruppe  derjenigen  Substitutionen  be- 
deutet, welche  den  Gruppen  g  und  ^^  gemeinsam  sind  und  da- 
her weder  das  Primideal  f)^  noch  ^^  verändern.     Nach   dieser 

Gleichung  kann  man  setzen 

«I* 

gsig.^g*  s/^p  -s^^yjsf^)-  g(p  s^ , 

und  hieraus  leuchtet  ein,  dafi  nur  genau  e^  Primideale  ^  vor- 
handen sind,  nämlich  die  Ideale 

^«.i'^^*^^!  (fllr*  =  l,2,    ..,e,), 

welche  dem  Primidealfaktor  p^  entsprechen  d.  h.  PrimteUer  des- 
selben in  £  sind.     So  erhält  man 


«0  +  «1  +  • 

Primidealfaktoren 

•  •  +  «.-1 

^01>       %»> 

••,*... 

(52) 

1 

•■•,  *i.« 

die  je  die  in  p^,  p^,  •  •  •,  p^_j  aufgehenden  Prim&ktoren  sind 
und  alle  verschiedenen  Primidealfaktoren  von  J9  in  ft  umfassen 


müssen;  da  jedoch  der  Komplex  gs^g,  eine  Anzahl  -^  =  ^,  •  ^o 

die  Gesamtgruppe   G  aber  r^  •  n^   verschiedene   Substitutionen 
enthält,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 

oder 


i 
1 

r  •  r. 
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d.  h.  die  Primideale  (52)  sind  die  Gesamtheit  aller  yer- 
schiedenen  Primidealfaktoren  Ton  p  in  R  ond  die  e  Prim- 
ideale pQ,  p^y  P$y  ' '  '9  )>e-i  BÜicl  daher  in  der  Tat  voneinander 
verschieden. 

Um  ihre  Zusammensetzung  aus  den,  einem  jeden  von  ihnen 
entsprechenden  der  Ideale  (52)  zu  finden ,  sei  ^fi  die  höchste 
Potenz  von  ^^^^  welche  in  p^  aufgeht^  sodaß  p^  oder  genauer 

gesetzt  werden  kann,  wo  D  ein  nicht  mehr  durch  ^^^  teil- 
bares Ideal  in  B  bedeutet  Durch  die  Substitutionen  s\ 
s",  '  •  'j  s  *^  ergibt  sich  dann  offenbar^  daß  &pf  auch  genau 
durch  jede  der  Potenzen  ^*][  (ä  —  2,  3,  •  •  • ,  ej  teilbar,  also 

(53)  ®P,  =  (?n-*«--*^.,)'' 

sein  wird,  wo  nur  noch  der  Wert  des  Exponenten  x^  zu  be- 
stimmen bleibt.  Zu  diesem  Zwecke  bedenke  man,  daß  p  oder 
genauer  @p  den  Prim£aktor  $| »  $ji  genau  in  der  Potenz 
$?j,  oder,  was  dafür  gesetzt  werden  kann,  das  Produkt 

(53*)  ns% 

enthält,  in  welchem  die  Multiplikation  auf  die  sämtlichen  r^ 
Substitutionen  auszudehnen  ist,  welche  ^^  nicht  yenindem, 
d.  i.  auf  die  Substitutionen  von  der  Form  s^ts'r^.  Aber  nur 
diejenigen  Faktoren  s^^  dieses  Produktes  sind  Primidealfaktoren 
von  p^^  bei  denen  s  auch  zugleich  eine  Substitution  der  Gruppe 
g  ist,  die  übrigen  entfallen  auf  die  Konjugierten  von  p^.  Jene, 
den  Gruppen 

und  g  gemeinsamen  Substitutionen  s  bilden  eine  Untergruppe 
der  erstgenannten,  welche  y^p  heiße;  ihr  Grad  t^,  d.  i.  die  An- 
zahl ihrer  Substitutionen  ist  ein  Teiler  von  r^  oder 

(54)  ^/=^i-d„ 

xmd  genau  t^  Faktoren  des  Produkte  (53*)  enthalten  auch  das 
Primideal  p^,  welches  daher  durch  den  Primidealfaktor  $i«=^ii 
genau  t^  Mal  teilbar  ist.  Demnach  ist  Xi »  t^  und  man  hat 
die  Formel: 

(55)  ®P,  =  (?ßa  •?«•••*,./, 
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durch  welche  die  Zerlegung  des  Primideals  p^  in  Prim- 
idealfaktoren  in  &  geleistet  wird.  Da  aber  p  oder  @p 
den  Primidealfaktor  $^^  genau  r^  Mal  enthalt,  findet  sich  weiter 
für  die  Zerlegung  von  p  in  Primidealfaktoren  des 
Körpers  t  die  folgende  Gleichung:  p  oder 

(56)  iP-pfpt'--  P'l-i'  • 

Ist  hiermit  die  Zerlegung  von  p  im  Unterkörper  I  zwar 
erledigt,  so  bleibt  doch  noch  übrig,  die  Grade  seiner  Prim- 
idealfaktoren p^  zu  bestimmen.  Heißt  /*^  der  Grad  von  p^,  so 
ist  zu  setzen 

(57)  /'^«(PJ, 

WO  mit  n(pj)  die  im  Körper  f  genommene  Norm  des  Prim- 
ideals Pf  bezeichnet  ist.  Die  letztere  ist  aber  das  Produkt  der 
zu  Pf  Konjugierten,  welche  man  erhält,  indem  man  auf  p^ 
n  Substitutionen  s  der  Gesamtgruppe  G  anwendet,  welche  t  in 
seine  Konjugierten  verwandelt.  Bringt  man  statt  dessen  sämt- 
liche Substitutionen  der  Gruppe  G  zur  Anwendung,  so  entsteht 
jedes  der  mit  einander  konjugierten  Primideale  genau  r  Mal 
und  demnach  wird 

(58)  /^'  =  775p, 

sein,  die  Multiplikation  auf  sämtliche  Substitutionen  der  Gruppe 
G  ausgedehnt.  Die  letzteren  werden  aber  auch  durch  die  Kom- 
plexe (4G)  gegeben,  wobei  jedoch  allgemein  die  Substitutionen 
des  Komplexes  g  -  8^-  g^  zu  je  h^  einander  gleich  sind.  Nun 
sind  die  Substitutionen  s  dieses  Komplexes  und  sie  allein  die- 

jenigen,  welche  das  Primideal  p^  bestimmen,  mithin  die    ^r     »  e,r^ 

Substitutionen  des  Komplexes  g  -  g^  diejenigen  Substitutionen 
der  Gruppe  6r,  für  welche  sp^ »  p^  ist.  Demnach  findet  sich 
unter  den  Faktoren  sp^  des  Produkts  (58)  der  Primidealfaktor 
p^  genau  e^r^  Mal  vor.  Da  er  aber  nach  (56)  in  der  Potenz 
p^ ^  genau  dfVf^  Mal  vorhanden  ist,  so  ergibt  sich  die  Beziehung 

(59)  d,rf,  =  e,r,. 

Nun  ist,  weil  die  Gruppe  gP  =  Sig^sr^  ein  Teiler  der  Gruppe 
gs^^  '^  s^g^s^^  ist,  offenbar  auch  die  Gruppe  y/*)  der  Substitu- 
tionen, welche  g  mit  der  ersteren  gemeinsam  hat,  ein  Teiler 
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der  Gruppe  y^^  d.  i.  der  Gesamtheit  der  Sabstitutionen,  die  g 
und  der  zweiten  Gruppe  gemeinsam  sind;  demnach  ist  t^  ein 
Teiler  yon  h^  und  es  kann 

(60)  ht^ffU. 

gesetzt  werden.  Man  erkennt  femer,  analog  wie  bei  (42),  daß 
der  Substitutionenkomplex 

ff  •  h- 
aus   —  — '  =  r^  •  w,.  yerschiedenen  Substitutionen  besteht,  welche 

ebenso  wie  diejenigen  von  y^  und  von  ^/*")  in  der  (Jruppe  g^^^ 
enthalten  sind.  Zudem  ist  der  gedachte  Komplex  eine  Gruppe. 
Ist  nämlich  s  eine  Substitution  der  Gruppe  y^,  also  als  eine 
auch  in  ^/^  enthaltene  Substitution  von  der  Form 

wo  ö  in  g^f  so  findet  sich 

s  .  gp  .8-1««.  Sig^sr^ .  $-^^Si  •  ^g^tr^sr^, 

also  mit  Rücksicht  auf  die  an  die  Formel  (36)  geknüpfte  Be- 
merkung 

s^gP'S-^^s^g.sT^^gi^, 

Für  jede  Substitution  s  in  y^  und  jede  Substitution  t  in  g^ 
kann  man  daher  eine  zweite  Substitution  ^  in  g^  finden, 
derart,  daß  st^t^s  ist.  Sind  also  $,  s'  zwei  Substitutionen  in 
yf  und  t,  f  zwei  solche  in  gj'^  so  wird 

st'S'f=^S'  ts  .  f  =  ss'  •  ^1  f, 

d.  h.  von  der  Form  s''f  sein,  wo  s"  zu  y^  und  f  zu  ^/'"^  ge- 
hört. Demzufolge  ist  der  Komplex  y^  -  g^  in  der  Tat  eine 
Gruppe  und  ihr  Grad  r^  -  u^  ein  Teiler  des  Grades  der  Grruppe 
g}%  d.  h. 

(61)  r,  =  r,u^ .  t?,. 

Beachtet  man  nun  in  der  Formel  (59)  der  Reihe  nach 
die  durch  die  Formeln  (50),  (60),  (61)  und  (54)  ge- 
gebenen Beziehungen,  so  ergibt  sich 

(62)  f,  -  V, 

als  der  Grad  des  Frimideals  p^,  den  wir  suchten. 

Endlich  sei  ^{($^;t)  ^^^  Relativnorm  des  Primideals 
^{  jt   in   bezug   auf  den   Körper  I,    d.  h.  das  Produkt  der 
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Faktoren  6'$,-,iky  in  denen  s  jede  der  Substitutionen  der  Gruppe 
g  bedeutet.  Der  Formel  (49)  entsprechend  entstehen  durch 
diese  Substitutionen  nur  die  Primideale 

jedes  Ton  ihnen  h^^t^u^  Mal,  und  man  findet  also  mit 
Rücksicht  auf  die  Formel  (55) 

(63)  N^{^,^-p,\ 

Der  Wert  des  Exponenten  Xi  in  der  Formel  (53): 

läBt  sich  auch  folgendermaßen  ermitteln. 

Man  verstehe  unter  ^  in  Nr.  6  das  Primideal  $j »  $<,  i 
und  unter  i^  die  niedrigste  Potenz  der  dort  mit  0  bezeichneten 
Substitution,  für  welche  9  >  0  und 

ist,  unter  t  eine  Substitution  der  Trägheitsgruppe,  unter  s  eine 
solche  der  Ghiippe  g  yerstanden.     Aus  (32)  folgt  allgemein 

s^P  =  V^  (mod.  %) 

also,  da  ^P  ^  P  (mod.  ^^)  ist, 

sP  « js^tP  =  a^P  =  Pf^  (mod.  %) 

und  daher  allgemeiner  ftlr  jede  ganze  Zahl  Sl  des  Körpers  ft 
die  Kongruenz 

5ß  =  ß^  (mod.  %) ; 

insbesondere  wird  also  für  jede  ganze  Zahl  od  des  Körpers  I, 

da  8<D  =  (o  ist, 

ß>  =  oj^*  (mod.  %), 
d.  h. 

CD  =  €0^  (mod.  p^ 

«ein;  demnach  ist  9  nicht  kleiner  als  der  Grad  /)  des 
Primideals  p^,  d.  i.  der  Exponent  von  p  in  der  Formel 

w(Pi)=/'- 
Andererseits  folgt  aus  der  Formel 

CD  =  0)^  *    (mod.  p^ 

Bachmann,  Zahlentheorie.    Y.  32 
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dee  Fermatschen  Satzes  fttr  jede  ganze  Zahl  o  in  I  aoch  die 
Kongruenz 

(0  ^  cj''  *  (mod.  ^^). 

Nun  ist  P  Wurzel  einer  Gleichung  r*™  Ghrades  mit  Koeffizienten^ 

welche  ganze  Zahlen  m,  a>",  •  •  •  in  I  sind^  sodaß  eine  Identität 

stattfindet 

P-  +  io'F''^  +  cd'T'-«  +  . . .  «  0, 

und  aus  dieser  ergibt  sich  durch  wiederholte  Erhebung  zur 
p^^  Potenz  eine  andere,  welche,  als  Kongruenz  (mod.  ^^)  auf- 
gefaßt, sich  schreiben  laßt,  wie  folgt: 

p-/'+  ©'P^»-!)/'-}-  cd'F'-«)/'  +  . . .  =  0  (mod.  %). 

Demnach  ist  P^*  mit  einer  der  Wurzeln  derselben  Oleichung 
r**'  Ghrades,  d.  h.  mit  einer  der  zu  P  relativ  Konjugierten, 
welche  durch  die  Substitutionen  der  Oruppe  g  aus  P  ent- 
stehen, (mod.  $|)  kongruent,  etwa,  wenn  $  eine  solche  Sub- 
stitution bedeutet, 

P/'  =  sP  (mod.  ^;) 
oder 

/•P  =  5P  (mod.  5ß,), 
allgemeiner  ist  also  f&r  jede  ganze  Zahl  Sl  in  £ 

/'Ä  =  sÄ  (mod.  ^,), 
eine  Kongruenz,  welche  sich  auch  schreiben  laßt  in  der  Form? 

i^-^'sß^Ä  (mod.  ^J 
und  eine  Gleichung  nach  sich  zieht,  wie  die  folgende: 

0"^*$  =  t    oder     /H  «  s; 
ihr  zufolge  ist  g)  nicht  größer  als  f^,  und  somit  ist 

Setzt  man  nun  p^  =»  $»&<;  so  folgt  durch  Bestimmung  der 
Relativnorm  mit  Bezug  auf  f  die  Gleichung 

pr  -  N,i%)  .  iV,(Q,), 
folglich  ist  ^i(^J  eine  Potenz  von  p^,  etwa 
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Nach  der  Formel  N(^^^nNi{^^  findet  sich  also  die  Gleichung 

oder 

f-frt- 

Hiemach  übersieht  man  mit  Beachtung  der  Gleichung  (35) 
leicht,  dafi  die  Gruppe  y^,  welche  den  Ghuppen  g  und  g^^^  ge- 
meinsam ist,  durch  die  Summe  von  Komplexen 

darstellbar  ist,  woraus  die  neue  Gleichung  h^^^t^''^  und 
aus  deren  Yergleichung  mit  (60)  die  andere: 

hervorgeht.    Setzt  man  dies  in  die  obige  Formel  für  die 

Relatiynorm  von  ^^  ein   und  bedenkt,  wie  bei  Herleitung 

von  (63),  daß  der  Primfaktor  ^^  »  ^^^  zur  Linken  jener  Formel 

sich  h^ »  t^u^  Mal,  zur  Rechten  aber  wegen  (53)  sich  x^u^  Mal 

vorfindet,  so  folgt 

x^ «  t^ 

und  demnach  wieder  die  Formeln  (55)  und  (56). 

9.  Nach  Herleitung  dieser  allgemeinen  Resultate  wenden 
wir  uns  zur  Betrachtung  besonderer  Unterkörper  von  ft. 

Sei  zunächst  I  der  Zerlegungskörper  f^.  Dann  ist  g  =*  g, 
und  r  =  r^,  mithin  wird  y^,  d.  i.  die  Gruppe,  welche  den 
Gruppen  g^  und  ^o^^^ö^^  "^  9»  gemeinsam  ist,  identisch  mit  g^, 
ihr  Grad  h^  identisch  mit  r„  und  daher  nach  Formel  (50)  e^ 
gleich  1  sein.  Zugleich  wird  der  größte  gemeinsame  Teiler 
von  g^  und  g  die  Ghruppe  gf,  ihr  Grad  t^^^  r^,  wegen  der 
Formel  \  » t^u^  und  mit  Rücksicht  auf  (40)  also  Uq  =  /)  mit- 
hin Vq  «  1  und  w^en  r^  =»  d^t^  endlich  d^^  1  sein.  Infolge 
hiervon  nehmen  die  allgemeinen  Formeln  (55)  und  (56)  für 
den  Zerlegungskörper  und  für  i  =  0  die  besondere  Gestalt  an: 

wo  ^Q^  mit  dem  Primidealfaktor  $  von  p  im  Galoisschen 
Körper  gleichbedeutend  ist,  und  q  ein  durch  pQ  nicht  teilbares 
Ideal  des  Körpers  I^  bezeichnet;  desgleichen  findet  man  aus 
den  Formeln  (57),  (62),  (63)  die  Gleichungen 

32* 
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Im  Zerlegungskörper  ist  also  ^^^  ein  Primidealfaktor 
Yon  p  vom  ersten  Grade,  der  mit  p^  bezeichnet  werde 
und  im  G^aZof^schen  Körper  in  r^  gleiche  Primideal- 
faktoren ^  vom  Orade  /'zerfällt 

Sei  zweitens  I  der  Trägheitskörper  1^,  folglich  g  ^  Qtj 
T^r^  und  daher  y^  als  die  den  Gruppen  g  und  s^g^s^^  ^ g, 
gemeinsame  Gruppe  identisch  mit  g^,  ihr  Ghrad  A^  identisch 
mit  r^f  also  e^  »  1.  Dann  ist  femer  der  größte  gemeinsame 
Teiler  von  g  und  g^  identisch  mit  der  letzteren  Gruppe,  daher 
^Q  =  r< ,  1«^  =  1 ,  Vq^  f]  wegen  r,  =  d^t^  ist  endlich  d^  «  1. 
Somit  gehen  die  allgemeinen  Formeln  in  diesem  Falle  über 
in  die  folgenden: 

welche  lehren,  daß  beim  Übergange  vom  Zerlegungs- 
körper zum  Trägheitskörper,  der  ihn  in  sich  enthält, 
das  Primideal  p^,  das  im  Körper  I^  mit  p^  bezeichnet 
werde,  keine  Zerlegung,  sondern  nur  eine  Grad- 
erhöhung erfährt,  indem  das  Primideal,  das  im  Zer- 
legungskörper vom  ersten  Grade  ist,  im  Trägheits- 
körper vom  Grade  f  wird.  Des  letztem  ümstandes  wegen 
zerfallen  die  ganzen  Zahlen  des  TnLgheitskörpers  (mod.  ^'^')  in 
p^  Klassen  kongruenter  Zahlen.  Nun  gehören  zwei  Zahlen 
einer  Klasse  (mod.  ^'^')  auch  zu  derselben  Klasse  (mod.  $); 
sind  umgekehrt  zwei  ganze  Zahlen  des  Trägheitskörpers  ein- 
ander (mod.  $)  kongruent,  so  gehört  ihre  Differenz  sowohl 
zum  Trägheitskörper  als  auch  zum  Ideale  $  und  daher  zur 
Gesamtheit  p^  »=  ^^'  der  ihnen  beiden  gemeinsamen  Zahlen, 
jene  zwei  Zahlen  sind  also  einander  auch  (mod.  ^^')  kongraent. 
Daher  ist  die  Yerteilimg  der  ganzen  Zahlen  des  Trägheits- 
körpers in  Klassen  (mod.  ^''*)  die  gleiche  wie  (mod.  ^),  also 
|/  auch  die  Anzahl  ihrer  Klassen  (mod.  5P).  Die  Zahlen  des 
Trägheitskörpers  gehören  aber  sämtlich  zum  Körper  $,  dessen 
ganze  Zahlen  wegen  (28)  auch  genau  in  p^  Klassen  (mod.  ^) 
zerfallen;  demnach  muß  jede  Zahl  des  Galoissohen 
Körpers  einer  Zahl  des  Trägheitskörpers  (mod.  ^) 
kongruent  sein. 
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Der  Trogheitskörper  f^  vom  Grade  w^  =  ~  ist  in  bezug 


»•/ 


auf  den  Zerlegnngskörper  f,  vom  Grade  n,  =«  —  ein  Relativ- 

8 

körper   vom  Grade     -  :  —  =  -^  «  /*.     Ist  daher  6  eine  ihn  er- 

zeugende  ganze  Zahl,  so  leistet  diese  einer  in  f^  irreduktibeln 
Gleichung  f*^  Grades 

(64)  e^  +  c,ef-^  +  c,0/-«  + . . .  +  c,=.  0 

Genüge,  deren  Koeffizienten  ganze  Zahlen  in  t^  sind.  Die  zu  0 
relativ  konjugierten  anderen  Wurzeln  dieser  Gleichung  werden 
gefunden,  wenn  man  diejenigen  Substitutionen  der  Zerlegungs- 
gruppe verwendet,  welche  der  Trägheitsgruppe  nicht  angehören, 
nämlich  die  Substitutionen 

(65)  «0=1,  ^y  ^^  '",zf-\ 

Ist  aber  0  eine  Zahl  in  t^,  so  gehört  auch  zO  dem  Körper  {^ 
an.  Denn  zu  jeder  Substitution  t  der  Trägheitsgruppe  gibt  es 
eine  Substitution  t'  dieser  selben  Gruppe  so  beschaffen,  daß 
tz  =  zt'  ist;  da  nun  für  jede  Zahl  6  in  !,  die  Gleichung  t'd^O 
besteht,  so  folgt  hieraus  für  jede  Substitution  t  der  Trägheits- 
grappe  die  andere  Gleichung 

tze  =  zt'e  =  zB 

und  folglich  ist  zd  eine  Zahl  des  Trägheitskörpers.  Wenn 
also  0,  wie  zuvor  angenommen,  eine  erzeugende  Zahl  des 
letzteren  ist,  so  ist  zO  rational  durch  0  ausdrückbai.  Dem- 
nach ist  die  Gleichung  f^  Grades  (64)  eine  im  Ratio- 
nalitätsbereiche f,  GaloissQYie  Gleichung  mit  der 
zyklischen  Substitutionsgruppe  (65)  vom  Grade  f. 

10.  Der  Trägheitskörper  seinerseits  ist  nun  in  einer  Reihe 
anderer  Unterkörper  von  ^  enthalten,  von  denen  jeder  den 
ihm  vorangehenden  umfaßt  und  denen  die  besondere  Bedeutunir 

Primideal  p^  »  ^^t  gradweise  sich  immer  weiter  zerlegt,  bis 
man,  zum  Körper  ^  gelangend,  auf  das  Primideal  ^  selbst 
stößt.  Das  Verdienst,  dies  nachgewiesen  zu  haben,  gebührt 
Hilbert. 
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Dem  6.  Kapitel,  Nr.  22  ist  eine  ganze  Zahl  P  oder  P(q) 
des  Körpers  ß  zugrunde  gelegt,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
daß  P  zwar  durch  das  Primideal  $,  aber  nicht  durch  $'  teil- 
bar ist.  Unter  allen  (mod.  $)  kongruenten  Zahlen  dieser  Art 
gibt  es  (vgl.  Kap.  7,  Ende  yon  Nr.  15)  auch  eine  den  Korper 
$  erzeugende  ganze  Zahl;  als  solche  sei  P  hier  gewählt.  Da 
nun,  wenn  wieder  P  die  Primitiyzahl  (mod.  $)  bezeichnet,  die 
wir  in  Nr.  6  eingeführt  haben,  alle  ganzen  Zahlen  in  St  einer 
der  folgenden: 

0,  1,  P,  P»,  • . .,  P''-' 

(mod.  $)  kongruent  sind,  so  werden  die  Zahlen 

0,  P,  PP,  P^P,  .    .,  T?P^'^P 

j/  in  $  enthaltene  aber  (mod.  ^')  inkongruente  Zahlen  sein, 
und  da 

A  i.  jp«/  ^pf.  (5ß,  ^«),  mithin  (^,^')  «j)^  ist,  ein  voUständiges 

Bestsystem  des  Modulus  $  in  bezug  auf  ^^  darstellen,  jede  Zahl 

in  $  wird  also  einer  yon  ihnen  (mod.  ^^  kongruent  sein.  Ist  aber 

t^  irgend  eine  Substitution  der  TnLgheitsgruppe,  also   für  jede 

ganze  Zahl  A  in  ^ 

tiSl  =  Sl  (mod.  ?ß) , 

insbesondere  ^^P  =  P  =  0  (mod.  ^),  aber  nicht  ^,.P  =  0  (mod. 
^'),  so  ergibt  sich  für  jede  Substitution  t^  der  Tragheitsgruppe 
eine  Kongruenz  yon  der  Form 

(66)  <,P  =  P^'.P  (mod.^*), 

in  welcher  a^  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  •••,  j/"'  bezeichnet, 
unter  diesen  Exponenten  a,  sei  a  der  kleinste  positiye,  sodaß 
für  eine  gewisse  Substitution  t  der  Trägheitsgruppe  die  Kon- 
gruenz besteht 

(67)  ^P  =  P**  •  P  (mod.  ^») , 

welche,  wenn  allgemein  ($"*)  eine  in  Sß"^  enthaltene  Zahl  be- 
deutet, mit  der  Gleichung 

^P  =  P«.P+(?ß^) 

gleichbedeutend  ist.     Hieraus  folgt 
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t*p  -  {tvy  ■  tp  +  (^») 

oder  die  Eongraenz 

t*P  =  V*'P  (mod.  ^*) 
und  aUgemeiner 

(68)  f"P  =  P—  .  P  (mod.  ^«). 

Wenn  daher  k  die  kleinste  positive  Zahl  ist  Ton  der  Be- 
schaffenheit, daB  t*  die  identische  Substitution  «,  und  folglich 
t^P  =  P  wird,  so  findet  sich  F«  =  1  (mod.  ^)  also 

(69)  «-"P  -  <*-»  P  =  P-""»  •  P  (mod.  ^«). 

In  Verbindung  mit  (66)  ei^bt  sich  hieraus  die  Koi^praianz 

r-*,P^P'"-"".P(mod.^»), 

während  tr^t^  auch  eine  Snbstitation  der  Tragheitsgrappe  ist. 
Daher  muß  a^  ein  Vielfftches  von  a  sein,  denn  sonst  wäre 
a,.  —■  ma  für  eine  passend  gewählte  ganze  Zahl  m  positiv  und 
kleiner  als  a,  gegen  die  Bedeutung  dieses  Zeichens.  Da  nun 
nach  (68)  jedes  Vielfache  Yon  a  zu  den  Zahlen  a^  gehört  oder 
einer  von  ihnen  nach  dem  Modulus  p^-—!  kongruent  ist,  so 
werden,  wenn  h  die  Anzahl  der  yerschiedenen  a^  bedeutet^  die 
Vielfachen 

(70)  0,  a,  2a,  •••,(*-  l)a 

diese  sämtlich  darstellen  und  ha  gleich  p^—  1  sein  müssen. 
Die  Zahl  h  ist  hiernach  ein  Teiler  von  p^  —  1  und  da- 
her relativ  prim  gegen  p. 

Dies  vorausgeschickt,  nenne  man  jetzt  v^  jede  Substitution 
der  Trägheitsgruppe,  für  welche  der  ihr  nach  (66)  entsprechende 
Exponent  a^  gleich  Null,  also 

(71)  v,P  =  P  (mod.  5ß*) 

ist.  Offenbar  hat  die  Gesamtheit  dieser  Substitutionen  v^  wie- 
der den  Charakter  einer  Gruppe  und  bildet  also  eine  Unter- 
gruppe der  Trägheitsgruppe,  welche  von  Hilbert  die  Yer- 
zweigungsgruppe  g^  des  Primideals  ^  genannt  worden 
ist;  ihr  Grad,  der  ein  Teiler  des  Grades  r^  der  Trägheitsgruppe 
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sein  muß,  heiße  r,,  der  zur  Yerzweignngsgruppe  zugeordnete 
Unterkörper  von  R  heiße  t,  und  der  Verzweigungskorper 
des  Primidea*ls  ^,  und  n^  sei  sein  Grad.  Wäre  die  Kon- 
gruenz (71)  für  alle  Substitutionen  der  Tragheitsgruppe  er- 
füllt d.  h.,  wäre  h  ^  l,  so  fiele  die  Verzweigungsgruppe  g^  mit 
der  Trägheitsgruppe  g^  und  folglich  f^  mit  f^  zusammen.    Aus 

(71)  folgt 

(72)  v.P  -  P  «  ^« .  C, 

wo  C  ein  Ideal  des  Korpers  It  bedeutet  Da  P' » ^'  •  % 
und  das  Ideal  21  durch  ^  nicht  teilbar  ist,  so  folgt 

«.(t;,P-P)  =  P«.D 

d.  L  für  jede  Zahl  a  in  H  gibt  es  eine  Zahl  g  in  O  der  Art, 

daß 

a.(t;^P-P)=-P«.g 

ist,  mithin  findet  sich,  wenn  a  nicht  teilbar  durch  $  und 
uy^l  (mod.  ^)  gewählt  wird,  für  Q  ^  qy  die  Kongruenz 

v,P=P  +  P*Q  (mod.  $») 

oder  die  Gleichung 

aus  welcher  wieder  die  andere: 

Vt'P  =  v,P+v,P'-v,Q  +  {^') 

m 

hervorgeht,  während 

ist,  letzteres,  da  v^  zur  Trägheitsgruppe  gehört.  Hieraus  folgt 
flibei* 

r/P  =P  +  2P*Q  (mod.  ^») , 
ebenso 

v*P  =  P  +  ZP*Q  (mod.  ^») 

nsw.,  endlich  also 

v?P  =  P  (mod.  ^'). 

In  gleicher  Weise  gelangt  man  zu  den  weiteren  Formeln 

vfP^P  (mod.^) 
nsw.,  allgemein 
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(73)  v/^^^P  =  P  (mod.  $*"). 

Hier  bezeichnet  vf^~  eine  gewisse  Snbstitution  der  Verzwei- 
gnngsgruppe.  Bestimmt  man  aber  f8r  alle  Ton  8^  yerschiedenen 
Substitutionen  t?  dieser  Gruppe  die  höchste  in  t?P  —  P  auf- 
gehende Potenz  Yon  $  und  nennt  ^**  die  höchste  samtlicher 
so  erhaltenen  Potenzen^),  derart^  daß  für  keine  jener  Substitu- 
tionen V  die  Kongruenz 

t?P  =  P  (mod.  $-+^) 

bestehen  kann^  so  folgt  aus  (73)  für  m  =  u  +  1;  daß 

nämlich  gleich  der  identischen  Substitution  sein  muß.  Daher 
ist  der  kleinste  Exponent  k,  fOr  welchen  v^  —  s^  wird,  ein 
Teiler  von  l?"~^  d.  i.  eine  Potenz  vonj),  und  Gleiches  gilt  des- 
halb auch  Yom  Grade  der  Ghruppe:  r^  muß  eine  Potenz  von 
Py  etwa 

sein.    Da  nun  die  für  jede  Substitution  t^  der  Trägheitsgruppe 

bestehende  Kongruenz  (66)  dem  Yoraufgeschickten  zufolge  in 

der  Gestalt 

^.P^P'^^.P  (mod.  ^«) 

geschrieben  werden  kann,  wo  m  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  • 
h  —  \y  so  folgt,  unter  t  die  oben  so  bezeichnete  Substitution 
derselben  Gruppe  verstanden,  die  andere  Kongruenz 

ir'^t^P=P  (mod.  ?ß«), 

derzufolge  die  Substitution  ir'^t^  zur  Verzweigungsgruppe  ge- 
hört; setzt  man  demnach  1r^t^  =  v,  so  findet  sich  jede  Sub- 
stitution der  Tragheitsgruppe  von  der  Gestalt 

(74)  t^^tr-v, 

und,  da  auch  alle  Substitutionen  von  dieser  Gestalt  zur  Träg- 
heitsgruppe gehören  und  offenbar  voneinander  verschieden 
sind,  die  im  (raJoi^schen  Sinne  zu  nehmende  Gleichung 

1)  Eine  solche  gibt  es,  da  P  als  Erzeugende  des  Körpers  ft  ge- 
wählt worden  ist,  mithin  vP  —  P  für  alle  bezeichneten  Substitutionen 
V  von  Null  verschieden  ist. 
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(75)  9t-9,+  t^g,+t^^g,+  '''  +  il^-^'g,, 

welche  aussagt,  daß  die  Gruppe  g^  aus  den  h  Kom- 
plexen 

(76)  g,,  tg,,  fig,,  •  • -,  f*-^..^. 
zusammengesetzt  ist.     Hiernach  ist 

(77)  r,~hr,^hiif. 

Ferner  aber  folgt  fOr  den  Wert  von  m,  welcher  in  (74) 
gedacht  wird,  aus  der  Kongruenz  (69)  leicht  die  nachstehende: 

t,i-"^P=P  (mod.  ^»), 

aus  welcher  t^ir^  sich  als  eine  Substitution  v'  der  Yerzwei- 
gungsgruppe  d.  i. 

sich  erweist;  durch  Yergleichung  mit  (74)  folgt 

also 

(78)  .  v'-rv^"» 

oder  die  ^ylnvarianz'^  der  Yerzweigungsgruppe. 

Endlich  kann  die  Verzweigungsgruppe  als  die 
Gesamtheit  derjenigen  Substitutionen  v^  der  Gruppe 
G  definiert  werden,  bei  deren  Anwendung  die  Kon- 
gruenz 

(79)  v^Sl  =  Sl  (mod.  ^») 

für  jede  ganze  Zahl  Sl  des  Körpers  ^  erfüllt  ist.  In  der 
Tat  ist  Sl  nach  voriger  Nummer  einer  Zahl,  cd  des  Tragheits- 
korpers  (mod.  $)  kongruent: 

ß  -  ©  =  0  (mod.  ^). 

Dem  Obigen  zufolge  besteht  daher  eine  der  beiden  Kongruenzen 

a  — 0  =  0     oder    Ä  -  o  =  P*»  •  P  (mod.  ^*), 

wo  a  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  •  •  •,  |/  —  2.  Wenn  nun 
erstens  v^  eine  Substitution  der  Yerzweigungsgruppe  ist^  also 
auch  zur  Trägheitsgruppe  gehört  und  demnach  cd  ungeändert 
lafit^  so  findet  sich  im  zweiten  Falle  durch  deren  Anwendung 
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VfSl  —  (D  =t;^P«  •  t;,P  (mod.  ^'), 
wo  nun 

ist,  ersteres,  da  v^  zur  Tragheitsgrnppe  gehört,  letzteres  wegen 
(71).     Also  wird 

v^a  — cD-.p«p  +  (^«) 

d.  h.  VfSl  —  ai  =  P*P  =  a  —  CD  (mod.  ?P*),  eine  Kongruenz,  die 

sich  auch  im  ersteren  Falle  ergibt.    Daher  ist  für  jede  ganze 

Zahl  i2  in  jt 

v^a  =  a  (mod.  ^*). 

Ist  aber  zweitens  diese  Kongruenz  für  jede  ganze  Zahl  i2 
in  ft  erfüllt,  so  findet  sie  auch  f&r  J2  »  P  statt,  d.  h.  v^  er- 
füllt die  Kongruenz  (71),  und  da  zugleich  auch  die  Kongruenz 

t?^Ä  =  a  (mod.  ^) 

für  jede  Zahl  lA  in  ft  besteht,  so  gehört  t\  der  Trägheitsgruppe 
an  und  muß  speziell  eine  Substitution  der  Yerzweigungs- 
gruppe  sein. 

Wird  jetzt  unter  dem  in  Nr.  7  mit  t  bezeichneten  Körper 
der  Yerzweigungskörper  verstanden,  also 

gesetzt,  so  wird  y^  die  Gesamtheit  der  in  g^  und  g^  enthaltenen 
Substitutionen,  d.  i.  y^  =  g^y  mithin  Ä^  =  r^  und  e^  =  1.  Femer 
wird  die  Gesamtheit  der  den  Gh-uppen  g  und  g^  gemeinsamen 
Substitutionen  identisch  mit  ^^,  demnach  i^  —  r^,  Uq  »1,  v^^  f. 
Endlich  folgt  wegen  (77)  aus  der  Gleichung  r^^d^t^  noch 
d^ » h.  Somit  nehmen  die  allgemeinen  Formeln  der  Nr.  8 
hier  die  Gestalt  an 

©Po = r»,  «(Po)  =•  y 

und  lehren,  daß  p^^^^^*  ein  Primidealfaktor  von  p  im 
Yerzweigungskörper  und  f  sein  Grad  ist,  daß  mithin 
das  Primideal  p^^p^^^^'*'  beim  Übergange  zum  Yer- 
zweigungskörper, welcher  den  Trägheitskörper  in 
sich  enthält,  sich  nach  der  Beziehung 

P.  =  ^  =  P/ 

in  A  gleiche  Primidealfaktoren  p^  vom  /^°  Grade 
zerlegt. 
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N 
Der    Verzweigungskörper    t^    vom    Ghrade    n,  =     -  ist  in 

N 
bezug  auf  den  Trilgheitskörper  I^  vom  Grade  w^ «  —  ein  Relativ- 

Zahl  rj  leistet  daher  einer  in  f^  irreduktibeln  Gleichung  A*^ 
Grades 

(80)  1?*  +  d,i2*-i  +  rf,r^*-«  +  .,.  +  d,^0 

Genüge^  deren  Koeffizienten  ganze  Zahlen  in  t,  sind;  die  zu  ij 
relativ  Konjugierten^  d.  i.  die  übrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung 
entstehen  durch  diejenigen  Substitutionen  der  Tragheitsgruppe^ 
welche  der  Verzweiguagsgmppe  nicht  angehören,  nämlich  durch 
die  h  Wiederholungen 

(81)  ^-5o,  t\  t\  ...,  t^-' 

der  im  Obigen  mit  t  bezeichneten  Substitution  der  Tragheits- 
gruppe.  Ist  aber  ij  eine  Zahl  in  {,,  so  ist's  auch  die  Zahl 
f^rj,  wo  r*  irgend  eine  der  Substitutionen  (81)  bezeichnet. 
Denn  zu  jeder  Substitution  v  der  Verzweigungsgruppe  gehört 
nach  (78)  eine  andere  Substitution  v  derselben,  für  welche 
f»t7  =  vf^  ist.  Da  nun  für  jede  Zahl  i^  in  f ^  die  Gleichung 
vri  ^  71  erfüllt  ist,  so  folgt  hieraus  ßir  jede  Substitution  v'  der 
Yerzweigungsgruppe 

folglich  gehört  die  Zahl  t^rj  dem  Verzweigungskörper  an.  Ist 
demnach  17  eine  erzeugende  Zahl  des  letztem,  so  muß  t^r^ 
eine  rationale  Funktion  von  tj  sein  und  demnach  ist  die 
Gleichung  (80)  eine  relativ  zu  t,  Galoissche  Gleichung 
mit  der  zyklischen  Gruppe  der  Substitutionen  (81) 
vom  Grade  h. 

11.  Da  für  jede  Substitution  t7^  der  Verzweigungsgruppe 
die  Kongruenz  (71)  besteht,  so  ist  es  möglich,  daß  dieselbe 
auch  noch  für  eine  höhere  als  die  zweite  Potenz  von  ^  als 
Modulus  stattfindet.  Man  bezeichne  also  mit  ^^  die  höchste 
Potenz  von  $,  in  bezug  auf  welche  die  Kongruenz 

(82)  i\P  =  P  (mod.  ?ßO 
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fär  jede  Substitution  t\  der  Zerlegungsgruppe  erfOUt  ist,  sodaß 
nicht  jede  solche  Substitution  auch  noch  die  Kongruenz 

"  v^F^P  (mod.  ^^+1) 

erfQUt.  Dann  bilden  wieder  diejenigen  Substitutionen  v^  der 
Verzweigungsgruppe,  fttr  welche  noch 

(83)  v,P=P  (mod.  ^*+0 

ist,  eine  neue  Untergruppe  derselben,  welche  die  einmal 
überstrichene  Verzweigungsgruppe  ^«  des  Primideals 
^  genannt  werde;  der  zugeordnete  Körper  t«  heiße  entsprechend 
der  einmal  überstrichene  Yerzweigungskörper  des 
Primideals  $;  sein  Grad  sei  n«,  r^  derjenige  der  Gruppe  gw 
Da  der  letztere  ein  Teiler  von  r^^jf  sein  muß,  so  ist  er 
selbst  eine  Potenz  von  pj  r^^j^^  wir  setzen  Z  —  i  =  e ,  sodaß 

(84)  r^^r^jr 

ist.  Demnach  ist  die  Gruppe  g^  aus  jj^  Komplexen  von  der  Form 

(85)  Vf^-gw^gw,    v^- gw,  -  ,  v^^f  gw 

zusammengesetzt,  und  es  soll  gezeigt  werden,  daß  die  ^%  der 
Gruppe  ^^  (mit  Ausnahme  der  ersten)  nicht  angehörigen 
Substitutionen 

die  Eigenschaft  haben,  daß  für  zwei  beliebige  t;^,  v^ 
derselben  eine  Gleichung 

(87)  v^Vj,  =  v^v, .  V 

besteht,  worin  v  eine  Substitution  der  Gruppe  g^  be- 
deutet. Nach  Kap.  6,  Nr.  22  kann  nämlich  (mod.  ^^'^^)  jede 
ganze  Zahl  .^  in  ^  einem  Ausdrucke  von  der  Form 

kongruent  gesetzt  werden,  in  welchem  die  Koeffizienten  a^ 
ganze  Zahlen  in  ^  sind.  Man  darf  aber  diese  Koeffizienten 
spezieller  als  ganze  Zahlen  des  Trägheitskörpers  voraussetzen. 
In  der  Tat  ist  52  nach  Nr.  9  einer  Zahl  a^  des  letztem  (mod.  ^) 
kongruent,  also  <^  »  aQ+  $  -  O,  wo  D  ein  Ideal  des  Körpers  ft; 
hieraus  folgt,  wie  bei  Formel  (72) 
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während  a^  eine  Zahl  des  TriLgheitsköipers  bezeichnet,  woraus 
dann,  wieder  wie  bei  Formel  (72),  sich 

a^a^  +  a.P  +  a^P'  +  i^') 

ergibt^  unter  a^  eine  Zahl  des  Tragheitskörpers  verstanden  usw., 
bis  die  Kongruenz 

Sl  =  a^  +  a^P+  a^F"  +  •  •  •  +  a^P^  (mod.  ^^+^) 

mit  in  t^  liegenden  Koeffizienten  <x^  hervorgeht.  Sind  nun  v^y  v^ 
zwei  beliebige  Substitutionen  der  Yerzweigimgsgruppe,  so  er- 
hält man  zwei  Kongruenzen  von  der  Form 

(88)    v,P^P+  Q,PK     v,P^P+Q,^P^  (mod.  ^^+^), 

in  denen  Q^,  Q^  ganze  Zahlen  in  St  bezeichnen.  Hiemach 
findet  sich 

während  v^  Q^  »  Q^  -f  (^)  ist,  also  erhalt  man 

und  demnach  aus  der  ersten  der  Kongruenzen  (88),  wenn  man 
auf  sie  die  Substitution  Vj^  anwendet  und  die  zweite  jener  Kon- 
gruenzen berücksichtigt,  folgende  Kongruenz: 

v,v,P  =  P+Q,P'+Q,'P'  (mod.  $^+0- 

Aus  der  Symmetrie  des  Ausdrucks  zur  Rechten  in  bezug  auf 
i,  Tc  erschließt  man  aber  die  Beziehung 

v^^v^P  =  v^VJ^P  (mod.  ^^  +  ^) 

und  nun  aus  der  ftir  Sl  zuTor  abgeleiteten  Kongruenz,  da  die 
ffj  bei  den  in  g^  enthaltenen  Substitutionen  v^f  v^  ungeandert 
bleiben,  allgemein  für  jede  ganze  Zahl  i$2  in  ^  die  Kongruenz 

oder  [(mod.  ^^+^). 

k        t        k    t  ) 

Nun  ist  aber  vj^'^vr^Vj^v.  eine  Substitution  der  Yerzweigungs- 
gruppe;  da  sie  die  vorstehende  Kongruenz  für  jede  ganze 
Zahl  i$2  in  $  erfüllt,  gehört  sie  sogar  der  einmal  überstrichenen 
Yerzweigungsgruppe  g^  an,  und  indem  man  sie  als  solche  mit 
V  bezeichnet,  gewinnt  man  die  Gleichung 
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k        t         Je    i  ' 


d.  i.  für  je  zwei  beliebige  Sabstitutionen  v^,  Vf^  der  Ghrappe  g^, 
insbesondere  also  auch  der  Reibe  (86)  die  behauptete  Be- 
ziehung (87).  Wird  insbesondere  v^  als  eine  Substitution  v' 
der  Gruppe  g^  vorausgesetzt;  so  nimmt  diese  Beziehung  die 
Form  an: 

(89)  i;'.r..«i;,.r', 

worin  auch  v"  ^v''V  eine  Substitution  in  ^f^  bedeutet. 

Wir  wählen  jetzt  den  einmal  überstrichenen  Verzweigungs- 
körper %  an  Stelle  des  Unterkörpers  !  der  Nr.  7.  Aus  f  =»  fj- 
ergibt  sich  dann  g^g^y  t^r^^^^^  y^  wird  als  die  den 
Grruppen  g  und  g^  gemeinsame  Gruppe  identisch  mit  g^j  also 
'^0  ==  ^7>  ^0  ^  ^  9  ^^^  <^®^  Gruppen  g  und  g^  gemeinsame  Gruppe 
wird  wieder  ^,  mithin  %  =  r^,  u^  =  1,  i?0  =  /*;  aus 

und  wegen  r^^Ti  -  r^  sowie  r^  =  ^  folgt  endlich  noch 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Werte  liefern  die  allgemeinen  Formeln 
in  Nr.  8  für  das  dort  mit  p^  bezeichnete  Primideal  des  Körpers  Ij^ 
welches  hier  py  heiße,  den  Wert 


♦»(pF)=-y 

wird.  Somit  zerlegt  sich  das  Primideal  ^^^^^^^  des 
/'*"°  Grades  des  Yerzweigungskörpers  beim  Übergange 
zu  dem  ihn  umfassenden  einmal  überstrichenen  Ver- 
zweigungskörper  nach  der  Formel 

in  p"  gleiche  Primidealfaktoren  vom  Grade  f. 

Der  Körper  f^  ist   relativ  zu   f^  ein  Körper  vom  Grade 

—  »=   -  =  jp*.     Ist  also  17  eine  ihn  erzeugende  ganze  Zahl,  so 

leistet  diese  einer  in  f^  irreduktibeln  Gleichung  vom  Grade  1^ 
und  von  der  Form 

(90)  ^^"-f  dl  .  ^"-1  +  . . .  +  J^-=  0 
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Genüge,  deren  Koeffizienten  ganze  Zahlen  in  f^  sind.  Diese 
Gleichung  ist  eine  relativ  zu  t^  Äbelsche  Gleichung. 
Denn  die  zu  ^  relativ  Konjugierten,  d.  i.  die  übrigen  Wurzeln 
der  vorigen  Gleichung  entstehen,  wenn  auf  rj  diejenigen  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  g^  angewandt  werden,  welche  nicht  zur 
Gruppe  g^  gehören,  nämlich  die  Substitutionen  der  Reihe  (86). 
Ist  nun  Vi  ii^end  eine  von  diesen,  so  läBt  sich  zu  jeder  Sub- 
stitution v'  der  Gruppe  g^  nach  der  Formel  (89)  eine  andere 
Substitution  v''  dieser  Gruppe  bestimmen,  sodaB 

gefunden  wird,  die  Zahl  v^rj  bleibt  also  ungeändert  bei  jeder 
Substitution  in  ^  und  gehört  mithin  dem  Körper  f^  an,  d.  h. 
jede  Wurzel  der  Gleichung  (90)  ist  rational  durch  i^  und  die 
Zahlen  des  Körpers  f^  ausdrückbar.     Setzt  man  demgemäß 

ebenso,  wenn  v^  eine  andere  der  Substitutionen  (86)  bedeutet, 
so  findet  man  die  Gleichungen 

deren  erstere  auch,  wenn  unter  t;  die  in  (87)  gedachte  Sub- 
stitution verstanden  wird,  in  der  folgenden  Form: 

geschrieben  werden  kann  und  dann  wegen  (87)  die  Gleichung 

mm = mm 

herbeiführt,  welche  die  bezüglich  der  Gleichung  (90)  aus- 
gesprochene Behauptung  bestätigt. 

12.  Man  kann  nun  in  gleicher  Weise  fortfahren.  Bedeutet 
nämlich  X  den  höchsten  Exponenten  der  Art,  daß  bei  allen 
Substitutionen  v  der  Gruppe  g^  die  Kongruenz 

vP  =  P 

zwar  (mod.  ?ß^)  aber  nicht  mehr  (mod.  ^^+^)  erfüllt  ist,  so 
bilden  diejenigen  Substitutionen  v,  für  welche  sie  im  Gegenteil 
nach  diesem  letztem  Modulus   stattfindet,  wieder -eine  neue  in 
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gj  enthaltene  Gruppe,  die  zweimal  überstrichene  Ver- 
zweigungsgruppe g^  des  Primideals  ^,  welcher  dann 
der  zweimal  überstrichene  Verzweigungskörper  (^ 
desselben  zugeordnet  ist.  Offenbar  steht  diese  neue  Gruppe 
Qr  zur  Gruppe  g:^  in  genau  der  analogen  Beziehung,  wie  die 
letztere  zur  Gruppe  g^j  und  somit  gelten  auch  die  analogen 
Resultate: 

Der  Grad  von  g^  ist  eine  Potenz  jp'  und,  setzt  man 
i  — 7=»^,  so  zerfällt  das  Primideal  py  beim  Übergange 
Yon  dem  einmal-  zum  zweimal  überstrichenen  Ver- 
zweigungskörper nach  der  Formel 

in  p^  gleiche  Primideale  f^^  Grades  des  Körpers  fy; 
zudem  ist  die  Erzeugende  ^  dieses  Körpers  durch  eine 
in  f,  irreduktible  Gleichung  vom  Grade  fF  bestimmt, 
welche  relativ  zu  t«  eine  Abelsche  Gleichung  ist. 

In  derselben  Weise  wird  man  zu  dreifach  oder  noch 
mehrfach  überstrichenen  Verzweigungskörpern  geführt 
werden,  bei  denen  vom  einen  zum  andern  jedesmal  eine  weitere 
Zerlegung  des  Primidealfaktors  yon  p  stattfindet.  Da  aber 
jeder  dieser  successiven  Körper  ein  Oberkörper  des  vorauf- 
gehenden, sein  Grad  also  ein  Vielfaches  vom  Grade  des  letzteren 
ist,  so  muß  schließlich  einer  dieser  Körper  mit  dem  Körper  ^ 
selbst  identisch  werden,  somit  der  Prozeß  sich  schließen  und 
das  Ideal  ^  selbst  als  Primidealfaktor  von  p  erscheinen.  Der 
Umstand,  daß  der  Grad  j^  der  Gesamtgruppe  G  ein  Vielfaches 
ist  vom  Grade  jeder  ihrer  Untergruppen,  die  Grade  der  Ver- 
zweigungsgruppen aber  Potenzen  von  p  sind,  laßt  femer  er- 
kennen, daß,  falls  N  durch  p  nicht  aufgeht,  jedenfalls  keine 
überstrichenen  Verzweigungsgruppen  und  -körper  vorhanden 
sein  können,  ein  Verzweigungskörper  I^  aber  nur  dann,  wenn 
^r  ==^1^  =  I7  d.  h.  wenn  die  Gruppe  g^  nur  aus  der  identischen 
Substitution  besteht,  der  Verzweigungskörper  t,  also  mit  dem 
Galois sehen  Körper  ß  selbst  identisch  ist  Allgemeiner  wird 
diese  Identität  eintreten  auch  in  dem  Falle,  wo  zwar  N  auf- 
geht durch  Py  aber  der  Grad  r^  der  Trägheitsgruppe  durch  p 
nicht  teilbar  ist,   da  w^en  r^^^hr^^hj^  dann  ^^\  sein 

Bach  mann,  Zahlentheorie.   V.  33 
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muß.  Ist  aber  r^  teilbar  durch  p,  so  lehrt  dieselbe  Beziehung, 
in  welcher  h  nicht  aufgeht  durch  j?,  daß  r^=/>'>l  ist;  in 
diesem  Falle  ist  f^  noch  ein  von  Ä  verschiedener  Unterkörper 
und  somit  mindestens  noch  ein  —  möglicherweise  mit  St  be- 
reits zusammenfallender  —  überstrichener  Verzweigungskörper 
vorhanden. 

Femer  ersieht  man  aus  den  erhaltenen  Sätzen  über  die 
Gleichungen;  durch  welche  die  Erzeugenden  der  aufeinander- 
folgenden Körper  bestimmt  sind,  daß  die  den  Galois sehen 
Körper  erzeugende  ganze  Zahl  A  einer  in  bezug  auf  den  in 
der  Reihe  nächst  vorhergehenden  Unterkörper  Ab  eischen  Glei- 
chung oder,  falls  ^  mit  dem  Yerzweigungs-  oder  gar  mit  dem 
Tragheitskörper  identisch  ist,  einer  in  bezug  auf  f^  resp.  f, 
zyklischen  Gleichung  genügt;  dabei  ist  der  Grad  jener  Abel- 
sehen  Gleichung  eine  Potenz  von  j};  demnach  ist  bekanntlich 
A  durch  die  Erzeugende  des  vorangehenden  Unterkörpers 
mittels  Wurzelgrößen  ausdrückbar.  Die  Erzeugende  dieses 
Körpers  ist  es  aber  in  gleicher  Weise  durch  diejenige  des 
nächst  vorhergehenden  Unterkörpers  usw.,  sodaß  man  schließ- 
lich die  Erzeugende  A  des  Galois  sehen  Körpers  durch  die- 
jenige des  Zerlegungskörpers  lediglich  mittels  Wurzelaus- 
ziehungen bestimmt  findet.  Wir  sprechen  mit  Hilbert  das 
so  gewonnene  Resultat  in  folgendem  Satze  aus: 

Der  Zerlegungskörper  eines  jeden  Primideals  im 
Galois^chen  Körper  ist  ein  Rationalitätsbereich,  in 
welchem  die  Zahlen  des  Galoissoh^n  Körpers  ledig- 
lich durch  Wurzelausdrücke  darstellbar  sind. 

Dieser  elegante  Satz  bietet  neben  der  großen  Wichtigkeit, 
die  ihm  mit  Bezug  auf  die  algebraische  Auflösung  der  Glei- 
chungen zukommt,  besonders  dadurch  ein  hohes  Interesse  dar, 
daß  darin  die  so  innige  Beziehung  zwischen  Algebra  und 
Zahlentheorie,  welche  zuerst  durch  Gauss'  klassische  Arbeiten 
über  die  Kreisteilung  aufgedeckt  worden  ist,  aufs  neue  in 
ausgezeichnetster  Weise  zutage  tritt.  In  der  Tat  zeigt  der 
Satz,  daß  gerade  diejenigen  Körper,  welche  für  die  gradweise 
fortschreitende  Zerlegung  von  p  in  Primidealfaktoren  von  Be- 
deutung sind,  zugleich  auch  die  geeigneten  sind,  um  die  alge- 
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braische  Auflösung  der  den  Galoisschen  Körper  beetimmenden 
Gleichung  zu  leisten. 

13.  Die  betrachtete  Reihe  in  einander  geschachtelter  Unter- 
körper des  Galoisschen  Körpers  ft  gewährt  endlich  auch  das 
Mittel^  die  genaue  Potenz  des  Primideals  ^  sowie  der  Prim- 
zahl p  festzustellen^  welche  in  seiner  Dififerente  resp.  Diskrimi- 
nante  aufgeht     Hierzu  führen  die  folgenden  Sätze: 

1)  Die  Differente  des  Trägheitskörpers  ist  durch 
das  Primideal  ^  nicht  teilbar.  Sind  nämlich  co^y  co^y  (o^y- 
eine  Basis  für  die  Gesamtheit  der  ganzen  Zahlen  in  f^^  so  sind 
„die*Elemente^^  von  f^  solche,  dem  Galoisschen  Körper  an- 
gehörige  Ideale 

in  denen  s  eine  nicht  zur  TnLgheitsgruppe  gehörige  Substitu- 
tion des  Galoisschen  Körpers  bezeichnet.  Ein  solches  Element 
und  damit  die  Differente  von  I^  könnte  aber  nur  dann  durch 
$  teilbar  sein,  wenn  jede  der  Differenzen  (o^  —  S(q^  und  daher 
auch  für  jede  Zahl  o  in  f^  die  Differenz  ©  —  5co  durch  ^  teil- 
bar wäre.  Ist  dann  also  cd  irgend  eine  Zahl  des  in  f^  liegen- 
den Primideals  p^  =»  ^^\  mithin  in  ^  enthalten,  so  gilt  das 
gleiche  von  sg)  und  somit  ist  sp,  =  (ß^T^  teilbar  durch  5ß, 
was  die  Gleichheit  von  ^  und  55ß  zur  Folge  hat.  Nun  ist 
nach  Nr.  9  jede  ganze  Zahl  i^  des  Galoisschen  Körpers  einer 
Zahl  (o  m  i^  (mod.  ^)  kongruent: 

a  =  cö  (mod.  ?ßy 

Da  hieraus  dem  eben  Bemerkten  zufolge 

sSl  =  so?  (mod.  ?ß) 

geschlossen  wird,  so  ergibt  sich  für  jede  ganze  Zahl  i2  des 
Galoisschen  Körpers  die  Kongruenz 

SÄ  =  Ä  (mod.  $), 

welche  der  Annahme,  daß  die  Substitution  s  nicht  zur  Träg- 
heitsgruppe gehört,  zuwiderläuft  und  demnach  die  Aussage  des 
Satzes  bestätigt. 

2)  Die  Relativdifferente  des  Verzweigungskörpers 
f^  in  bezug  auf  den  Trägheitskörper  f,  ist  durch 
^ß'^  "'**  =  pj"^,  aber   durch   keine   höhere   Potenz   von  5ß 

33* 
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teilbar.  Bezeichnen  nämlich  jetzt  a)|,  o^,  m^,  •  •  •  eine  Basis 
aller  ganzen  Zahlen  des  Yerzweigongskörpers,  so  ist  jedes  als 
Faktor  der  genannten  RelatiydiflFerente  auftretende  Element 
von  f^  ein  im  Galoisschen  Körper  enthaltenes  Ideal 

(91)  {©1  —  TCDi,    ©8  —  r<D„    CD,  —  TOj,  •  •  •}, 

in  welchem  r  jede  der  nicht  der  Yerzweigongsgruppe  an< 
gehörigen  Substitutionen  t^  der  Gruppe  gf  ist.  Nun  ist  für 
jede  Zahl  o  des  Yerzweigungskörpers  zunächst  o  —  rc}  in  $ 
enthalten,  andererseits  aber  auch  eine  Zahl  in  f^,  da  für  jede 
Substitution  v  der  Verzweigungsgruppe  eine  andere  v  der- 
selben so  angebbar  ist,  daß  t^v'  =  vi^,  mithin 

v(a}  —  f^ai)  =  t?co  —  t^vo)  =  cd  —  ^'*co, 

d.  h.  CO  —  f^ CD  bei  jeder  Substitution  der  Verzweigungsgruppe 
unveränderlich  ist.  Demnach  ist  a  —  f^<D  auch  eine  Zahl  im 
Ideale  p,  =  Sß*^^,  welches  die  Gesamtheit  aller  zugleich  in  $ 
und  in  I^  enthaltenen  Zahlen  darstellt  und  folglich  ist  cd  — ^'^cd 
teilbar  durch  ^'"•.  Hiernach  wird  jedes  der  Elemente  (91) 
mindestens  durch  die  Potenz  ^''^  teilbar  sein.  Eeins  derselben 
geht  aber  durch  eine  höhere  Potenz  von  ^  auf.  Denn  andern- 
falls müßten  sämtliche  Differenzen  a^  —  t^oj.  und  daher  auch 
für  jede  in  I^  enthaltene  Zahl  cd  die  Differenz  o  —  f*ci)  durch 
^  *  aufgehen;  man  kann  aber  eine  solche  Zahl  angeben^ 
für  welche  dies  nicht  der  Fall  ist.  In  der  Tat,  sei  cd  eine 
durch  p^  =  ^ß*^"  aber  nicht  durch  p^*  teilbare  Zahl  in  I^  und  P 
die  in  Nr.  10  eingeführte  durch  ^  aber  nicht  durch  ^^  teil- 
bare Zahl  des  Galoisschen  Körpers,  P  die  ebenfalls  dort  be- 
nutzte Primitivzahl  (mod.  iß).     Setzt  man  dann 

wo  S(,  O  Ideale  sind,  welche  durch  $  nicht  aufgehen,  sodaß 

r^ .  CD  =  P'-  .  D 

hervorgeht,  so  ergibt  sich  durch  eine  Betrachtung,  welche  der 
an  die  Formel  (72)  geknüpften  völlig  analog  ist,  die  nach- 
stehende Kongruenz: 

(o  =  P^''  Q] 
oder  (mod.  iß'"'"*'^), 

(92)  cD  =  P"'.P"j 
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worin  u  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,    •  • ,  j/  —  2.     Nun  kann  für 
die  zu  g^  aber  nicht  zu  g^  gehörige  Substitution  t^ 

gesetzt  werden,  unter  a  eine  der  Zahlen 

(93)  a,  2a,  3a,  •    •,  (*  — l)a 

verstanden;  mit  Rücksicht  auf  (92)  ergibt  sich  daher  leicht 

rcD  =  r^.  P"-'"'''  =  ©  .  P"'^  (mod.  ^''-''), 
also 

c  _  ^«c  =  oj  (1  -  P"""')  (mod.  ^'"•^')- 

Dieser  Kongruenz  zufolge  kann   o  —  ^q}  nicht  durch    ^  *' 
teilbar  sein,  da  sonst  1  —  P"''<'  durch  ^  aufgehen,  also  ar^  ein 
Vielfaches  von  j/  ~  1  sein  müßte,  was  doch  nicht  sein  kann, 
da  r^  =  j?*  prim  gegen  j/  —  1  und  a  als  eine  der  Zahlen  (93) 
kleiner  als  |/  —  1  =  Äa  ist 

Aus  alle  diesem  geht  hervor,  daß  jedes  der  h—  1  Ele- 
mente (91),  aus  denen  die  RelativdifiFerente  von  f^  bezüglich  I, 
durch  Multiplikation  entsteht,  genau  durch  ^"^^  und  somit  die 
Relativdifferente  selbst  genau  durch  5ß^  ■"^^'*«' ==  ^'''~'"«'  teilbar 
ist,  wie  der  Satz  es  behauptet. 

3)  In  ganz  analoger  Weise  erkennt  man  die  Richtigkeit 
der  entsprechenden  Sätze:  Die  Relativdifferente  von  f^  be- 
züglich  I,   ist    genau    teilbar   durch   ^ß^^'*""''^^  =  p^^*^"'^, 

diejenige  von  fr  bezüglich  f^-  genau  durch  ?ß  ^''^'''w)  ^  p^^-^\ 
usw.  fort. 

.Verbindet  maa  die  in  diesen  Sätzen  enthaltenen  Resultate 
mit  der  Formel  (36)  des  11.  Kapitels,  so  leuchtet  sogleich  die 
Wahrheit  des  folgenden  Satzes  ein: 

Die  Differente  des  6ra{ot$schen  Körpers  enthält 
genau  die  Potenz  ^"*,  wo 

(94)  w  =  r,  -  r^  +  A(r.  -  r_)  +  A(r_  -  r J  +  .  . . 

gesetzt  ist 

Und  da  nach  Nr.  4  die  Diskriminante  D  des  Galois sehen 
Körpers  gleich  der  N^^  Potenz  der  Differente  ist,  also  den 
Primfaktor  ^  genau  Nm  Mal  enthält,  andererseits  nach  (41) 
jeder  Primfaktor  p,  so  oft  er  in  D  aufgeht,  den  Primfaktor  ?ß 
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je  r^  Mal  in  D  einführt,  so  geht  p  offenbar  fi  Mal  in  D  auf, 
wenn 

d.  h. 

fft  ==  »^  •  m 

gesetzt  wird.  Die  Diskriminante  des  Galoisschen  Körpers 
enthält  demnach  den  Primfaktor  p  genau  in  der  ^^'^ 
Potenz,  wenn 

(95)  fi^n, [r,  -  r,  +  A (r.  -  r^)  +  I(r^  -  ^  +  •  •  •] 

gesetzt  wird. 

Nach   dem   allgemeinen   Satze   in  Nr.  13  des  7.  Kapitels 
geht  D  mindestens  auf  durch  die  Potenz 

wenn  die  Zerlegung  von  p  in  Primidealfaktoren 

p  =  5ß?  •  ^?  ■  •  • 

ist  und  die  Primideale  $j,  $|,  •  •  •  resp.  von  den  Graden 
/i;  fif  ' ' '  si^d;  die  Potenz  (96)  ist  zugleich  die  höchste  in  D 
aufgehende,  wenn  keiner  der  Exponenten  e^  durch  p  teilbar 
ist.  Hier  ist  nach  (41)  e^  »  r^  und  die  Anzahl  der  Primideale 
^f,  welche  sämtlich  p^  Grades  sind,  gleich  n^.  Ist  demnach 
r^  nicht  teilbar  durch  p,  so  muß  (i  mit  dem  Exponenten  in 

(96)  identisch  sein.  In  der  Tat  sind  unter  solcher  Voraus- 
setzung keine  überstrichenen  Yerzweigungskörper  Yorhanden 
und  I,  mit  dem  Galois sehen  Körper  identisch,  also  ist  r^^^l, 
(i  —  nf(rf  —  1),  ein  Wert,  welcher  mit  dem  Exponenten  von  (96), 
nämlich 

übereinkommt.  Dieser  Fall  ereignet  sich  notwendig,  so  oft 
der  Grad  N  des  Galois  sehen  Körpers  durch  p  nicht  aufgeht. 
14.  Wir  beendigen  diesen  Abschnitt  mit  einer  inter- 
essanten Bemerkung,  welche  Minkowski^)  bezüglich  der  Ein- 
heiten im  Galois  sehen  Körper  gemacht  hat.  Da  nämlich  die 
Konjugierten  einer  Zahl  dieses  Körpers  stets  zu  eben  dem- 
selben Körper  gehören,  so  sind  die  Konjugierten  jeder  Einheit 


1)  Minkowski,  Göttinger  Nachr.  1900,  p.  90 
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des  Galoisschen  Körpers  ebenfalls  Einheiten  desselben^  und 
es  liegt  nahe,  die  Frage  aufzuwerfen,  ob  die  s — 1 
unabhängigen  Einheiten,  aus  denen  nach  Diriehlets 
allgemeinem  Satze  alle  Einheiten  eines  Körpers  zu*» 
sammensetzbar  sind,  im  6ra2oi^schen  Körper  etwa  als 
unter  einander  konjugierte  Einheiten  gewählt  werden 
können.  Minkotvski  hat  gezeigt,  daB  dies  in  der  Tat 
möglich  ist. 

Da  jede  Wurzel  der  den  Galoisschen  Körper  erzeugenden 
Gleichung  (1)  eine  rationale  Funktion  einer  beliebigen  ihrer 
Wurzeln  mit  rationalen  Koeffizienten  ist,  so  sind  entweder  alle 
Wurzeln  reell  oder  sie  sind  paarweise  konjugiert  imaginär; 
die  in  der  Theorie  der  Einheiten  mit  s  bezeichnete  Zahl  ist 

also    entsprechend    gleich   N  oder   gleich       •     Es   seien   im 

ersteren  Falle 

(97)  A„A„...,  A. 

sämtliche  Wurzeln  von  (1),  im  letzteren  Falle  je  eine  Wurzel 
aus  jedem  der  Paare  konjugiert  imaginärer  Wurzeln;  die  den 
Galoisschen  Körper  erzeugende  Zahl  A  befindet  sich  im 
erstem  Falle  von  selbst  unter  den  Wurzeln  (97),  im  zweiten 
soU  es  vorausgesetzt  werden.     Dann   gelten  Gleichungen   von 

der  Form 

A,^/i(A),     A-<p,(AJ, 

(A  =  l,  2,  •.,.) 

WO  Z*^,  q)^  rationale  Funktionen  bedeuten,  und  aus  ihnen  folgt 

also  wegen  der  Irreduktibilität  der  Gleichung  (1)  allgemein  auch 

(98)  9A(/i(A*)) «  A,. 

Da  ferner  /]^(A)  eine  Wurzel  der  irreduktibeln  Gleichung  (1) 
ist,  so  ist's  auch  /'^(A^),  und  denmach  sind 

(99)  /i(A,),  f,(A,),-.-,f,(k,) 

s  Konjugierte  zu  A;  zudem  sind  keine  zwei  von  ihnen  einander 
gleich  oder  konjugiert  imaginär,  da,  wenn  es  fi^{A.^)y  ff^{A.^) 
wären,  auch 
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<p*(/;(A*)),  v,ifu^K\ 

d.  h.  Aj,  A;  es  sein  müßten,  der  Wahl  der  Werte  (97)  zuwider. 
Demnach  müssen  die  absoluten  Beträge  der  Gfrößen  (99)  Ton 
der  Reihenfolge  abgesehen  denen  der  Größen  (97)  gleieh  sein. 
Dies  Yoransgeschickt,  sei  b  eine  Einheit  des  Galoisschen 
Körpers,  welche  als  eine  Zahl  dieses  Körpers  einer  rationalen 
Funktion  von  A  gleichgesetzt  werden  kann,  etwa 

B  «  V'(A). 
Dann  sind 

h  =  ^(Ai),   «,  =  *(A,),  .  • .,   6,  =  ^(A,) 

die  Konjugierten  von  £,  welche  den  Werten  (97)  entsprechen. 

Nun  ist  aber 

£,«^(A,)  =  ^(/;(A)) 

auch  eine  Einheit  des  Galoisschen  Körpers  und 

(100)  ^(/"»(Ai)),  K'(A(A,)),  •  •  •,  V(/»(A;) 

die  den  Werten  (97)  entsprechenden  Konjugierten  derselben, 
imd  nach  dem  bezüglich  der  Größen  (97)  und  (99)  Gesagten 
müssen  die  absoluten  Beträge  dieser  Konjugierten  von  der 
Reihenfolge  abgesehen  denjenigen  der  Konjugierten  f^,  fg,  "*,f, 
gleich  sein.  Nun  wähle  man  die  Einheit  b  so,  was  nach 
Dirichlets  Theorie  möglich  ist,  daß  diejenige  der  Kon- 
jugierten, welche  gleich  ^(A)  ist,  einen  absoluten  Betrag 
größer,  alle  übrigen  einen  absoluten  Betrag  kleiner  als  Eins 
haben;  dann  wird  auch  für  die  Einheit  Bj^  eine  einzige  der 
Konjugierten,  nämlich  diejenige  Zahl  der  Reihe  (100),  in 
welcher  /)|(Aj)  gleich  oder  konjugiert  imaginär  mit  A,  d.  h.  A,- 
mit  ^^(A)  ist,  dem  absoluten  Betrage  nach  größer,  alle  übrigen 
kleiner  als  Eins  sein,  imd  für  die  verschiedenen  Werte 
A  =  1,  2,  •  •  • ,  s  wird  die  erstbezeichnete  Konjugierte  jedesmal 
einer  anderen  der  Größen  (97)  entsprechen,  da  dasselbe  A. 
nicht  mit  zweien  der  Größen 

gleich  oder  konjugiert  imaginär  sein  kann.  Hieraus  geht 
hervor,  daß  je  s  —  1  unter  den  konjugierten  Einheiten 

genau  solche  s  —  \  Einheiten  des  Galoisschen  Körpers  sind, 
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wie  sie  in  Kap.  8,  Nr.  5  als  ein  ^^System  von  unabhängigen 
Einheiten'^  nachgewiesen  worden  sind,  und  somit  ergibt  sich 
mit  Bücksicht  auf  Nr.  9  desselben  Kapitels  der  Satz: 

Im* Galoissahen  Körper  gibt  es  stets  eine  solche 
Einheit,  daß  jede  Einheit  dieses  Körpers  als  ein  Pro- 
dukt aus  Potenzen  der  ersterenund  ihrer  Konjugierten 
mit  rationalen  Exponenten  darstellbar  ist. 


Anhang. 


Beibenentwieklaiig  der  Zahlen. 

Hiermit  wären  die  hauptsächlichsten  Fragen  der  allge- 
meinen Arithmetik  der  Zahlenkörper,  soweit  sie  bisher  behan- 
delt worden  sind,  im  wesentlichen  zur  Darstellung  gekommen 
und  wir  könnten  unser  Werk  schließen.  Indessen  würde  es 
doch  der  wünschenswerten  Vollständigkeit  ermangeln,  wenn 
wir  nicht  der  neuesten  Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  welche 
von  Hensel  herrührt^)    und   auf   einer   von   der  bisher  enir 


1)  Eine  noch  andere  Theorie  der  algebraischen  Zahlen,  welche 
J.  Sochotzkiznm  Verfasser  hat  (Das  Prinzip  des  größten  gemeinsamen 
Teilers  in  seiner  Anwendbarkeit  auf  die  Teilbarkeit  algebraischer  Zahlen, 
rassisch  und  polnisch,  1898),  ist  mir  nur  nach  dem  bezüglichen  Berichte 
im  Jahrb.  üb.  die  Fortschritte  der  Math.  1898  bekannt.  Diesem  zufolge 
ist  ihr  die  Begründung  auf  einen  gewissen  Euklidischen  Algorithmus 
eigentümlich.  Man  nenne  a  die  Ordnung  von  a  (mod.  p),  wenn  N{a) 
=  p^  '  h^  h  durch  p  nicht  teilbar  ist,   nenne   femer  a  relativ  prim  zu 

»,  wenn  a  =»  0.    Ist  y  relativ  prim  zu  p  und  -^     eine  ganze  Zahl,    so 

P 
heiße  a  (mod.  p)  teilbar  durch  ß.   Dann  gilt  als  Fundament  der  Theorie 

der  Satz:  Sind  a,  ß  zwei  von  Null  verschiedene  Zahlen,  von  denen  oc  nicht 

(mod.  j?)  teilbar  ist  durch  ßy   so  gibt   es  eine  Zahl  oo,   fQr  welche   die 

Ordnung  -^  —  a  (mod.  p)  kleiner  ist  als  diejenige  von  -^ .    Dies  führt 

P  P 

dann    zur   Bestimmung    des    größten    gemeinsamen   Teilers    von    o;,  ß 

(mod.  p)^  usw.,  sowie  kraft  besonderer  weiterer  Definitionen  auch  zu  den 
Sätzen  der  Teilbarkeit  schlechthin,  kurz  zur  gesamten  Theorie  der  alge- 
braischen Zahlen. 
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wickelten  ganz  yerschiedenen  Grundlage  beruht,  anhangsweise 
noch  Erwähnung  {»ten,  und  dies  darf  um  so  weniger  unter- 
bleiben, als  dieselbe  bereits  in  bezug  auf  den  allgemeinen  Satz 
Ton  der  Zusammensetzung  der  G-rundzahl  eines  Körpers,  auf 
den  wir  zuletzt  zurückgeführt  worden  sind,  einen  wesentlichen 
Fortschritt  über  die  früheren  Resultate  herbeigeführt  hat.  Wir 
werden  uns  aber  dabei  zum  Teil  auf  eine  kur^e  Skizzierung 
beschränken. 

1.  Sei  Jf(cö)  ein  gegebener  Körper  w*^  Grades  und  o^, 
o,,  •  •  •,  03^  die  ihn  erzeugende  Zahl  cd  mit  ihren  Konjugierten. 
In  diesem  Körper  sei 

(1)  p  =  p/. .  p,-. .  P3^. . . . 

die  Zerlegung  der  reellen  Primzahl  p  in  ihre  Primidealfaktoren 
Vi 7  1^2?  •  •  •  ^^^  ^®^  Graden  f^y  /j,  •  ■  •  resp.;  es  bezeichne  p* 
irgend  eine  der  Primidealpotenzen  dieser  Zerlegung  und  f  den 
Grad  des  Primideals  p.  Dann  ist  analog  mit  Kap.  6,  Nr.  21, 
insbesondere  mit  Formel  (153)  daselbst  jede  ganze  Zahl  des 
Körpers  (mod.  p^)  einem  eindeutig  bestimmten  Ausdrucke  kon- 
gruent von  der  Form: 

(2)  A^  +  A^%  +  A^n"  +  •  •  •  +  A^^^n^'\ 

worin  %  eine  zwar  durch  p  aber  nicht  mehr  durch  p'^  teilbare 
ganze  Zahl  des  Körpers  und 

(3)  Ai  -  a^o  +  «nP  +  <^i^9^  +  •"  +  a,,/«i(»^-' 

ist,  während  die  Koef&zienten  a^^  (mod.  p)  reduzierte  ganze 
Zahlen  und  die  in  K{c})  enthaltene  ganze  Zahl  p  Wurzel  einer 
(mod.|!>)  irreduktibeln  Kongruenz 

(4)  F{x)  =  0  (mod.  p) 

vom  Grade  f  ist,  deren  ganzzahlige  Koeffizienten  ebenfalls  als 
(mod.jp)  reduzierte  Zahlen  gedacht  werden  dürfen.  Dies  über- 
trägt sich  auch  auf  jede  gebrochene  Zahl  des  Körpers,  nur 
daß  für  eine  solche  die  Entwicklung  (2)  mit  negativen  Po- 
tenzen von  X  beginnen  kann,  und  somit  gilt  für  jede  Zahl  t 
des  Körpers  und  für  einen  beliebig  großen  Wert  des  Expo- 
nenten m  die  Kongruenzbeziehung 

(2»)     g  =  A^Ti'^  +  A+i^r^+i  +  ^r+2^^*  +  •  •  •  (mod.  P-), 
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WO  der  Exponent  r,  der  die  Ordnung  von  g  (mod.  p)  heiße^ 
eine  ganze  Zahl  ist,  welche  !N'all,  positiv  oder  negativ  sein 
kann,  und  man  die  rechte  Seite  fortzusetzen  hat,  so  lange  der 
Exponent  von  tc  den  Wert  m  nicht  erreicht. 

Offenbar   darf  hierbei  die  Zahl  p  durch  irgend  einen  ihr 
(mod.  p)  kongruenten  ganzzahligen  Ausdruck 

(5)  p  ==  p  +  «lÄ  +  OjÄ*  +  -  •  • 

und  die  Zahl  x  durch  jeden  ganzzahligen  Ausdruck 

(6)  jr  ==»  &!  Ä  +  ftjÄ*  4-  . . . 

ersetzt  werden,  in  welchem  b^  prim  gegen  p  ist.  Diese  Wahr- 
heit nutzen  wir  zunächst  zur  Bestimmung  einer  neuen  Zahl  p, 
welche  die  Kongruenz  (4)  nicht  nur  (mod.  p),  sondern  nach 
jeder  beliebig  hohen  Potenz  p^  als  Modulus  befriedigt.  Man 
bemerke  zuvörderst,  daß  für  eine  Zahl  p,  welche  die  Kon- 
gruenz (4)  erfüllt,  nicht  auch 

P'(p)  =  0  (mod.  p) 

sein  kann,  denn  die  (mod.  p)  irreduktible  Funktion  P{x)  ist 
nach  Kap.  3,  Nr.  3  prim  gegen  P\x)  (mod.  p),  mithin  besteht 
eine  Kongruenz 

P(x)  (p(x)  +  F\x)  Jl}{x)  =  l  (mod.  p) 

also  auch  (mod.  p),  welche  zeigt,  daß  nicht  gleichzeitig  P{x\ 
P'(x)  für  X  =^  Q  durch  p  teilbar  sein  können.  Dies  voraus- 
geschickt, sei  Q  bereits  so  gewählt,  daß  P(q)  genau  durch  p^ 
teilbar,  also  von  der  Form 

sei,  wo  Z  ^  1.    Dann  ist,  wenn  q  durch  q  +  A^  ersetzt  wird, 
P(p  +  Ä7l^  -  P(p)  +  Ajif^  P\q)  +  .  . . 

««'(C,  +  ^P'(p))  +  ..- 

und  wird  daher,  wenn  die  Zahl  A,  was  dem  zuvor  Bemerkten 
zufolge  geschehen  kann,  der  Kongruenz 

C, +  ^P'(p)  =  0  (mod.  p) 

gemäß  gewählt  wird,  gewiß  durch  p'+^  teilbar;  und  da  man, 
ausgehend  von  p,  diese  Betrachtung  beliebig   weit   fortsetzen 
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kann,  findet  man  eine  andere  Zahl  q  von  der  Fonn  (5),  fOr 
welche  P(p)  durch  eine  beliebig  hohe  Potenz  Ton  p  teilbar 
ist,  w.  z.  b.  w. 

Aber  auch  die  Zahl  x  soll  durch  eine  geeignetere  Zahl  x 
Yon  der  Form  (6)  ersetzt  werden.   Da  n  genau  durch  p  und  p 

genau  durch  p*  teilbar  ist,  so  wird         Ton  der  Ordnung  Null 

(mod.  p)  sein,  die  zugehörige  Entwicklung  dieses  Quotienten 
(mod.  p^)  also  mit  der  nullten  Potenz  von  x  beginnen  und 
somit,  wenn  die  Anfangsglieder  der  Entwicklung  nach  links 
geschafft  werden, 

*'  +  5._,«-»  +  !?._,«'-» +  . . .  +  Bo  =  JB' 

gesetzt  werden  dürfen,  wo  die  B^  Zahlen  des  Bationaliföts- 
bereichs  K{fi)  sind,  von  denen  B^  gewiß  nicht  Null,  während 
B'  (mod.  p)  mindestens  von  der  Ordnung  e  ist  Demnach 
findet  sich  gleicherweise 

wo  B^'  wieder  mindestens  Ton  der  Ordnung  e  ist,  also 

^'  +  ff;_^r-^  +  £;•_,«-«  + . . .  +  s."  =  B", 

usw.,  und  aus  diesen  Beziehungen  folgi^  wenn 

(7)  pC,  =  pB,+  p'B;  +  p»5/'  + .  •  • 

gesetzt  wird,  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  von  p  als  Modulus 
die  Kongruenz 

(8)  0(n)  -  «*  +i>C,_iÄ^-^  +1>C,_,«-»  +  . . .  +  pCo  =  0, 

oder:  die  Zahl  n  ist  Wurzel  einer  Kongruenz 

(9)  O{x)  =  0  (mod.  p»"), 

deren  Koefüzienten  durch  p  teilbare  Zahlen  pC^  des  Ratio- 
nalitatsbereiches  K{fi)  sind,  die  letzte  von  ihnen, 

zudem  durch  keine  höhere  als  die  erste  Potenz  Ton  p  teilbar. 
Nach  einem  bekannten  Satze  Ton  Eisenstein  (s.  des  Verf. 
Lehre  von  der  Kreisteilung  etc.,  p.  36),  der  sogleich  auf  den  hier 
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vorliegenden  Fall^  in  welchem  die  Koeffizienten  nicht  gewöhn- 
liche, sondern  algebraische  ganze  Zahlen  sind^  ausgedehnt  wer- 
den kann,  ist  demnach  die  Funktion  0(x)  {mod.p)  im  Ratio- 
nalitätsbereiche K(q)  irreduktibel.  Je  größer  nun  die  Potenz 
p"^  gedacht  wird,  um  so  weiter  schreiten  die  Potenzreihen  im 
Ausdrucke  (7)  fort,  um  so  höher  steigen  also  die  Werte  der 
Koeffizienten  C^.  Aber  man  kann  die  Entwicklungszahl  Jt 
durch  eine  andere  von  der  Form  (6)  ersetzen,  für  welche  im 
Gegenteil  die  Koeffizienten  C^  unter  einer  endlichen  Grenze 
verbleiben,  wie  hoch  die  Potenz  p"*  auch  gewählt  werde. 
Hierzu  beachte  man,  daß  die  einzelnen  Summanden 

aus  denen  sich  0(pc)  wegen  (7)  zusammensetzt,  soweit  sie 
wirklich  vorhanden  sind,  in  bezug  auf  p  von  der  Ordnung 
he  +  i  sind,  da  jB/*"*),  wenn  es  von  Null  verschieden,  seiner 
Bedeutung  nach  durch  p  nicht  teilbar  ist.  Alle  diese  ein- 
zelnen Summanden  sind  also  von  verschiedener  Ordnung 
(mod.  p\  ausgenommen  diese  beiden:  nf  und  pBq^  welche  die 
gleiche  Ordnung  e  haben.  Man  schließt  daraus,  daß  die  ab- 
geleiteten Ausdrücke 

(10)  ^^""^      ^"^''^  ^^'^^''^ 


y     1  .  o   ; 


2    '         '  1  .  2  .  •  ■  e 

je  aus  lauter  Teilen  verschiedener  Ordnung  bestehen.  Was 
nun  0{x)  selbst  betrifft,  so  denke  man  sich  diejenigen  Summan- 
den, deren  Ordnung  gleich  oder  kleiner  ist  als  eine  sogleich 
näher  zu  bestimmende  feste  Zahl  k,  zusammengefaßt  in  den 
Ausdruck  ^(;r),  alle  übrigen  in  den  Ausdruck  X{7c),  sodaß 

und  die  Summanden  von  X(pt)  von  höherer  Ordnung  sind  als  k 
Aus  (8)  ergibt  sich  dann 

(11)  W{n^)^Dy  +  D,^,7if^'  +  '-', 
worin  l  >  k.     Setzt  man  nun  jr  =  ä  -|-  Ajr'*,  so  folgt 

(12)  'P-(i)  =  ^(ä)  +  Ast^  .  ^'  (n)  +  k'^^'  .  -^^  +  .  .  . 


•   •   • 
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Da  die  Faktoren  der  Potenzen  von  A^**  Bestandteile  der 
Ausdrücke  (10)  sind,  gilt  von  ihnen  die  für  die  letztem  ge- 
machte Bemerkung  und  zugleich  werden  ihre  Summanden 
niedrigster  Ordnung  in  hezug  auf  p  die  Summanden  niedrigster 
Ordnung  auch  für  jene  sein;  man  nenne 

diese  Ordnungszahlen  resp.  In  (12)  besitzen  dann  die  auf 
^(;r)  folgenden  Glieder  die  Ordnungszahlen 

Qi  +  ^9    (>8  +  2r,    ••,  p,  H-en 
Nun  sei  r^  die  kleinste  ganze  Zahl,  für  welche 

(«•  =  2,  8,  .  .  .,  «) 

ist,  welche  also  oberhalb  aller  Zahlen 

t  —  1 
gelegen  ist.    Für  jede  Zahl  ry^r^  werden  dann  die  Ungleichheiten 

Pi  +r<Qi  +  ir 

(i  =  2,  8,  .  •  •,  «) 

umsomehr  stattfinden  und  somit  nach  (12) 

(13)  W(n)  =  W(n)  +;CA3if +et  +  •  •  • 

=  (Djar*  +  •••)+  CA3r''+^t  -{ 

gesetzt  werden  dürfen,  wo  CA3t''+^»  das  Glied  niedrigster  Ord- 
nung in  X%^'^(7t)  vorstellt,  alle  folgenden  Glieder  aber  von 
höherer  Ordnung  sein  werden.  Die  lediglich  durch  die  Aus- 
drücke (10)  bestimmte  Zahl  r^  -|-  p^  —  1  ist  eine  feste,  von  der 
Zerlegung  'von  0{%)  in  die  Bestandteile  ^(ä),  X{%)  unab- 
hängige Zahl.  Nehmen  wir  sie  an  Stelle  der  bisher  un- 
bestimmten Zahl  Icy  so  wird  ^  >  ^o  +  ('i  ^^^^^  wenn  man 
r  +  Pi  =  i  wählt,  die  Voraussetzung  *"  >  r^  erfüllt  sein.  Alsdann 
fängt  aber  die  rechte  Seite  in  (13)  mit  dem  Gliede  niedrigster 
Ordnung 

an,  welches,  da  C  durch  p  nicht  aufgehen  kann,  durch  ge- 
eignete Wahl  der  Zahl  k  innerhalb  des  Körpers  K{(o)  durch 
n'+^  teilbar  gemacht  werden  kann.     Da  man  alsdann  aber  das 
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gleibhe  Verfahren  wiederholen  kann,  ohne  den  Wert  von  k  zir 
verändern,  lassen  sich  durch  Einführung  einer  Zahl  S  =  S  +  A'^r'*' 
an  Stelle  von  S  usw.  beliebig  viel  weitere  Glieder  des  Aus- 
drucks (11)  zum  Verschwinden  bringen,  mit  anderen  Worten: 
Statt  7C  läßt  sich  eine  Zahl  tu  von  der  Form  (6)  finden  von 
der  Beschaffenheit^  daß  die  Kongruenz 

^(^)  =  0 

in  bezug  auf  eine  beliebig  hohe  Potenz  p"*  als  Modulus  erföUt 
ist;  hier  besteht  aber  die  linke  Seite  nur  aus  einer  durch  die 
Zahl  k  bestimmten  endlichen  Anzahl  von  vornherein  fest- 
stehender Glieder,  wie  es  zu  erreichen  beabsichtigt  war.  Man 
hat  auf  solche  Weise  folgendes  Ergebnis  gewonnen: 

Jede  Zahl  g  des  Körpers  K{(o)  läßt  sich  in  bezug 
auf  eine  beliebig  hohe  Potenz  von  p  als  Modulus  auf 
eindeutige  Weise  in  die  Reihe 

(14)  g  =  Ä^  +  ^,+i:r'-+i  +  •  •  .  (mod.  p"») 

entwickeln.  Die  beiden  „Entwicklungszahlen^^  p,  x 
können  so  gewählt  werden,  daß  q  der  Kongruenz 

C15)  P(x)  =  0  (mod.  p»«), 

^  aber  einer  Kongruenz 

(16)  W{x)  =  0  (mod.  p"*) 

genügt,  in  welcher  die  linke  Seite  von  der  Form 

(17)  ^P{x)  =  7f  +  pC,_,:xf-^  +  •  •••  +pC, 

ist,  während  die  Koeffizienten  pC^  Ausdrücke  von  der 
Gestalt  (7)  sind,  aber,  wie  groß  auch  m  gedacht  werde, 
nicht  über  einen  festen  Grad  in  bezug  auf  p  steigen, 
sodaß  von  einem  bestimmten  Werte  von  m  an  die 
Kongruenz  (16),  ebenso  wie  die  Kongruenz  (15),  un- 
veränderlich bleibt.  Da  die  Zahl  tc  offenbar  durch  jede 
ihr  (mod.  p''*)  kongruente  Zahl  ersetzt  werden  kann,  darf  man 
sie  als  durch  keins  der  von  p  verschiedenen,  in  p  aufgehenden 
Primideale  teilbar  voraussetzen,  indem  sie  sich  durch  eine 
Zahl  n  ersetzen  ließe,  welche  mit  tc  (mod.  p'^),  nach  jedem 
andern  Primfaktor  von  p  mit  1   kongruent  ist. 
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*  So  oft  die  Zahl  e  durch  p  nicht  teilbar  ist,  hat  V(x) 
die  einfache  Oestalt 

wo  Bq  eine  durch  p  nicht  teilbare  Zahl  des  Körpers  K(<o)  be- 
zeichnet.    In  der  Tat  ist  bei  dieser  Voraussetzung  in 

^'(«)  =  «»'"'  +Pie  -  l)C,^i«-^  +  •  •  •  +pC, 
das  Glied  niedrigster  Ordnung  das  erste  Yon  der  Ordnung  e  —  1, 
da   alle   folgenden   durch  p  also   mindestens   durch  \f  teilbar 
sind;    demnach  ist  Qi  =  e  —  1]   in  gleicher  Weise  findet   sich 
für  i  >  1  _ 

Da  hiemach 

t  —  1    ^  t  —  1  ~  ^ 

ist  für  alle  i  =  2,  3,  •  •  •,  e,  so  hat  man  r^  =  2  zu  wählen,  wo 
dann  A  =  r^^  +  p^  —  1  =»  6  wird  und  aus  (13)  durch  das  an- 
gegebene Verfahren  alle  Glieder  von  höherer  Ordnung  als  e, 
d.  h.  alle  Glieder  außer  n^  und  p  •  B^  fortgeschafft  werden 
können. 

Nur  also  in  dem  ganz  singulären  Falle^  in  welchem 
e  durch  p  teilbar  ist,  was  nur  fär  eine  endliche  Anzahl  von 
Primzahlen  p,  die  kleiner  als  der  Grad  des  Körpers  sind^  zu- 
treffen kann,  ist  möglicherweise  die  linke  Seite  der 
Kongruenz  (16)  von  der  allgemeineren  Gestalt  (17). 

2.  Was  hier  mit  den  Mitteln  der  Idealtheorie  für  die 
beliebig  hohe  Potenz  eines  Primidealfaktors  p  der  reellen  Prim- 
zahl p  als  Modulus  erhalten  worden  ist,  läßt  sich,  wie  Hensel 
zuerst  in  einer  kurzen  Notiz  „Über  eine  neue  Begründung  der 
Theorie  der  algebraischen  Zahlen*^  im  Jahresberichte  der 
deutschen  Math.  Vereinigung,  Bd.  6,  p.  83  angegeben  hat,  in 
ganz  analoger  Weise,  doch  unabhängig  von  der  Idealtheorie, 
auch  (mod.  p^)  feststellen.  Zwei  neueste  Arbeiten  Hensels 
(„Neue  Grundlagen  der  Arithmetik'',  und  „Über  eine  neue  Be- 
gründung der  Theorie  der  algebraischen  Zahlen''  im  Joum.  f. 
r.  u.  a.  Math.  127,  p.  51  und  128,  p.  1)  stellen  seine  Theorie 
ausführlicher  dar.  Ihre  Grundlage  bildet  die  einfache  Be- 
merkung, daß,  wie  in  bezug  auf  eine  Primzahl  p  jeder  posi- 
tiven ganzen  Zahl  die  Form  einer  endlichen  Potenzreihe 
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r 

öo  +  ^iP  +  «»i^*  H 

mit  (mod.  p)  reduzierten,  d.  h.  der  Reihe  0,  1,  2,  •  -  -,  p  —  1 

angehörigen  Koeffizienten  gegeben  werden  kann,  so  auch  jede 

negative  wie  jede  gebrochene  Zahl  sich  als  eine  unendliche 

Reihe  dieser  Art  auffassen  läßt,  wenn  es  sich  nicht  um  deren 

Wert,  sondern  eben  nur  um  ihren  Rest  in  bezug  auf  eine  be- 

!•  liebig  hohe  Potenz  von  p  handelt.     In  diesem  Sinne  erweitert 

r  nun  Hensel  das  Gebiet  aller  rationalen  Zahlen  zum  Gebiete 

1  all'  solcher  unendlichen  Reihen 

«0  +  ^iP  +  «aP*  H 

mit  beliebig  aber  bestimmt  gegebenen,  (mod.  jp)  reduzierten 
Koeffizienten,  entwickelt  die  arithmetischen  Gesetze  für  der- 
artige „Zahlengrößen"  sowie  für  ganze  Funktionen  einer  Ver- 
änderlichen, in  die  sie  als  Koeffizienten  eingehen,  und  zeigt 
dann,  daß  auch  für  algebraische  Zahlen  ähnliche  Darstellungs- 
weisen statthaben,  wie  für  die  rationalen,  und  wie  aus  ihnen 
auf  die  Teilbarkeit  der  Zahlen  durch  eine  ganze  oder  gebrochene 
Potenz  von  p,  bezw.  durch  eine  Potenz  eines  Primidealfaktors 
geschlossen  werden  kann.  Für  jede  Zahl  £  eines  Körpers  K((o) 
gilt  nämlich  eine  Reihenentwicklung  von  der  Form: 

(18)  g  =  JX  +  ^r  +  l'»''  +  *  +  ---, 

WO  r  eine  ganze  Zahl,  die  positiv,  Null  oder  negativ  sein  kann, 

aber  eine  ganze  Funktion  von  der  Wurzel  q  einer  (mod.  p) 
irreduktibeln  Gleichung  /**®°  Grades 

P(x)  -  0 

mit  (mod.  p)  reduzierten  Koeffizienten  bedeutet;  endlich  be- 
zeichnet X  eine  Wurzel  einer  Gleichung 

?jf  (x)  =  0 

von  der  Gestalt  (17).  Für  die  allermeisten  Primzahlen  p  ist 
%  =>p,  demnach  die  Reihenentwicklung  (18)  von  der  Gestalt 

(IS")  g  =  -^-*  +  ...+  ^l+^,  +  ^,p  +  ...; 

sie  heiße  alsdann  regulär  und  es  werde  gesagt:  zur  Primzahl 
p  und  zum  Körper  K{p)  oder  kürzer  „zur  Stelle  (p,  (of  ge- 

Baohmann,  Zahlentheorie.    V.  84 
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höre  eine  reguläre  Entwicklong  von  g.  Nur  für  die  endliche 
Menge  der  Primzahlen ,  die  in  der  Eörperdiskriminante  auf- 
gehen^ ist  n  eine  gewisse  Wurzel  aus  p  oder  rielmehr  einer 

solchen  ^^assoziiert'^;  setzt  man  nämlich  dann  tc  ^  dS  -  yp,  so 
genügt  (3  einer  Gleichung  von  der  Form 

«-1  g-2  ^ 

(19)       ©•+!}"'  'C,^t^'-^  +  p  '   •C,_8w*-«  +  ---  + Co  =  0 

und  ist  mithin  eine  ganze  algebraische  Zahl,  welche,  da  C^ 
prim  gegen  p  ist,  eben  wie  diese  Zahl  Cq  als  „eine  Einheit 
(mod.  pY^  anzusehen  ist.  Die  Entwicklung  (18)  oder,  anders 
geschrieben, 

(18^)  g  =  ^^A  +  ...+  ^1  +  A,  +  ^,;r  +  . . . 

schreitet  für  ^ie  gedachten  besonderen  Primzahlen  p  also  nach 

ganzen  Potenzen  Ton  p'  fort.  Da  nun  p'  genau  e  unter 
einander  konjugierte,  nur  durch  Einheitswurzeln  e**^  Grrade» 
unterschiedene  Werte  repräsentiert,  so  ergibt  diese  eine  Formel 
insgesamt  einen  Komplex  yon  e  verschiedenen,  zu  einander 
konjugierten  Werten  der  Zahl  g.  Der  singulären  Stelle  (p,  o) 
entsprechen  also  e  konjugierte  Entwicklungen,  genau  wie  in. 
der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  zu  einer  singulären 
Stelle  oder  einem  Verzweigungspunkte  eine  Anzahl  verschiedener 
Zweige  einer  Funktion  gehören.  Aus  diesem  Grunde  werde  die 
Stelle  (j>,  (o)  auch  hier  eine  Verzweigungsstelle  c  —  l***" 
Ordnung  genannt,  sodaß  jede  reguläre  Stelle  auch  als  Ver- 
zweigungsstelle nullter  Ordnung  bezeichnet  werden  kann. 

Da  andererseits  die  Zahl  q,  welche  in  den  Koeffizienten  A^ 
auftritt,  als  Wurzel  einer  Gleichung  f^^  Grades  F(x)  ==«  0 
f  verschiedene  Werte  haben  kann,  so  stellt  jede  der  Glei- 
chungen (18*)  oder  (18^)  genau  f  verschiedene  Entwicklungen 
bezw.  Komplexe  von  je  e  Entwicklungen  vor,  durch  welche  je 
f  unter  einander  konjugierte  Werte  der  Zahl  S  gegeben  werden. 
Diese  so  zusammengehörigen  Entwicklungen  oder  Komplexe 
von  solchen  mögen  verbundene  Entwicklungen  oder  Ent- 
wicklungskomplexe genannt  werden. 

Die  Vergleichung  dieser  Sätze  mit  den  Resultaten  der 
vorigen    Nummer    deutet    sogleich    den    Zusammenhang    der 
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Henselschen  Theorie  mit  derjenigen  der  Ideale  an.  Jeder 
Yerzweigongsstelle  e  —  1*®'  Ordnung  nämlich ,  in  welcher  f 
verbundene  Komplexe  von  je  e  Entwicklungen  vorhanden 
sind^  entspricht  ein  Primidealfaktor  p  von  py  dessen  Grad  f 
ist  und  welcher  genau  e  Mal  als  Faktor  in  p  auftritt;  da^  wie 
früher  gezeigt  worden  ist,  e  nur  fär  solche  Primzahlen,  die  in 
der  Eörperdiskriminante  aufgehen,  größer  als  1  ist,  sieht  man 
sogleich,  warum  für  alle  übrigen  Primzahlen  die  Yerzweigungs- 
stelle  zu  einer  regulären  wird  und  die  Entwicklung  (18*)  statt- 
finden muß.  Die  Ordnungszahl  der  Entwicklung  (18)  aber, 
d.  h.  der  positive  oder  negative  oder  der  Null  gleiche  Ex- 
ponent der  Potenz  jr'*,  mit  der  dieselbe  beginnt,  gibt  die  genaue 
Potenz  Y^  des  Primideals  p,  durch  welche  die  Zahl  i  teilbar, 

für  welche  nämlich  -^  noch  ganz  ist.     Es  leuchtet  ferner  von 

selbst  ein,  daß  jedem  andern  Primfaktor  p'  von  p  vom  Grrade 
f  und  der  Häufigkeit  e  eine  Verzweigungsstelle  e'  —  1**'  Ord- 
nung entsprechen  wird,  in  welcher  f  verbundene  Komplexe 
von  je  e  Entwicklungen  von  analoger  Beschaffenheit  wie 
die  Entwicklungen  (18^)  vorhanden  sind,  womit  dann  zu  den 
vorigen  ef  konjugierten  Werten  der  Zahl  g  weitere  e'f  hinzu- 
gefügt werden  usw.,  derart,  daß  endlich 

ef+ef'+e"f'+ n 

wird. 

Von  den  angegebenen  Sätzen  aus,  durch  welche  die  Theorie 
der  algebraischen  Zahlen  eine  völlig  analoge  Grundlage  und 
Ausgestaltung  erhält,  wie  diejenige  der  algebraischen  Funk- 
tionen, hat  Hensel  in  zwei  weiteren  Arbeiten  („Über  die 
Bestimmung  der  Diskriminante  eines  algebraischen  Körpers'^ 
und  „Über  die  Fundamentalgleichung  und  die  außerwesentlichen 
Diskriminantenteiler  eines  algebraischen  Körpers^'  in  Götting. 
Nachr.  1897)  auf  eine  außerordentlich  einfache  Weise  die  ge- 
naue Zusammensetzung  der  Diskriminante  ermittelt  und  seine 
früheren  die  Fundamentalgleichung  betreffenden  Resultate  (vgl. 
Kap.  7,  Nr.  7  u.  8)  bestätigt.  Auf  letztern  Punkt  brauchen 
wir  nicht  nochmals  zurückzukommen;  indem  wir  dagegen  das 
auf  die  Körperdiskriminante  bezügliche  Resultat,   weil  es  über 

das   bis    dahin   Erreichte   hinausgeht,    noch   mitteilen   wollen, 

84» 
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ziehen  wir  gleichwohl  vor^  zu  seiner  Herleitung  uns  an  die  in 
Nr.  1  benutzte  Henselsche  Abhandlung^)  zu  halten,  welche  es 
im  Anschluß  an  die  in  diesem  Werke  dargestellte  Idealtheorie, 
übrigens  mit  ganz  entsprechenden  Grundgedanken,  wie  die  vor- 
genannte Arbeit,  gewinnt. 

3.  Wir  kehren  zur  Nr.  1  zurück  und  betrachten  die 
Gleichung 

(20)  P{x)  -  0, 

welche  (mod.  ^),  um  so  mehr  also  schlechthin  irreduktibel  ist, 
und  nennen 

Qu  Qif     --i  9/ 

ihre  Wurzeln;  femer  sei  ^^(a?)  die  Punktion,  welche  aus  W(x) 
herrorgeht,  wenn  darin  q  durch  g^  ersetzt  wird,  und 

(21)  ^kl)   ^kif    "  ')   ^ke 

seien  die  Wurzeln  der  im  RationaUtätsbereiche  K{qj^,  ebenso 
wie  es  von  der  Funktion  V(x)  bemerkt  worden  ist,  irreduk- 
tibeln  Gleichung 

(22)  W,(x)  =  0. 

■ 

Die  Gesamtheit  aller  aus  g^,  n^^  rational  gebildeten  Zahlen 
macht  einen  Körper  K(tc^^]  g^  vom  Grade  ef  aus,  für  welchen 
die  ef  Zahlen 

(23)        ..-«n*    (::;;;:;;  •;.•:::;) 

eine  Basis  d.  i.  ein  System  rational  unabhängiger  Zahlen  dar- 
stellen (Kap.  1,  Nr.  10);  die  Konjugierten  dieses  Körpers  sind 
die  entsprechend  gebildeten  ef  Körper 

^(«-(..)    (;:;;::::::0- 

Wir  wählen  irgend  einen  Galoisschen  Körper  Ä,  welcher  nicht 
nur  diese  Konjugierten,  sondern  auch  den  Körper  K{(o)  in 
sich  enthält,  und  verstehen  unter  5p  einen  derjenigen  Prim- 
idealfaktoren von  p  in  Ä,  durch  welchen  das  Ideal  p  der  Nr.  1 
teilbar  ist.     Dann  gelten  die  Kongruenzen,  welche  dort  in  be- 


1)  E.  Hansel,  über  die  Entwicklung  der  algebraischen  Zahlen  in 
Potenzreihen,  Math.  Annal.  55,  p.  301. 


Reihenentwicklung  der  Zahlen.      •  533 

zug  auf  den  Modulus  p^  hergeleitet  worden  sind,  um  so  mehr 
auch  (mod.  ^"*);  man  überzeugt  sich  aber  unschwer,  daß  die 
Entwicklxmgszahl  q  einer  bestimmten  der  Wurzeln  Qj^,  sowie 
die  Entwicklungszahl  ar  einer  bestimmten  der  Wurzeln  (21)  für 
jede  noch  so  hohe  Potenz  von  ^  kongruent  gesetzt  werden 
kann,  etwa 

(24)  Q  =  9i7  ^  =  ^11  (mod.  5ß"»). 

Mithin  wird  dann  jede  Zahl  des  Körpers  K{(o)  einer  Zahl 
von  der  Form 

(25)  A,^,:  +  A,^^n\t'  +  '", 

worin  die  ^^  ganze  ganzzahlige  Funktionen  der  Zahl  q^  sind, 
(mod.  ^^)  kongruent,   insbesondere  die  erzeugende  ganze  Zahl 

(26)  cö  =  (d(')     (mod.  «ß"»), 

wo  cö(^^  eine  bestimmte  Zahl  von  der  Form  (25)  ist.  Zugleich 
wird  also  jede  (ganze)  Zahl  des  Körpers  K{p)  als  rationale 
Funktion  9(0)  von  0  der  entsprechenden  (ebenfalls  ganzen) 
Zahl  g)(c3^^))  des  Körpers  K{pt^^*^  q^  kongruent,  und  in  diesem 
Sinne  der  gesamte  Körper  K(m)  auf  den  Körper 
■^(^iij  9i)  „abgebildet".  Diese  Beziehung  ist  zudem 
umkehrbar;  denn  zugleich  mit  den  zm  q,  %  kongruenten 
Zahlen  9^,  n^^  ist  auch  jede  rational  aus  diesen  gebildete 
(ganze)  Zahl  des  Körpers  J^(^ii;  q^  der  ebenso  aus  (>,  ^  ge- 
bildeten (ganzen)  Zahl  des  Körpers  K{(q)  kongruent. 

Wir    zeigen    zunächst,    daß    eine   Kongruenz    von 

der  Form 

/-i  «-1 

(27)  ^^%,qM^^^     (mod.r) 

oder  einfacher  eine  Kongruenz 

(28)  ^0  +  ^1^11  +  A^n  +  •  •  •  +  vl,_iÄlri  =  0  (mod.  ^"»), 

worin  die  Ä^  ganze  ganzzahlige  Funktionen  von  q^ 
sind,  nur  identisch  stattfinden  kann,  indem  nämlich 
jedes  einzelne  Glied  der  Doppelsumme  für  sich 
durch  den  Modulus  teilbar  ist.  Man  bestimme,  um 
dies   einzusehen,  die  höchste   in   allen  Ä^  aufgehende   Potenz 
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von  p]  enthält  sie  den  Primfaktor  ^  öfter  als  m  mal,  so  be- 
steht die  Kongruenz  (27)  identisch.  Andernfalls  geht  durch 
Division  mit  jener  höchsten  Potenz  von  p  eine  Kongruenz  von 
der  gleichen  Gestalt: 

(29)     A,'  +  ^.'^„  +  ^'«„»  +  ■  •  -  +  Ä;_,jt[- >  =  0  (mod.  ^"•') 

hervor,  in  der  nun  aber  nicht  sämtliche  Ä^  mehr  durch  p 
teilbar  sind.     Nun  folgt  aus  der  Grleichung 

(30)  ««,  +  p(c._i««r^  +  •  •  ■  +  Co)  =  0, 

welcher  n^^  genügt,  daß  der  Primidealteiler  ^  von  p  auch  in 
^11  aufgeht  und  daß,  wenn  er  genau  d  mal  darin  aufgeht,  er 
genau  ed  mal  in  p  als  Faktor  enthalten  ist,  da  Cq  relativ  prim 
ist  gegen  p.  Ist  also  Äf^'  in  der  Reihe  Aq,  -4^',  -4^',  •  •  •  der 
erste  nicht  mehr  durch  p  teilbare  Koeffizient,  so  wird,  wenn 
rn^hd  ist,  jedes  Glied  der  Kongruenz  (29)  für  sich  durch 
^"*'  teilbar,  die  Kongruenz  (27)  also  identisch  erfüllt  sein. 
Die  entgegengesetzte  Annahme  m'  >  hd  ist  aber  unzulässig, 
denn  in  ihr  reduzierte  sich  die  Kongruenz  (29),  wenn  sie 
(mod.  ^**^+i)  aufgefaßt  wird,  offenbar  auf  die  einfache  Form 

^Xi  =  0  (mod.  ^*<^+^), 

da  alle  voraufgehenden  Glieder  durch  p  also  durch  $'^,  aUe 
folgenden  durch  ;r}  +  ^  also  durch  ^(*+^)*^  teilbar  sind  und  so 
fortfallen;  hier  müßte  jedoch,  da  n^^  nur  die  Potenz  ^^^  zum 
Faktor  hat,  ^/  durch  ^  und  folglich  wegen  der  Irreduktibi- 
lität  (mod.  p)  der  Gleichung  (20),  der  q^  genügt,  auch  durch  p 
teilbar  sein,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet. 

Hieraus  ergibt  sich  insbesondere,  daß  die  Basis- 
zahlen (23)  des  Abbildungskörpers  ein  Fundamental- 
System  {moi.  p)  für  ihn  bilden,  d.h.  daß  eine  Kongruenz 

(31)         2  2  ««-»«»i'^ = 0  (mod-j») 

g  =  0    A  =  0 

mit  rationalen  oder  ganzzahligen  Koeffizienten  oder  einfacher 
eine  Kongruenz 

(32)     A  +  A^n,i  +  A,nl,  +  •  •  •  +  A-i^n"'  =  0  (mod.  p) , 
in  welcher  die  Ä^  ganze,  ganzzahlige  Funktionen  von  q^  vom 
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Orade  /*—  1  sind,  niclit  anders  möglich  ist;  als  wenn  die 
Koeffizienten  a^j^  oder  A^  sämtlicli  durch  p  teilbar  sind.  Denn 
die  Kongruenz  (32)  liefert  die  folgende: 

(32«)  Ä^  +  Ä^n,^  +  A^n\^  +  •  •  •  +  ^e.i^Jr'  =  0  (°io<i-  ^'0 ; 
welche  erfordert,  daß  jedes  einzelne  Glied  durch  ^^^^  jeder 
Koeffizient  ^^  also  sicher  durch  ^  und  deshalb  auch  durch  p 
teilbar  ist. 

Auf  Grund  dieser  beiden  Sätze  erschließt  man, 
daß  die  Zahl  m^^^  —  wenigstens  für  hinreichend  große 
Werte  von  m  —  von  demselben  Grade  ef  ist,  wie  der 
Abbildungskörper,  dem  sie  angehört.  Wir  denken  m^  ed 
und  nennen 

(33)  ^(a:)  =  0    (mod.  ^*^) 

die  ganzzahlige  Kongruenz  niedrigsten  Grades,  der  co^^)  genügt; 
ihr  Grad  v  kann  nicht  größer  sein,  als  der  Grad  von  co^^^  d.  i. 
als  der  Grad  der  ganzzahligen  irreduktibeln  Gleichung 

(34)  f{x)  =  0 , 

der  sie  genügt,  denn  aus  der  Gleichung  f{(o^^^)  =  0  ergäbe 
sich  auch  die  Kongruenz  f{G)^^^)  =  0  (mod.  ^'^).  Es  kann 
aber  gezeigt  werden,  daß  v  nicht  kleiner  ist  als  e/*,  und  somit 
kann  auch  der  Grad  der  Gleichung  (34)  nicht  kleiner  als  ef 
sein,  und  muß,  da  er  auch  nicht  größer  ist  als  der  Grad  ef 
des  Abbildungskörpers,  gleich  ef  sein.  Nehmen  wir  zum  Be- 
weise V  <ief  an.  Da  jede  der  Zahlen  (23)  (mod.  ^"*)  also 
auch  (mod.  5ß'^)  einer  ganzen  Zahl  9)(a))  des  Körpers  Jf(cö), 
mithin  auch  der  entsprechenden  Zahl  (p((o^^^)  des  Abbildungs- 
körpers kongruent  ist,  so  ergibt  sich  ipittels  der  Identität 

^(©W)  =  0  (mod.  ^^0 
für  jede  jener  Zahlen  eine  Beziehung  von  der  Gestalt 

p/Ä*i  =  «  +  «iCöW  + h  a^.io^^»^""^     (mod.  5ß*^) 

mit  rationalen  Koeffizienten.    Heißt  n^^  der  Generalnenner  der 

letzteren,  sodaß  allgemein  a,.  =  —  gesetzt  werden  kann,  unter 

den  a^  ganze  Zahlen  verstanden,  die  nicht  sämtlich  denselben 
Teiler  mit  n  .  gemein  haben,  so  kann  n^f^  nicht  teilbar  sein 
durch  Pj  da  sonst  in  der  Kongruenz 
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(35)     n,, .  (>;<  -  a  +  a^oW  +  •  •  •  +  a^^^ cd(^>'"'  (mod.  ^*«0 

die  linke  Seite  durch  $*^  aufginge,  o^^)  also  einer  Kongruenz 
Yon  geringerem  Grade  als  v  genügte,  ohne  daß  sämtliche 
Koeffizienten  a,-  durch  p  oder  durch  ^^  teilbar  wären.  Er- 
gäbe sich  nun  aus  diesen  ef  Kongruenzen  durch  Elimination 
von  o^®^  eine  nicht  identische  Kongruenz  von  der  Art  (27) 
oder  (28),  so  würde,  da  eine  solche  als  unmöglich  erwiesen 
ist,  sich  die  Unzulässigkeit  der  Annahme  v  <Zef  herausstellen. 
Eine  solche  Kongruenz  ergibt  sich  aber  in  der  Tat.  Man 
betrachte  nach  Belieben  v  der  gedachten  (?/*  Kongruenzen;  ihre 
Determinante  ^  kann  nicht  durch  ^  oder  als  rationale  ganze 
Zahl  nicht  durch  p  teilbar  sein,  denn  sonst  ließen  sich  v  durch  p 
nicht  sämtlich  teilbare  ganze  Zahlen  q,  c^, '  •  ',c^  so  angeben, 
daß  die  Summe  der  mit  ihnen  multiplizierten  rechten  Seiten 
jener  v  Kongruenzen  durch  p  also  durch  ^'^  aufginge,  und 
da  ihr  die  Summe  der  mit  den  c^  multiplizierten  linken  Seiten 
(mod.  ?ß**^  kongruent  ist,  würde  auch  diese  Summe  durch  $ß**^ 
teilbar  sein,  woraus  eine  Kongruenz  von  der  Form  (32*)  her- 
vorginge, ohne  daß  deren  sämtliche  Koeffizienten  durch  p 
teilbar  wären.  Da  hiernach  z/  prim  ist  gegen  ^  und  aus 
jenen  v  Kongruenzen  jedes  der  Produkte  z/  •  o^®^ ,  folglich  nach 
Multiplikation  mit  dem  Socius  von  z/  (mod.  p)  jede  Potenz  o^®>* 
einer  linearen  ganzzahligen  Funktion  der  gedachten  v  Zahlen 
^9h9i^ii  (™od-  ^'0  kongruent  wird,  so  ergibt  die  Substitu- 
tion, in  eine  v  +  1*®  der  Kongruenzen  (35)  auch  für  die  ent- 
sprechende Zahl  figf^Qj^n^l^  ein  gleiches,  während  die  einzelnen 
Summanden  des  bezüglichen  linearen  Ausdrucks  nicht  sämtlich 
durch  ?ß**^  teilbar  sind,  da  diese  Zahl  Mj,^p/;c*^  es  nicht  ist.  So- 
mit läge  in  der  Tat  eine  nicht  identische  Kongruenz  von  der 
Art  der  Kongruenz  (27)  vor,  w.  z.  b.  w. 

4.  Da  in  jedem  Körper  die  Diskriminante  eines  Funda- 
mentalsystems (mod,p)f  was  ihre  Teilbarkeit  durch  p  anbelangt, 
mit  der  Diskriminante  oder  der  Grundzahl  des  Körpers  äqui- 
valent ist  (s.  Kap.  11,  Nr.  7),  so  wird  die  Diskriminante  der 
Zahlen  (23)  durch  genau  dieselbe  Potenz  von  p  teilbar  sein, 
wie  die  Grundzahl  des  Abbildungskörpers  K(st^^]  q^).  Jene 
Diskriminante    ist    aber    (Kap.  1,    Formel   (82))  gleich    dem 
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Produkte  aus  der  e***^  Potenz  der  Diskriminante  der  Gleichung 
(20),  der  q^  genügt,  ein  Ausdruck,  der  wegen  der  Irreduktibi- 
lität  dieser  Gleichung  (mod.  p)  relativ  prim  ist  gegen  p,  und 
der  für  den  Körper  K(qi)  gebildeten  Norm  der  bezüglichen 
Relativdiskriminante  von  jt^^.  Dieser  letzteren  ist  mithin  die 
Grundzahl  des  Abbildungskörpers,  was  ihre  Teilbarkeit  durch 
p  betrifft,  äquivalent.  Die  gedachte  Relativdiskriminante  ist 
aber  das  Produkt 

(a  ^/5?  =  1,  2,  .  ..,  e) 

demnach  jene  Norm  gleich 

(36)  nw,\n,,) 


/k  =  1,  2,  .  .-,  A 
\A  =  1,  2,  .  .  . ,  */ 


d.  i.  gleich  der  in  bezug  auf  den  Abbildungskörper  K(7t^^]  q^) 
gebildeten  Norm  des  Ausdrucks  'I^iX^ii)* 

Bier  bemerke  man  nun,  daß  die  Gesamtheit  derjenigen 
Zahlen  des  Abbildungskörpers  K(7t^^]  Qj),  welche  den  Zahlen 
eines  Ideals  in  K{a))  entsprechen,  ein  Ideal  jenes  Körpers  ist, 
wie  auch  umgekehrt.  Denn,  ist  cc  eine  Zahl  jenes  Ideals  und 
a^  die  ihr  entsprechende  Zahl  des  Abbildungskörpers,  f^  aber 
irgend  eine  ganze  Zahl  des  letztem  und  g  die  ihr  entsprechende 
ebenfalls  ganze  Zahl  in  £^(0),  so  ist  ^a  eine  Zahl  des  Ideals 
in  K{(o)  und  deshalb  die  ihr  entsprechende  Zahl  ^^a^  eine 
Zahl  der  gedachten  Gesamtheit,  wodurch  diese  sich  als  ein 
Ideal  charakterisiert.  Man  übersieht  leicht,  daß  beide  ein- 
ander entsprechende  Ideale  gleichzeitig  Primideale,  insbesondere 
gleichzeitig  Primteiler  von  p  sind  und  daß,  wenn  jenes  die 
Zahl  TCy  so  dieses  die  Zahl  x^^  enthält  und  umgekehrt.  Hier- 
aus ergibt  sich  dann,  daß  es  im  Abbildungskörper  einen  ein- 
zigen Primteiler  p  von  p  gibt,  der  in  jr^  und  zwar  genau 
einmal  aufgeht.  Man  darf  daher  in  Kroneckerscher  Weise 
sagen,  p  sei  äquivalent  mit  pg  +  ^nW,  in  Zeichen: 

p<^pz  +  ;riiW, 

und   erschließt  nun   aus   der   Gleichung  (30),  der  tc^^  genügt, 

daß  p  mit  p*  oder  p  mit  pi'  äquivalent  ist,  sowie  die  in  bezug 
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auf  den  Abbildungskorper  yom  Grade  ef  genommene  Norm 
Yon  p  mit  2/  äquiyalent  sein  muß: 

Man  erinnere  sich  femer,  daß  im  Ausdrucke 

jeder  der  einzelnen  Summanden  in  bezug  auf  p  von  yerschie- 
dener  Ordnung,  die  Ordnung  des  gesamten  Ausdrucks  also  die- 
jenige seines  niedrigsten  Gliedes  ist.  Gleicherweise  wird  die 
Ordnung  von  ^1X^11)  ^^  bezug  auf  p  diejenige  seines  niedrig- 
sten Gliedes  sein,  und  wenn  sie  durch  die  Potenz  p""^  be- 
zeichnet wird,  so  wird  der  ganze  Ausdruck   ^i'(^ii)  "^^*   ^^^ 

gebrochenen  Potenz  p  '  äquivalent  sein  und  gleiches  gelten 
von  jedem  der  konjugierten  Faktoren  des  Produkts  (36).  Dem- 
nach wird  dies  gesamte  Produkt  äquivalent  sein  mit 

Die  Zahl  v  möge  im  Anschluß  an  die  Betrachtungen  der  Nr.  2 
die   Verzweigungszahl   heißen,   ebenso  wie  die  Grundzahl 
oder   Diskriminante   des   Abbildungskörpers    die    bezügliche 
Yerzweigungsdiskriminante. 
Im  regulären  Falle  ist 

(37)  t;  =  e, 
denn  dann  ist 

(38)  W(x)^af+pB^ 

also  ^i'(^u)  =*  ^^Ir^  mithin,  da  e  durch  p  nicht  teilbar  ist, 
von  der  Ordnung  e— 1,  also  e  die  Verzweigungszahl.  Im 
singulären  Falle  aber  ist  W{x)  von  der  allgemeineren 
Form  (17)  also,  wenn  e^pC^  gesetzt  wird, 

Ist  dann  etwa  piC^  derjenige  Koeffizient,  welcher  erstens  die 
niedrigste  Potenz  p''  von  p  enthält  und  für  den  zweitens  der 

Exponent  i  am  kleinsten  ist,  so  wird  ^i'(^ii)  ^^^  Ordnung 
C£,.  -f  i  —  1  des  Gliedes 
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besitzen  und  daher  die  Yerzweigangszahl 

(37»)  v^es^  +  i 

sein.     Man  erhalt  also  das  Resultat: 

Ist  p  ein  Primidealfaktor  /**•"  Grades  von  p  im 
Körper  K((o),  der  genau  e  Mal  in  p  aufgeht,  und 
JSr(Ä,i;  pi)  der  zugehörige  Abbildungskörper,  so  ist  die 
Diskriminante  des  letztern  genau  durch  die  Potenz 
j>(»-i)/  teilbar,  wo  v  die  Verzweigungszahl  bedeutet, 
welche  durch  die  Formel  (37)  bezw.  (37*)  bestimmt  wird. 

Den  kleinsten  Wert  hat  die  Verzweigungszahl  im  regu- 
lären Falle,  nämlich  v  =>  e]  im  singularen  Falle  aber  ist,  selbst 
wenn  ^{x)  die  einfache  Gestalt  (38)  hat,  v  größer  als  e,  da 
dann  e^  sowohl  wie  i  mindestens  gleich  1  ist,  und  in  ihm  er- 
reicht V  den  größten  Wert  offenbar  dann,  wenn 

das  Glied  niedrigster  Ordnung  in  ^i'(^ii)  ^^^f  ^^<^  '^^^l  ^' 
dann,  wenn  e  genau  durch  p*  aufgeht,  v  ^  (e  +  l)e.  Schon 
Dedekind  sprach  dieses  Resultat  als  eine  Vermutung  aus  am 
Schlüsse  seiner  Abhandlung  „Über  die  Diskriminanten  end- 
licher Körper^^  in  Götting.  Abh.  29,  1882. 

5.  Nachdem  dies  festgestellt  worden  ist,  bezeichnen  wir  mit 

(39)  ©1,  ojj,  ...,  ©„ 

die  ganze  Zahl  o  mit  ihren  Konjugierten  und  ebenso  mit 

(40)  K{io,),K(a>,),...,K{m„) 

den  Körper  K((d)  mit  seinen  Konjugierten.  Ist  dann  K  der 
aus  den  sämtlichen  Konjugierten  (4ü)  gebildete  Galoissche 
Körper  und  P  ein  beliebiger  Primidealfaktor  von  j>  in  JST,  so 
ist  unter  den  Phmidealfaktoren,  in  welche  ^;  in  jedem  der 
konjugierten  Körper  (40)  zerfallt,  je  ein  bestimmter  p',  p",  •  •  •,  p^") 
durch  JP  teilbar;  in  bezug  auf  jeden  dieser  Primteiler  läßt  sich 
die  Betrachtung  der  Nr.  1  wiederholen,  nämlich  zwei  den 
Zahlen  p,  x  entsprechende  Entwicklungszahlen  qP,  %^^  als 
Wurzeln  zweier  mit  (15)  und  (16)  analogen  Kongruenzen 

P(0(x)  =  0,     W^){x)  =  0  (mod.  pW'») 

und  aus  den  Wurzeln  der  mit  (20)  und  (22)  analogen  Glei- 
chungen 
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(41)  P«(^)  «  0,     ?P'/)(a;)  =  0 

ein  Körper  K(n^^*^  pW)  mit  seinen  Konjugierten  bestimmen. 
Denkt  man  dies  für  jeden  der  Primidealfaktoren  P  von  jp  in  Z" 
ausgeführt  und  yersteht  nunmehr  unter  dem  Körper  ^  der 
Torigen  Nummer  einen  Galoisschen  Körper/  welcher  nicht  nur 
den  Körper  K,  sondern  alle  auf  die  eben  bezeichnete  Weise 
gebildeten  Körper  K(pt^ll]  q[^)  mit  ihren  Konjugierten  in  sich 
enthält,  und  unter  dem  Primideale  ^  irgend  einen  Primideal- 
faktor der  Ideale  Pj  d.  h.  einen  beliebigen  Primidealfaktor 
von  jp  in  ^,  so  gilt  offenbar  die  Betrachtung  der  vorigen 
Nummern  in  bezug  auf  dieses  Primideal  ^  für  jeden  der 
konjugierten  Körper  (40)  und  es  ist  also  für  jeden  Körper 
K(gj^  ein  bestimmter  anderer  Körper  K(pt^^]  g^p)  angebbar, 
auf  welchen  jener  (mod.  S^"')  abgebildet  werden  kann  und  um- 
gekehrt, indem  sich  eine  Zahl  o/®)  dieses  Körpers  von  der  Gestalt 

(42)  <d/ö)  =  4?  Mf  +  ^^'■?+ 1  «if  "■'  +  ••• 
angeben  läßt,  für  welche 

(43)  (Di  =  (ö/®)  (mod.  ^ß"») 

ist.     So  erhält  man  für  die  n  konjugierten  Körper 

Z(«»0,  ir((D,),  .  • . ,  2iC(e,J 
ebensoviel  Abbildungskörper 

(44)  K{n[,;  q[),   JT«;  q\^,  •  •  -,  ür(;rW;  p'»)) 

(mod.  ^'»). 

Dies  vorausgeschickt  sei 

(45)  F{x)  =  {x-  o,)  (x-a,,)'--{x-  ojj 

die  ganzzahlige  Gleichung,  der  die  Zahlen  (39)  genügen.  Wegen 
(43)  findet  sich 

F(x)  =  {x-  cj,W)  (x  -  OjW)  ■•■{x-  o,W)  (mod.  ^'») 

und  daher 

^((D,W)  s  0  (mod.  ^'»), 

• 

d.  h.  jede  der  Zahlen  (42)  ist  eine  Wurzel  der  Kongruenz 

(46)  F(x)  =  0  (mod.  «ß"»); 

aber  auch  jede  solche  Wurzel  muß  nach  beliebig  hoher  Po- 
tenz von  ^  einer  jener  Zahlen  kongruent  sein.  Zudem  sind 
diese  (mod.  ^^)  inkongruent,  da  sonst   die  Diskriminante  der 
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Funktion  F{x)  durch  die  beliebig  hohe  Potenz  ^ß*^  oder  —  als 
rationale  ganze  Zahl  —  durch  jede  noch  so  hohe  Potenz  von 
p  teilbar^  also  Null  sein  müßte  ^  während  doch  die  Gleichung 
F{x)  =»  0  irreduktibel  ist.  Diese  n  Wurzeln  (42)  lassen  sich 
aber  auch  als  Wurzeln  der  Kongruenz 

(47)  F{x)  =  0 

nach  einer  beliebig  hohen  Potenz  von  p  als  Modulus  charakte- 
risieren.    Entwickelt  man  nämlich  den  Ausdruck 

F(cdW) 

nach  Potenzen  von  q^^^   und  n^^,    so  nimmt    die  Kongruenz 
jF(c)/®))  =  0  (mod.  ^ß"*),  reduziert  durch  die  Gleichungen  (41) 
.  von  den  Graden  e^*^,  f^^  resp.,  denen  jene  Größen  genügen^  die 
Gestalt  an: 

welche  nach  Nr.  3  nur  identisch  bestehen  kann,  wenn  nämlich 
jedes  einzelne  Glied 

der  Summe  für  sich  durch  ?P"*  teilbar  ist;  für  einen  hinreichend 
großen  Wert  Ton  m  müßte  also  jeder  der  Koeffizienten  a^j^ 
durch  eine  beliebig  hohe  Potenz  yon  ^  und  somit  auch  von  p 
teilbar,  d.  h.  die  Kongruenz  (47)  in  bezug  auf  diese  Potenz 
Yon  p  als  Modulus  durch  die  Zahl  o/^)  erfüllt  sein. 

Leistet  aber  ca/®^  der  Kongruenz  (mod.  p^)  Genüge,  so  gilt 
dasselbe  von  allen  eW/'W  zu  o/^)  in  bezug  auf  den  Abbildungs- 
körper K{n^{l\  qftp)  vom  Grade  ef^^f^^,  dem  ©/^^  angehört,  kon- 
jugierten Zahlen;  diese  ef^*^f^*^  konjugierten  Zahlen  sind  dem- 
nach auch  sämtlich  Wurzeln  der  Kongruenz  (46)  für  den  ent- 
sprechenden Modulus  '^"^y  und  zwar  verschiedene  solche 
Wurzeln,  da,  wenn  zwei  von  ihnen  (mod.  ^"*)  kongruent 
wären,  die  Diskriminante  jener  Zahlen,  nämlich  die  Dis- 
kriminante  der  irreduktibeln  Gleichung  vom  Grade  e^^W  der 
nach  Nr.  3  die  Zahl  o/®^  dieses  Grades  genügt,  durch  ^ß*"  oder, 
als  rationale  ganze  Zahl,  durch  jede  noch  so  hohe  Potenz  von 
p  teilbar  also  Null  sein  müßte,  was  nicht  sein  kann.  Man  er- 
sieht hieraus  y   daß   unter  den  Zahlen  (42)   sich  ef^^f^^  Zahlen 


xA 
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befinden  y  welche  jenen  in  bezug  auf  den  Abbildnngskorper 
konjugierten  Zahlen  kongruent  sind  und  deshalb  durch  sie  er- 
setzt werden  dürfen;  und  da  diese  Betrachtung  fdr  jeden  Wert 
des  Index  i  zulässig  ist,  so  erschließt  man  folgenden  Satz: 

Die  n  Abbildungskörper  (44)  zerfallen  in  eine  An- 
zahl Systeme  von  Körpern,  deren  jedes  aus  einer  ge- 
ringeren Anzahl  unter  sich  konjugierter  Körper  ge- 
bildet ist. 

Wenn  die  Primzahl  p,  was  wir,  um  die  Begriffe  zu 
fixieren,  hinfort  voraussetzen  wollen,  im  Körper  K{ca)  aus  drei 
yerschiedenen  Primidealen  p^,  p^,  p,  von  den  Oraden  fi,  f^,  f^ 
zusammengesetzt  ist: 

so  gibt  es  drei  Systeme  von  resp. 

unter  einander  konjugierten  Körpern 

K{y,),  K{y,\  •  •  • ,  jr(y J;  K{ß,\  •  •  • ,  £:(* J;   K{b,\  •  •  -,  K{e,), 

auf  welche  die  n  Körper  Jf  (aij),  Jf  (og),  •  •  • ,  K{p^  (mod.  ^'") 
abgebildet  sind. 

6.  Bezeichnen  nun  S^,  £^>  *  '^  £»  irgend  eine  ganze 
Zahl  des  Körpers  K{p^  mit  ihren  Konjugierten,  so  ist 
g^  einer  Zahl  des  Abbildungskörpers  K{y^  =  ^(^u5  Qi)  iiach 
dem  Modulus  ^^  kongruent  und  es  besteht  analog  mit  (14) 
eine  Kongruenz,  welche,  auf  den  kleinsten  Grad  reduziert,  die 
Gestalt 

l,^22a,n9['<i  (mod.  5P-) 

oder  einfacher,  wenn  die  v^  =»  e^f^  Zahlen  q[^^[1  in  beliebiger 
aber  fester  Reihenfolge  durch 

(48)  y,W,  Y,(\  •  ■  .,  y,(-.) 

bezeichnet  werden,  die  Gestalt 

?i  =  aiyi(*)  +  a,yi(«)  +  -"  +  a,^y/^')  (mod.  ^"0 

erhält.     Bedeuten 

W^  y/^  •  •  • ,  y/"> 

die  dem  Körper  K{y^  angehörigen  Konjugierten  der  Zahlen  (48), 
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80  findet   sich  für   die   dem   Körper  K(g)^)   angehorige   Eon- 
jugierte  ^  von  i^  die  entsprechende  Kongruenz 

(48*)         g,  =  a,y,W  +  a^y^^)  +  •  •  •  +  a,^y,W  (mod.  ?ß-) 


(.  =  1,  2,  .     .,r,) 


und  man  findet  bei  analoger  Bedeutung  der  Zeichen  d-^^^\ 
*i^*^ ,  •  •  • ,  Äj^"*^;  B^^^\  fjW,  •  •  • ,  fj^"»)  für  die  übrigen  Konjugierten 
von  Si  die  ferneren  Kongruenzen: 


(48") 
.  (48«) 


(*  =  1,  8.  ••-,»,) 


Nunmehr  bedeute 

(49)  g^t»,  Sx«,  •  •  •,  gx<-> 

irgend  ein  unabhängiges  System  yon  n  Zahlen  des 
Körpers  K{oi^]  stellt  man  es  mit  den  zu  ihm  konjugierten 
Systemen  zu  einer  Matrix  zusammen: 


(50) 


t.(^  & 


(«) 


,  &^"> 


t  (1)      t  (8)     .  .  .       £_' 


(") 


und  bildet  für  jede  der  Zahlen  (49)  die  entsprechenden  Kon- 
gruenzen (48*»^»°),  so  werden  in  jeder  Kolonne  der  Matrix  die 
v^  ersten  Elemente  (mod.  ^*^)  durch  lineare  Funktionen  der 
Zahlen  y^^^\  y^^^  •  •  • ,  y^^"»)  resp.  ihrer  Konjugierten,  die  v, 
folgenden  durch  lineare  Punktionen  der  d^^\  S^^\  •  •  • ,  S^^""*^ 
resp.  ihrer  Konjugierten  usw.  ersetzt  werden  können.  Die  Be- 
trachtung der  höchsten  Potenzen  von  ?ß,  welche  dann  allen 
Elementen  einer  Kolonne  gemeinsam  sind,  verstattet  durch 
eine  Reihe  einfacher  Umformungen  zu  zeigen  (s.  darüber  §  7 
u.  8  der  Henselschen  Arbeit)^  daß  aus  dem  Systeme  (49) 
ein  anderes  System 

(51)  li<Mi(%---,  Si<"' 

Yon  n  unabhängigen  Zahlen  hergeleitet  werden  kann 
von  der  besonderen  Beschaffenheit,  daß  die  Matrix 
seiner  Elemente  und  deren  Konjugierten  der  folgenden 
„zerfallenden"  Matrix  (mod.  ^ß™)  kongruent  ist: 
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(52) 


yi'%  •  •  •  yi^''',   0 


0        0    •  ••    0 


■ 

(1) 

n 
0 

•                 •                 • 

.    .    .      A^^l) 

...    0 

0  •••    0 

S^w  . . .  s^M 

•            •             •            • 

0    •••    0 

0  ...  0 

0 
0 

...    0 
...     0 

•            ■            • 

0   •••     0 

0  ...  0 

£(1)  .  .  .  ßW 

•             ■             •             • 

:M 


0      ••    0        0   ...     0       £(1) 
II  n 

Man  sieht  leicht  ein,  daß  letzteres  System  ein  Funda- 
mentalsystem  (mod.  p)  sein  muß.    Denn  bestände  eine  Eon- 

ff^^^      w^g^W  +  u, li<«)  +  . .  •  +  u,i,(^)  =  0  (mod.  p) 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten,  so  müßte  dieser  Ausdrack  nebst 
seinen  sämtlichen  Konjugierten  durch  die  gleiche  Potenz  des 
Galois sehen  Primteilers  ^  aufgehen,  durch  welche  p  teilbar 
ist,  und  somit  würden,  wenn  ^  diese  Potenz  ist,  aus  der  Kon- 
gruenz der  Matrix  jenes  Systems  mit  der  Matrix  (52)  nach 
beliebig  hoher  Potenz  von  ^  die  folgenden  Kongruenzen: 

(1  =  1,8,  •     -»fi) 


^^.,  +  l*A^^^  + 


+  K^.Jh^'-^^^0 


(A  =  1,  8, 


»•2) 


«.,  +  v.4-l«*^'^  +  ---  +  «.,  +  v.  +  v/.^"'^^0 


(mod.  ^'0 


(*  =  1, 2, . .  •,  n) 
hervorgehen,  von  denen  das  erste  (nach  Nr.  3)  nur  bestehen 
kann,    wenn   sämtliche   m^,  Mj,  ..,  u^^   durch  p   teilbar   sind, 
während  aus  den  übrigen  aus  gleichen  Gründen   die  Teilbar- 
keit aller  folgenden  u^  durch  p  sich  ergibt. 

Mit  Rücksicht  hierauf  ist  die  Diskriminante  des  Systems  (51), 
was  ihre  Teübarkeit  durch  p  anbehmgt,  der  Diskriminante  D 
des  Körpers  K((o^)  äquivalent.  Andererseits  ist  sie  in  bezug 
auf  den  Modulus  ^'^  dem  Quadrate  der  aus  den  Elementen  der 
Matrix  (52)  gebildeten  Determinante  kongruent,  also  kongruent 
dem  Produkte 
(53)  n-^^'  E\ 

in  welchem   JT^,  z^*,  E^  die  Diskriminanten  der  Systeme  yj^\ 
^k^%  ^k^'^  resp.,  d.  h.   den  verschiedenen  Verzweigungsdiskrimi- 
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nanten  mit  bezng  auf  die  Primzahl  p  äquivalent  sind.  Nun  ist  $ 
ein  beliebiger  Primidealfaktor  von  p  im  Körper  ß;  dem  Ge- 
sagten zufolge  muß  er  in  der  Diskriminante  D  genau  ebenso 
oft  aufgeben,  wie  in  dem  Produkte  (53),  und  somit  erhalten 
wir  den  folgenden  eleganten  Henselschen  Satz: 

Jeder  Primteiler  ^  von  2;  im  Körper  Ä  und  somit 
auch  die  Primzahl  p  selbst  geht  in  der  Diskriminante 
D  des  Körpers  K((o)  genau  so  oft  auf,  wie  im  Produkte 
der  für  diesen  Körper  und  die  Primzahl  p  vorhandenen 
Yerzweigungsdiskriminanten. 

Die  Schlußsätze  der  Nr.  4  gestatten  hiernach,  für 
die  Potenz  von  p,  durch  welche  D  teilbar  ist,  den  ge- 
nauen Ausdruck  aufzustellen.  Bezeichnen  nämlich,  wenn 
wieder  der  Bestimmtheit  wegen 

vorausgesetzt  wird,  wo  p^,  p^,  p^  die  verschiedenen  Primideal- 
faktoren von  p  im  Körper  K((d)  bedeuten,  f^,  f\,  f^  die  Ghrade 
der  letzteren  und  v^y  r^,  v^  die  ihnen  entsprechenden,  nach 
Nr.  4  zu  bestimmenden  Yerzweigungszahlen,  so  ist  D  genau 
teilbar  durch  die  Potenz 

p{9i  -  l)/i  +  (•«  -  l)A  +  (»» -1)/« 

mit  dem  Exponenten 

(54)  d  =  K  -  1)A  +  K  -  i)f,  +  («,  -  i)/i. 

Da  der  letztere  im  regulären  Falle  gleich 

(ci  - 1)/;  +  (e,  -  i)/i  +  (^»  - 1)^5, 

andernfalls  aber,  d.  h.  fUr  die  singulären  Primzahlen  p,  bei 
denen  einer  der  Exponenten  e^  durch  p  teilbar  ist,  größer  ist 
als  dieser  Wert,  so  sieht  man  den  in  Kap.  7,  Nr.  13  ge- 
wonnenen Satz  über  die  Zusammensetzung  der  Grund- 
zahl bestätigt.  Während  aber  durch  diesen  Satz  nur  eine 
Minimalgrenze  für  die  Häufigkeit  der  einzelnen  Primfak- 
toren in  der  Zerlegung  der  Grundzahl  bestimmt  wurde,  liefert 
jetzt  die  für  den  Exponenten  d  gegebene  Formel  (54)  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  völlig  genaue  Zusammen- 
setzung der  Grundzahl  aus  ihren  Primfaktoren  zu  er- 
mitteln ist. 

Bachmaniii  Zahlentheorio.    V.  36 


Bemerkangen. 

Zu  Seite  1.  B.  Dedekind  und  andere  Forscher  haben 
Definitionen  des  Irrationellen  aufgestellt,  denen  der  Grenzbegriff 
fern  bleibt;  für  den  Zweck  der  einleitenden  Zeilen  schien  es  nicht 
erforderlich,  auf  solche  prinzipiellen  Gesichtspunkte  einzugehen. 

Zu  Kapitel  3,  Nr,  1.  Auf  Grund  des  Gaußschen  Funda- 
mentalsatzes (Kap.  1,  Nr.  1),  nach  welchem  die  l^rimfunktionen  in 
der  Zerlegung  (13)  nichts  anderes  als  die  Linearfaktoren  x  —  tt 
sind,  welche  den  Wurzeln  a  der  Gleichung  lf\x)  =»  0  entsprechen, 
konnte  diese  Nummer  sehr  viel  einfacher  gestaltet  werden;  doch 
ist  eine  solche  Form  der  Darstellung  gewählt  worden,  dafi  sie 
sogleich  auch  für  den  Bereich  der  ganzen  Funktionen,  deren 
Koeffizienten  rational  (oder  einem  gegebenen  Bationalitätsbereiche 
angehörig)  sind,  bestehen  bleibt. 

Zu  Seite  96.  Die  Formel  (50)  gilt  auch  für  i)  =  2,  da 
alsdann  +  1  und  —  1  kongruent  sind. 

Zu  Kapitel  4,  Nr.  4.  Zur  Herleitung  des  Hauptsatzes  S.  128 
ist  es  nicht  erforderlich,  die  Zahlen  (24)  mit  ganzzahligen  Koeffi- 
zienten zu  wählen;  es  gentigt,  daß  es  im  Ideale  n  unabhängige 
Zahlen  gibt;  dies  sind  z.  B.  jedenfalls  die  Zahlen 

e,  =  JV(Ö)  •  y„  .  •  -,  ö.  =  N(e) .  y., 

wenn  0  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  des  Ideales  ist.  Jene 
Wahl  geschah  vielmehr  aus  anderer  Eücksicht.  Man  kann,  aus- 
gehend von  (23)  statt  von  (25),  mittels  völlig  entsprechender  Be- 
trachtangen unmittelbar  die  Existenz  einer  Basis  für  die  Ge- 
samtheit g  nachweisen.  Bilden  aber  y^^  y^^  -  •  *,  y^  eine  solche, 
und  werden  nun  die  Zahlen  0^,  0^^  •  •  *,  0„,  wie  es  bei  (24)  ge- 
schehen ist,  und  noch  spezieller  jede  Zahl  B^  unter  den  Zahlen 

^1^'^  •  7i  +  ^2^'^  •  y«  H +  0^^ '  y, 

des  Ideales  ]  so  gewählt,  daß  der  Koeffizient  ^/'^  den  kleinsten 
positiven  ganzzahligen  Wert  erhält,  so  bilden  Ö^,  ö,,  ■••,  6^  so- 
gleich eine  Basis  des  Ideals  j,  man  hat 
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und  nach  (46)  und  (47) 

Denn,  da  jede  Zalil  0  des  Ideales  in  die  Form 

mit  ganzzahligen  c^  gesetzt  werden  kann,  erhält  man  durch  passende 
Bestimmung  der  ganzen  Zahlen  h^,  ^,  •  •  •,  h^  die  Beziehung 

0  =  ^01 +  /«2Ö,+  --  +  M»  +  ö'. 

wo  in  der  im  Ideale  enthaltenen  Zahl 
die  Koef&zienten  c/  den  Bedingungen 

(f  =  1,  2,  .  .  .,  «) 

gehorchen,  was  nach  der  Bedeutung  der  Zahlen  ^/'^  nicht  anders 
sein  kann,  als  wenn  c/  =  0  (für  5=1,  2,  •  •  •,  n),  also  auch 
ff=0  und 

6  =  Äjöi  +  Ägö,  4-  •  •  •  +  An  ^« 
ist.  — 

Zu  Seite  153,  Anmerkung  s.  Joum.  de  Math.  3.  ser.  t.  6. 

Zu  Seite  173.  Die  Zahlen  ß^  sind  rationale  symmetrische 
Funktionen  der  zur  Erzeugenden  des  Körpers  konjugierten  Zahlen, 
mithin  rationale  Funktionen  der  Erzeugenden  seihst,  d.  h.  sie  sind 
Zahlen  des  Körpers,  zudem  aher,  als  algebraisch  ganz,  Zahlen  in  g. 
Die  y^  sind  rationale  symmetrische  Funktionen  der  Erzeugenden 
und  ihrer  Konjugierten,  also  dem  Bationalitfttshereiche  des  Körpers 
angehörige  Zahlen  und  zudem,  als  algebraisch  ganz,  rationale 
ganze  Zahlen. 

Zu  Seite  243.  Der  Satz  (Formel  (151))  leuchtet  für  den 
Fall,  daß  q  eine  Primitivzahl  ist,  unmittelbar  daraus  ein,  daß  y 
einer  Potenz  von  ^,  welche  mittels  P{q)  ^  0  (mod.  p)  auf  die 
Form  (l5l)  gebracht  werden  kann,  kongruent  ist. 

Seite  286,  Z.  3  Hes  Nr.  7  statt  Nr.  6. 

Zu  Seite  336,  Z.  2.  Gemeint  ist  hier  Minkowskis  Dar- 
stellung der  Theorie  der  Einheiten  (in  seiner  Geometrie  der  Zahlen 
§  44)^  welche  in  Hilberts  Bericht  über  algebraische  Zahlkörper 
im  wesentlichen  reproduziert  ist. 

Zu  Seite  344.  Der  hier  gegebene  Beweis  des  zweiten  Dis- 
kriminantensatzes  weist,  wie  —  scheint  mir  --  auch  der  Hilbert- 
sche,  dem  wir  zumeist  gefolgt  sind,  eine  Lücke,  indem  nicht 
ersichtlich  wird,  daß  die  Zahl  ir^**"*"*^  auch  von  der  konjugiert 
imaginären  Zahl  «?('"+ 4+^)  verschieden,  nftmlich  nicht  reell  ist.  Es 
sei  daher  für  diesen  Satz  hier  noch  auf  Hermites  an  Borchardt 
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lichteten  Brief  (Joum.  f.  Math.  53,  1857,  p.  182)  yerwiesen; 
übrigens  l&ßt  sich  von  dem  Satze  aus  auf  Orund  einer  von  Min- 
kowski gegebenen  unteren  Grenze  ffir  die  Grundzahl  eines  Körpers 
einsehen,  daß  nicht  nur  Äir  einen  gegebenen  Orad  n,  sondern  auch 
überhaupt  die  Anzahl  der  Körper  mit  gegebener  Grundzahl  eine 
nur  endliche  ist;  s.  Minkowskis  Geom.  d.  Zahlen  §  42. 

Seite  358,  Z.  7  ergänze  11  als  Nimimer  des  neu  beginnen- 
den Artikels. 

Zu  Seite  362.  Die  letzten  vier  Zeilen  enthalten  ein  kleines 
Versehen;  es  muB  heißen:  Seine  Basiszahlen  l^^  l^^  *  •  -,  k„  lassen 
sich  durch  die  dortigen  Formeln  (53)  darstellen,  in  denen  allgemein 
(i^  =»  09^  zu  denken  ist;  sie  nehmen  daher  —  oder  einfacher,  weil 
sie  Zahlen  in  o  sind  —  die  Gestalt  (4)  an,  deren  Koef&zienten  usw. 

Zu  Seite  460.  Die  Ausdrücke  (47)  stellen  zwar  nicht 
Zahlen,  sondern  Ideale  dar,  doch  darf  man  dafür  bei  den  nach- 
folgenden Betrachtungen  Zahlen  setzen,  die  resp.  in  ihnen  ent- 
halten sind. 

Seite  522,  Z.  10  lies  „erzeugende  ganze  Zahl  o^^ 

Seite  525,  Z.  3  streiche  (mod.  p). 
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